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Borsukの対心定理の様々な応用

Applications of Borsuk's antipodal theorem 

川崎英文，九州大学大学院数理学研究院＊

HIDEFUMI KAWASAKI t 

FACULTY OF MATHEMATICS, KYUSHU UNIVERSITY 

Abstract 
トポロジーがタンパク質の構造解析やデータ解析に応用されるようになって久しい．最適
化理論やゲーム理論の分野でも不動点定理は重要な道具であるが， トポロジーを十分に活用し
ているとまでは言えない．筆者はこの 2年間Borsukの対心定理の最適化理論への応用を図っ
てきた．本稿ではこの研究の経緯を解説する．

1 序

Borsukの対心定理［1]はn次元球而聟から n次元ユークリッド空間野1への連続写像ゃには

cp(u)=cp(-u)を満たす点 uE炉が存在することを主張する． Borsukの対心定理には，それと同

値な定理がいくつかある．組合せ版のTuckerの補題や，集合被覆版のLSB定理などである．また，

応用としてはハムサンドウィッチ定理，離散的なハムサンドウィッチ定理にモーメント曲線を絡めた

ネックレス分割定理， Lovaszによる Kneser予想の解決等がよく知られている (Matousek[10]). 

本稿ではそれらとは別に，筆者が現在研究している Borsukの対心定理の応用を紹介する．

2 ハムサンドウィッチ定理

最初にハムサンドウィッチ定理の手法を説明する．μを野nのルベーグ測度とし， Ai(i=l,...,n)

を測度が正の恥nの部分集合とする．ハムサンドウィッチ定理はAi(i = 1,..., n)の測度を同時に
2等分する超平面が存在することを主張する．

別の元 U= (u1,...,Un濯n+l)に対し，最初の n次元ベクトルを u= (u1，．．．，珈） E野しで表

すと， u= (u濯n+l)となる．〈u,x〉を町の内積 u1x1+・・・十U研 nとして，各 UE Snに対し

て，超平面Hu={x E屈nl〈u,x〉＝叫＋1}と2つの閉半空間を

Ht= {x E 屈?|〈u,x〉~ Un+1}, H;: = {x E 屈?|〈u,x〉~ Un+1} (2.1) 

で定義する．ゃi(u):=μ(AinHか，¢ ：= ('P1,...9やn)で炉から町への連続写像を定義すると，

Borsukの対心定理により，ヨuE 3n s.t. tp(u) =叫-u).H~u = H；；なので，

μ(Ai n Ht) = μ(Ai n H;,,―)(i=l,...,n) 

となる．これがハムサンドウィッチ定理の主張と証明である．
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3 パラメトリック最適化問題に対する対心定理

筆者の最初の研究結果は，パラメータ u€Sn の非線形最適化問題に対する対心定理である．そ

こでは，ハムサンドウィッチ定理を参考に，閉半空間 Htを用いた．詳細は川崎［3,5]. 

本節では Aiを町の空でないコンパクト凸集合，Ji:艮nX炉→屈を連続関数とする．この

とき，次の最適値関数

凡(u):= max. fi(x, u). 
xEA;nHt 

はAinHtが非空な領域では連続であるが，非空から空に変わるときに不連続（図 1)になるの

で， Borsukの対心定理が適用できない．

図 1：最適値関数 Fi(u)の不連続性

そこで，次の写像ゆ＝ （ゆ1，．．．，叫） ：炉→町を導入した ([5]).A汀ゾはが非空から空に変

わるときに仇の値が0になることが期待できるからである．

叫u):={ば悶；ft(x,U)-XÈ ,(x,U) (At nH↓ヂ0),

0 (Ai n Ht = 0). 
(3.1) 

実際， Aiの境界が面や線分を含まないならば (Aiの狭義凸性とよぶ），心は sn全体で連続にな

る．しかし， Borsukの対心定理を心に適用すると， uE炉が自明な解になる可能性があり，そ

れを排除するために，最適値関数を次のように改良した．

ゃi(U):= { XE閃悶；fi(x,U)-XE閃~nH;tft (x,U) (At nH; # 0), 
8*(u I Ai)一伽＋1 (Ai n Ht=  0), 

(3.2) 

ここで， 8*は支持関数が(uI Ai) := max{〈u,x〉|xEA」である．定義式（3.2)の場合分けは前

者が本質的で，後者は自明な解を排除するための仕掛けである．また，後者は Ain Ht=  0と
8*(u I Ai) -Un+l < 0が同値であることから導出した．このとき，pは連続であり， Boruskの対
心定理から次の結果が得られる．

定理 1 （パラメトリック最適化問題の対心定理1)Aiの狭義凸性と，関数fi(x,u)がuに関し

て対心的であることを仮定する．すなわち，fi(x,-u)= -fi(x,u)が任意の (x,u)E屈nxsnで
成立するとする．このとき，ある uE Snが存在して， AinHj"と AinH；；は非空であり，すべ

てのi= 1,...,nに対して次の等式が成立する．

max. fi(x, u) - min. fi(x, u) = max j孔x,u)- min fi(x,u). (3.3) 
xEAinH;t-,.. xEAinH↓ xEAinHこ xEAinHこ
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特に，fi(x,u) =〈u,x〉をとると， Aiの狭義凸性を必要とせずに，次の定理が得られる．

定理 2Ai c図(i=l,...,n)を内部が非空なコンパクト凸集合とすると，ある U E Snが存在

して， AinHtと AinH；；は非空であり

が(uI AinH;)ーふ(uI Ai n Hi) = b* (u I Ai n H；；）ーふ(ulAinH；；） 倍．4)

がすべてのi= 1,...,nで成立する．ただし，ふ(uIX):= mi!!〈u,x〉.
xEX 

4 非線形最適化問題に対する別のアプローチ

前節の方法は集合値写像 u→ AinHiの連続性を必要とし，それを保証するために狭義凸性

などを仮定した．加えて証明も面倒である．本節では別のアプローチを考える．詳細は川崎 [6].

本節を通して以下の仮定を設ける（前節より弱い仮定）． Aic屈nを非空なコンパクト集合と

する（凸性は不要）．Ji:町 XDn→恥を uE Dnに関して対心的な連続関数とする（よって

fi(x, 0) = 0). ここで， Dnはn次元閉球である． wを任意の実定数とする．
このとき， U=(u，四＋1）E Snとして，最適値関数凡を（4.1)で定義すると，凡は連続になる．

凡(u):= ma:x fi(x,u) -1叫＋1・
xEAi 

Borsukの対心定理をt,,=(t,,1,・・・,t,,n)に適用すると，次の定理が得られる．

定理 3 （パラメトリック最適化問題の対心定理2)

(1) 任意の m，．．．，冗€良に対し，ある U = (u, Un+1) E別が存在して， u=JOかつ

(4.1) 

ma,x li(x, u) + miμ fi(x, u) = 2布Un+1 (i=l,...,n). (4.2) 
xEAi --'-'xEAi 

(2) ma?'fi(x, u) + mi:μ fi(x, u)がiに依存しないような非零な uEDnが存在する．
x€Ai XEA, 

(3) (4.3)を満たす非零ベクトル VEDnが存在しなければ

ma:c fi(x, v) + mi!l fi(x, v) = 0, (i = 1,..., n), 
xEAi.'.,  xEAi 

(4.3) 

任意の'Yl'...，'YnE艮に対し，聖閃 “x,u)+ ~i fi(x,u) (i = 1,...,n)の比が 11: 12 : 
xEA; 

••• :'Ynになるような Dnの内点uが存在する．

定理 3でfi(x,u)=〈u,x〉をとると

ma:ef(x,u) =: J*(u I A』, min f（の，u)=:ふ(uI A』
xEA; -'.,''-,.  xEA; 

となる．その幾何学的意味を把握するために

叫u):= 
J*(u I Ai)十ふ(uI Ai) 

2 

とおくと，次の集合評価定理（定理 4)としてまとめることができる．定理 4をこうよぶ理由は

次節で説明する．
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定理 4 （集合評価定理）

(1)任意の 1l,・・・,1nE良に対し，ある U = (u, Un+1) E別が存在して， u=/0かつ

c,;(u) =乃Un+1 (i = 1,..., n). 

(2) Ci(u)がiに依存しない非零な uEDnが存在する．

(3) Ci(u) = 0 ('t:/i)を満たす非零な VEDnが存在しなければ，任意の 1l,・・・,1nE政に対し，

叫u):.・・：伍(u)='Yl : ・・・：高

を満たす Dnの内点 uが存在する．

(4.4) 

(4.5) 

次節に進む前に 3節と 4節の 2つの対心定理の関係を説明しよう．実は，定理 2の(3.4)と定理

4の(4.4)は本質的に同じものである．正確には， Aiがコンパクト凸集合で AinHtと AinH；；

が非空のとき，（3.4)と (4.4)で1i= 1としたものは同じ等式になる．詳細は川崎［6].他方，定理

4 (3)は定理 2にはない主張であり，集合（グループ）を評価する定理と解釈できる．

5 個の比較と集合の比較

まず，図 2からc;(u)が Aiの u方向の中央値を表すことがわかる．

~— ~•---~--—· <u, x>=o•(uI Ai) 
.`•——` 

ロ ］ （こ〉〉：：＊（（：IA;) 

図2：超平面〈u,x〉=Ci(U)は集合 Aiの u方向の幅を 2等分する．

これを基に，「評価」の意味を説明する．例えば，筆記試験，面接試験の点数が (60,60), (40, 80) 

の2名の受験生を評価しようとするとき，総合評価は重み u=(u1,u2)次第で変わる（図 3).

・學

u, 
u 

図3:左： a1く a2.中： a1= a2.右： a1> a2. 

しかし，（60,60), (80, 80)に対しては，重みが正であれば結果は変わらない．定理 4(3)は野n

のn個の集合（グループ）についても，同様の議論を展開できることを示している．
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例 1定理4(3)を図を使って説明しよう．図4と図 5の A1,A2は同じ配置にある．原点を通る

直線でそれらの幅を同時に 2等分することはできないので，（3)により，任意の "/1,"/2に対し，

叫u): c2(u) = "(1 : "(2となるように重み uE配をとることができる．図4は"/1: "/2 = 1 : 2,図

5は"/1:"/2 = 1: -2である．

11 :-̀ 王 ：
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図4:"'/1 = 1, "'/2 = 2 

図5:,1= 1,,2 = -2 

集合 Aiが点対称な場合は，定理4の重み uを連立1次方程式を解いて求めることができる．

命題 1Aiが非空なコンパクト集合で，点Piに関して対称ならば， Ci(u)=〈Pi,U〉である．また，

叫u)=O(i=l,...,n)を満たす非零ベクトル uE恥nが存在しないことと， Pl,・・・,Pnが1次独

立であることは同値である．さらに，p= (p1 ・ ・ ・ Pn)とおくと，（4.4)は次の連立 1次方程式に
帰着される．

pTU= 閲＋17•

集合 Aiが点対称でない場合は，中心 Piの代替として，geometricalcenterや centerpoint 

(Edelsbrunner [2])などを用いることが考えられる．これは今後の研究課題である．

6 ハムサンドウィッチ定理の弱い拡張

本節では4節の手法をハムサンドウィッチ定理に適用する．詳細は川崎［7,8]. 

A1,...,An C町を正のルベーグ測度をもつ集合，fi(x,u)を (x,u) E罠nX Dn上の実数値連

続関数で，fi(x,-u) = fi(x, u)を満たすと仮定する．この設定で話を進めることもできるが，こ
こでは定数関数fi(x,u) = 1/ μ(Ai)で話をまとめることにする．
vを任意の実定数として， u= (u,un十1)E Snに対して，

叫U):=J以x,u)dx-1叫＋1
ふnH;t

で連続写像 V:= (v1，．．．，玲）を定義すると， Borsukの対心定理から定理5が得られる．ただし，

μ(Ai n叫）
叫）：＝ μ（A』・

定理5(2)はハムサンドイッチ定理のことであり，（1)と(3)はその拡張になる．
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定理 5 (1)任意の 1l,・・・,1nE恥に対し，次の等式を満たす u= (u叫n+1)E炉が存在する．

1 
Pi(u)―ぅ＝詞n+l・ (6.1) 

特に，どのriもー1/2と異なるときは，ー1< Un+lく 1が成立する．

(2) A1，．．．，心の測度を同時に 2等分する超平面が存在する．

(3) A丘．．，心の測度を同時に 2等分する原点を通る超平面が存在しなければ，ー1/2と異なる

任意の ,1,..．，1nE良に対し，

1 1 
Pl (U) -~ : • • • : Pn (U) -~ =,1 : ・・・： 1n (6.2) 

を満たす UE炉で， 0＜ Un+1く 1なるものが存在する．特に， "/1='・'= "fn = C (0 < 

C :S 1/2)をとると，
1 1 
~ < p1(u) = • • • = Pn(u) <— +C (::::; 1) 
2 2 

を満たす uE 5nで， O<un+lく 1なるものが存在する．

注意 1全ての'Yiを同じ値Q< C ::; 1/2としたとき，（6.1)から，

1 
Pi(u) = CUn+l + ~ 

2 

(6.3) 

となる． 0＜Un+1く 1は存在のみが保証されていて，その値は不明なので，分割比 Pi(u)の値も

不明である． これが本節のタイトルを「弱い拡張」とした理由である．
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