
物性研究 43-4(1985-1)

対流系における

局所エントロピー生成速度 Ⅱ

東邦大･薬 高 山 光 男

(1984年 12月5日受理 )

要 旨

対流系における練活的な熱流鼠 熱輸送係数,局所エントロピー生成速度が,対流速度 と波

長の関数 として求められた.実験との比較により,レイリー数とヌッセル ト数との関係が対流

速度 と波長の関数として求められ,実験結果の理論的解釈がなされた｡さらに熱流束に関して

等価な対流モー-ドの数とレイリー数 との関係,または局所エントロピー生成速度 との関係が議

論され,等価な対流モー ドの数は非平衡の程度とともに増加することが結論された｡

§1.はじめに

前報日において我々は,対流系における局所エントロピー生成速度を

ols〕-- ｡vz'(豊 こ)≧o
(1)

のように与えた｡但し,密度 両まいま考慮した｡この式は本質的にグランス ドルフとプリゴジ

ン2)による形式

ols〕-- pkvz(雲 二 )

--即pVz(慧 )≧o
(2)

と一致している｡ ここで,(2)式中の記号は(1)式との対応づけのために書き換えてある｡これ

らの式は各熱源との接触によって生じる熱の伝導輸送に要する時間を無視することによって導

かれるが,このことは対流系における水平運動を無視 しているのと同じ意味である｡この近似

は本質的な欠陥であり,このためにこれらの式を実際の対流系や正しい理論の中に用いること

はできない｡

本稿では,水平運動を考慮することによって実験 と直接に比較することのできる総括的な熱
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流束を求める｡しかしこのために,気体分子運動論からのアナロジーによって簡単なモデルが

用いられる｡この簡単化によって厳密性が失なわれるが,実験結果の理論解釈が容易にできる

ことが示される｡最終的に,線形非平衡熱力学から形式的に対流系における総括局所エントロ

ピー生成速度が定式化される｡

§2.対流系における熱輸送モデル

簡単にいえば対流系は,温度の異なる二つの平衡熱力学系とそれらに上下から挟まれた一つ

の流体力学系から構成されていると考えることができる(図1参照 )｡これらすべてを合わせ

た全体系を非線形非平衡熱力学系と呼び,

i I･owtemperature_⊥1_一.⊥1_

対流がない場合には線形非平衡熱力学系と呼ぶ｡
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図 1 三つの部分系から構成される対流系

また対流セルの半分にだけ注目すると,熱輸送の機構には伝導輸送と対流輸送の他に, 粘性

応力にともなう内部熱発生による輸送がある(図2参照 )｡粘性の効果は, 対流運動の始まる

初期過程や定常的な対流状態においてゆらぎの減衰や対流速度に制限をもたらすが,以下では
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図2 対流系における熱輸送形態
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対流系における局所エントロピーー生成速度Ⅰ

簡単化のために内部における流速勾配が存在しないようなモデルを考える｡すなわち内部熱発

生はない｡

対流セルの半分にだけ注目し,熱輸送にとって効果的な厚さdoをもっ流体の循環運動を考え

る｡図 3に深さD,波長2Lのモデル化された対流系を示す｡doをどの程度に選ぶかには任意

性があるが,我々は,体積d岩の系は一般に線形非平衡系であると考えている3.)そのような系内
ではフー リエの熱流のような線形流れの生じている可能性があり,温度や密度は体積 d呂の系

内において場の畳 T-T(r,i),P- P(r,i)になっている.位置ベクトルrは線形系に固定

された座標中で定義されていて,対流系に固定された座標中の位置ベクトルRよりも低次の階

層に属しているOすなわち図3の斜線部分の流体の温度や密度,エンタルピーなどは,位置R

において平均値の意味をもっている｡

(よoZ i.二二 ｣

{ '/ Z

ぐ V重 閉 do

誹 望 ＼ 〔 -D
-サ ト

まくZo+I))

L ･･halfwavelength

ver七lcaldepth

effectivethickne88

rateofverticalflow

rateofhoTizon七alflow

図 3 モデル化された対流セルの半分

チエテ(R)∴ 言 -言(R), 言-言(R) (3)

一般にある位置Rと時刻 tをこおける平均熱力学量は新しい場の量であって,例えば流体のエン

タルピーー密度は

pcpT- p(R,i)cp(R,i)チ(R,i)

のように表わされる｡

(4)

対流系において流体のある一点に注目すると,その位置の流体が総括的な熱輸送を完了する

ためには次の三つの段階を経なければならない｡すなわち

1)下部熱源 と接して,伝導によって熱を吸収し膨張しながら不安定な密度に達するまでの

距離Lを運動する｡

2)下部熱源とほぼ同じ温度に達した流体は,温度一定のままで浮力によって上部熱源まで
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の距離βを上昇運動する｡

3)下部熱源の温度をもった流体は上部熱源と接して,伝導によって熱を放出し収縮しなが

ら不安定な密度に達するまでの距離Lを運動する｡

ここで注意しておかなければならないことは,我々のモデルにとって実際に運動する距離は次

のようになるということである｡

L′- (L-d｡)

D′-(D-d｡)

doは一定と仮定している.しかし以下の計算では簡単化のために,記号LとDをそのまま用い

て議論を進める｡

総括的な熱流束と熱輸送係数を求める前に,以上のモデルを用いて垂直方向の運動だけを考

慮した基本的な式を導いておく.アナロジーとして気体分子運動論の方法を周いる.

§5 対流系における熱流束

気体分子運動論で熱伝導係数を求めるためには,すべての分子が同じ速度で平均自由行緩 d

の距離を運動し,分子間衝突の際のエネルギー交換は完全かつ瞬間的に起こるとして理想的な

議論を進めるOいま,位置zoからzo+dまでの距離を正方向に輸送される内部エネルギ一 弘

を考えると,正味の熱流束は

言-p(Z｡)a(Z｡)7Z-p(Z.+a)紘(Z.+a)Tz (5)

のように与えられる｡密度や内部エネルギーは場の量なので平均値を用いて,さらに平均速度

と空間的方向性を考慮した温度勾配才>Oを用いれば,(5)式は次のように書くことができるO

冒-一才(普 )(芝 );zd

-(石gvTzd)才
=≡】⊆E
=lP I (6)

固定座標中で温度勾配を反転(才一才)させると,p,cv,vz,dは不変のままで,熱流束の反転
(7-㌃)が生じる.このとき明らかに一つの相反関係

→ ←

A-i

が存在する｡但し,温度勾配と熱流束については次のような反対称関係がある｡
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E := ⊆⊆E

p--p,W- J wL

対流系における局所エントロピー生成速度Ⅰ

(8)

以上は乱雑な分子運動を素過程とする一般的な輸送現象に対 して用いられる粗い方法であ

るが,これを対流系に適用する場合の困難は輸送が連続流体によって行なわれているとい

う点であるOこのアナロジーから得られるモデルは,対流系における水平方向の運動距離

が無限小の極限の場合に対応 している｡しかしここでは,この極限の場合を考えて議論を

進める｡

対流系では,単位流体によってエンタルピーが輸送されると考えられるので,鉛直上方

-の正味の熱流束は

=E -
W-p(zo)A(Z｡)V::言(Z.+D)i-(Z｡+D)vI (9)

のように与えられる｡ここで,平均密度と平均エンタルピーは新しい場の量である｡ 対流系に

おいては密度勾配が重要な役割りを果たしているが,熱流束の値に対して大きな影響を与えな

いと仮定すれば,さらに位置ZoとZ｡+Dとにおける平均をと争ことにより,(9)式は次のよう

に書き進めることができるO

∴ 一三~::I_∴ を i-I_-::

-(茅ち乾D)義
-=E=E

I-APA

(10)

ここで,記号-は位置rに関してと位置Rk関してと二回平均をとったことを意味している.

また温度勾配議は微分係数ではなく,次のような差の形式で与えられている｡

PA-- (ii)-
岩=;; T (Z o)- T(Z o十D)

D

この形式から(10)式をまとめると,熱流束が深さDk依らないことがわかるo

w1--(有毒5Z)AT

(ll)

(12)

ここで,宙Zは垂直方向の平均対流速度である｡対流系では,温度勾配の反転 (7A一気)は対流
運動を停止させるので,(10)式からわかるように相反関係は成立しない｡

=E R:≡一

A≠A-0 (13)

以上にはL-0の極限の場合の対流系における熱流束と熱輸送係数が求められた.この極限

操作の正しいことが次に示される.次には水平方向の運動を考慮して,対流系における総括的
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な熱流束と熱輸送係数を求める｡

§4 対流系における総括熱流束

(10)式に対して水平流を考慮するには,有限の長さ上を運動するのに必要な時間如才を平均

対流速度iizの分母に加えればよい｡下部熱源と上部熱源とを考慮すると,実質的な平均速度は

次のように表わすことができる｡

_/-
Vz-
Atz+ 2At.T

ここで,水平方向-の運動時間は平均速度vxと距離Lとから次のように求められるo

上

Atx=転

これから(14)式をまとめると

iiz'-(
D転bz

DIvx+2Liiz 1+31を
D Iv.I

のように書くことができる｡これを,(10)式中の平均速度 と置き換えれば

wj-才(
2JJ示こ
1+--
D iix

E=E
IA'pA

)/7J

(14)

(15)

(16)

(17)

のような総括熱流束の式が得られる｡さらに書き換えると次のような理解しやすい式になる｡

wl'-I 石 ち (

=一才ち(

Vz

2L5z
1+- -
Dfix

1+壁
D

)AT

)AT

ここで,(18)式から(19)式-移るのに次のような近似を用いた｡

-̀■+■~.~ ノー■_′-V-Vx-Vz

(18)

(19)

(20)

(18)式をみればわかるように,極限操作した式(12)がLにもDにも依らないのに対して,

LとDの比に依存しているO(17)式を用いて極限操作を行なうと
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扉′三 弦-諺 (普-o)

wj,-0,i,-0 (岩 淵 )

対流系における局所エントロピー生成速度 Ⅰ

(21)

(22)

これらの操作はそれぞれ,一つの対流セルを縦方向にひき伸ばした極限と横方向にひき伸ばし

た極限とに対応している｡この意味で,我々のモデルは物理的妥当性をそなえていると考えら

れるOさらに詳しい議論を進めようとするならば,平均的な対流速度 VとLとを理論的に求め

る必要がある｡これについては最後に簡単な議論を行なう｡

次には,(19)式と実験事実との比較検討を行なう｡

§5 実験事実の理論的解釈

ここでは,(19)式と比較しやすい実験としてUkajiとSawada4)の報告を用いる｡彼らは,

深さD-42(mm),巾(X方向 )-284(mm),奥行(Y方向 )-9.8(mm)の容器にアルミニウム

の粉を混ぜたシリコン油を入れ,さまざまなレイリー数における対流セルの数とヌッセル ト数

との関係を調べたoここで,レイリ-数Raとヌッセル ト数Nuは次のように表わされる無次元

量である｡

FIT,･t･-
gaD3AT
応L/

wj′

Nu = 畜

(23)

(24)

ここで,Pは重力加速度,αは熱膨張係数,Kは温度伝導係数,yは動粘性係数,3.は基準と

する伝導熱流束をそれぞれ意味している.彼ら軌 臨界レイリー数以上において,NuがRaとと

もに増加することと対流セルの数nもまた増加する傾向にあることを見出た.後者の結果は,

Raとともに波長2Lの減少することを意味している｡しかし,この傾向は実験者によって異な

っており,結局,波長はRaとともに減少することも増大することもあるとされている50)

いま(19)式に,(23)式と(24)式とを適用するとR｡とNuとの関係式が次のように得られるO

N u =

P Cp別)/ t?
(

菰gaD3､1+普
)Ra (25)

ここで,(19)式の場合にはAT<0のように決めてあるので負の符号は消える.Ukajiらの実験

条件n-42(nm)とこの実験における対虎セルの数nのための式
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TZ,=
284(m)

2L(mm)

とを(25)式に代入すれば,次のように簡単に書くことができる｡

Nu-K(
1+⊥

TZ,

これより明らかに

(認 ),o

6.76ノーVa)R

(26)

(27)

(28)

であることがわかるOこれは,Ukajiらの実験結果の-つを定性的に証明するものであるが,

厳密には否とnがRaの関数としてわかっていなければならない.

彼らのもう一つの実験結果舶 巨常に興味深いものである.それは,ゝR｡に対する波長の変化と

いうよりも,むしろ対流セルの数 nのバラつき∂nの変化である｡実験結果の例を次にあげるO

Ra-4.9×104,Nu- 1.6:a- 8-10(∂n-2)

Ra-7,2×103,Nu-'-7.9:n-ll-16(∂n -5)

Ra-1･OX107,Nu-15.5:a-12-21(an-9)

R｡と∂nとの間のこのような傾向は,BusseとWhitehead6)の実験にも見ることができる｡

上の実験結果の一つを(27)式から理解してみると,新 しい定数K′を用いて

育-K,(1+旦竺)
n

(29)

より,波長2Lまたは対流セルの数nが変化するのは,対流速度 Vが変化するのと同じ意味を

もっていることがわかる.このことから,対流実験においてはRa,Nu,nの測定 と同時に,

これらに対応した速度 Vも測定しなければ真の意味がないことがわかる｡

バラつき∂nは,RaとNuが定まって一いる時の等価な対流モー ドの数Nとして考えることが

できる｡これは関数

N-N(Ra,Nu)

のように表わすことができ,実験事実より

∂(∂n) ∂N(Ra,Nu)>0
∂R｡ ∂R｡

である｡これから,(28)式を詳しく書き換えると次のように表わすことができる｡
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(認 )-(諾 )(芸 ),o

対流系における局所エントロピー生成速度丑

(32)

この式は,対流系における熱流束wl,は,Rak関 して等価な対流モー ドの数Nカ埠 ければ多い
ほど大きいことを表わすものである｡ここではこれ以上の議論は進めないが,さらに研究する

価値のあることと思われる｡

§る 対流系における総括局所エントロピ-生成速度

線形非平衡熱力学で軌 一般に局所エントロピー生成速度は

o措〕-∑JaXa
α

=吉夢LapXPXa≧0 (α,JC=1,2- ) (33)

のように表わされる｡連結現象がなくて(α,-P),フーリエの熱伝導だけの場合,熱流束Jlは

次のように書かれる.すなわちZ方向に関して

Jl- ･項 器 )-守 (票 )

このとき熱力学的カxlは

xl-守 (芝)-(誓 ),0

のように定義されるので,局所エントロピー生成速度は

dJS,-JIXl-LllXf-LIL(誓 )2≧o

(34)

(35)

(36)

のように書かれる.これらの式には,フーリエの線形現象論式が用いられており,∴流れJlと力

Xlとの間にも線形関係が仮定されている｡(34)式と(35)式から,局所エントロピー生成速度

は次のように書くこともできる｡

cJS〕-室 (若 )2-室 p2≧o (37,

さて,対流系では熱流束と温度勾配との間に簡単な線形関係はないが,対流状態において波

長と対流速度との間に対応関係(29)のあることがわかっている_の手 (17)式の輸送係数-Ai'をか

定に保たれる傾向のあることがわかる.このことは,宕′がLに大きく依存しなんいというUkaji

らの報告と一致するものである.すなわち,(17)式は流れとカとの間の一種の線形関係とみな

すことができる｡これを線形熱力学の式(37)に形式的に適用すると,対流系における総括局所
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エントロピー生成速度の式を得ることができる｡すなわち
.■Iヽ,七ナ ==;コ

,～, IflS,,霊 iA2≧?;1■ -. ･･- _I :I
これを(19)式を用いて書き血十と

ols,,--iIpAT(三 重 ) 宕̀ )≧o
D

(38)

(39)

のようになる.不等号はAT<0の場合逐一;蓋等毒はAT-0滴 場合にそれぞれ対応している言
-

のこと払 エントロピー生成速度が熱輸送よりもむしろ二点間の温度差に関係した量であるこ

とを教えてくれるものである｡また一方で,(19)式からもわかるように熱流束がその空間的定

義域に陽に依存しないのに対して,エントロピー生成速度は定義域βに直接に依存しているこ

とがわかる｡このこと払 すでに線形系における研究で指摘されていることである70)
J

(39)式 をレイベリー数Raを用いて書き直すのは簡単なことであるOすなわち,定数K〝を用い

て

･-Å…r′ ols''-K〝(育 (票 )Ra20･

q′…q〔S〕′を用いれば

--㌔ (託 ),o

または(31)式を用いれば

(芸 )-(芸 )(託 ),o

(40)

(41)

(42)

もとなって,等価な対流モー組 数Ntま縫括局所エントロピ⊥生成速度olS〕′とともに増加する
I

ととがおかる｡このことは,対流モードの縮退度が非平衡の程度差と働 こ増すことを意味して

いる｡

-ヽ

§7 おわりに
JJ

本痛では,非常に簡単なモ須 レを用いて対流系における緑括的な熱流嵐 熱輸送係数そして

局所土ントロピー生成速度を求めた｡

しかしながら対流系には,この他に解決すべき多くの問題が残されゼいるOその一つは,波
毛

長2Lと伝導熱流束言との関係であるO簡単な議論をしておくと,対流系で伝導が問題とされ
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るのは熱源と接した距離Lの水平運動部分である｡一般に温度勾配は水平方向の位置Xの関数

であって,その変化率は

=E

霊 -一芸 (芸 )≦o (43)

のようであると考えられる｡ ここで,不等号は流体と熱源との間に温度勾配が存在する場合を,

等号は水平運動の終 りの位置で流体と熱源の温度がほぼ等しくなっている?場合にそれぞれ対応

している｡同様にして熱流束の変化率も次のように書くことができる｡ 真ゝ

夏 -言 芸 (芸 )≦0 .､皇讐)

この式に,水平方向-の平均対流速度iyxを掛け垂ぜ 勅

書 -I(霊 ) ち -司 蓋 (慧 )苦 ≦.呂 ′∴ :鮎崇 -2蒜 鉦,(454,

のような時間変化の式になる. 対流系にと毒で不安定な密度に達するまや正教収碧落は放出し

なければならない熱量は決まっているので,流体が亭え,ら読摘 ま廟融 の新 鹿 i-L辻勧 こ決ま

ってしまう｡すなわち,

A訂エフ(x｡+Lト 音(x｡)-一定

この式は次のように表わすこともできる｡

･.･l

叩T4JJq-i,チi

-:-.=--::-i 'E:･;-二言 : -2Ii-i---1圭 一:･:-
すなわち,了を定数と～して盤度勾配才のX方向-の変化率の絶対値が大きいほど須 ま′撞 くな
るOまたは流体と熱源との間の伝導熱流束が大きいほどLは小さくなるといってもよい｡この

ことは,対流系における総括熱流束と関連させてさらに研究する必要がある.

対流問題を厳密に理解するには,次のような一連の式を同時に考慮しなければならない｡

坐+V｡(pv)-o∂t
D1〉

po盲盲ニーVp+pV2V+Apg

8T
MニーV.VT+lV2T+⊥
∂t pep

(48)

これらを,温度場,密度場,圧力象 速度場の方程式にして線形理論で解く方法8)や,それら

の式をフー リエ展開したローレンツ模型9)を用いる方法は,解析的ではあっても熱力学理論
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と融合させるには困程である｡我利ま対流系の熱力学的理解を目的としているが,しかし,辛

衡状態から遠く離れた系を記述するための熱力学的方法論が発展段階にある現状では試行錯誤

せざるを得ないであろうO熱力学的理解の未発達なこの状況g)中で,対流問題はさらに先に進

んで乱流またはカオス状簿に興味が移行しているloO,粍 12)この-方で我々は,巨視的乱雑状態ま

でも扱うことのできる熱力学の発展捉期待しているのである｡

最後紅 本稿を書くにあたって東京大学 ･塵学部,ー鈴木磯雄教授の研究室におけるセミナー

での有益な討論が役立っていることを柑記しておくo
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