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§1. 指数関数ポテンシャルをもつバネで繋がれた一次元N粒子系を考えるO系の/､
ミル トニアンは

2

P.

H -1弓;<hN 定 +1某 N_li eb'cjlXj' 1)

である｡これはまた戸田ポテンシヤル

¢巧･-xj+1)-ヱ eA(x]-3]+1)- α(xj-Xj.1)b
(a･b>0)

(1･1)

により最隣接相互作用を行っている(N+2)粒子系において,両端 (j-0,N+1)

の粒子を各々 --及び+-に固定したものと考えることもできる｡ハミル トニアン(1･
1)より運動方程式として

.㍗｢エ}7n )
pj- aeb(xj111 ) - aeb(xj-3}+1)
●

'; =1二 ,'l'ご ='.A

を得る｡運動方程式 (1･2)はVolterra系

●

aj- aj(a,q+1 -a3-1)

ノ■- 1,･--･,

ao- an- 0
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と密接な関係にあることが知られており,これらに対する逆スペクトル法 (逆散乱法 )

がMoserにより定式化 されてい るol'2)volterra系 (1･3)は Korteweg-deVries

方程式の離散化としてKac及びvanMoerbekeが導いたので一応K-M方程式とよんで

おこう*)｡最近M｡S｡rの方法を用いてK-M方程式 (1･3)の解を完全に記述すること

が可能であることが示されており,同時に明確にされた二つの方程式系 (1･2)及び

(l･3)相互の対応関係に基づき運動方程式 (1･2)の一般解が得 られている 3)｡ こ

れは比較的単純なK-M方程式を仲立ちとして戸田方程式の解を求めるというやり方で

あるが,以下に示すように連分数の構成要素をその部分分数展開の展開係数より計算す

る処方を与えるStieltjesの公式を用いると,Moserの方法から直接に戸田方程式の解を

得ることができる(§ 3)｡両者は見かけ上異なる解の表式を与えるが,同一の初期値

に対しては当然一致しなければならないO両者が実際に一致することを示し,併せて解

がもっ若干の性質について考察したい｡

§ 2.逆スペクトル法 1)

運動方程式 (1･2)は変数変換

A:I.::I...
1

Xe
l
Tこれノ (j -1, , N- i),

p,--圭 (,- 1, ,N)

(2･la).

(2･lb)

*) Kac及びⅦnMoeIもekeが導いた形は

乙,-i(eu,･1-｡u,-1),

であるが,

1
a,･-T exp(チ ),

の置き換えにより(1･3)に帰着 される 2)0
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LT-仔 t,

｡･-a,(P,.了P,),ノ
●
P,-2(a,2-a,2-1),

αO- α〃- 0,

により

となるが,これはLaxの形式

LN-BNLN-LNBN,

と同等であるQここで ドットはT微分を表わし,

0

＼＼
α
〟-2

PN｣ αN_1

αN_1 ノダN

ヽヽ

ヽ ヽヽ ヽ
＼＼＼＼ ､ヽヽ＼ ヽヽヽ

α〃-2

α1
00α
-a
2
､＼ ､ヽ ＼ヽ

＼＼ ＼､ ＼､
＼ ヽ
＼ ､ α〃-2
＼ ＼
＼ ＼

o ~αN-2＼o aN-1

ーα〃-1 0

であるo Jacobi行列LNの リゾルベント
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R(i)- (JEN-LN)~1(EN:単位行列 ),

の (1,1)要素をf(A)とおけば

f ( A )- (el,Rl(A)el)

(el,+k)2
1姦 N スIi
- ∑

f(i)-

であり同時に

(スーPl)-

(A-P2)
ヽヽ

＼
＼

( i - PN_1) -
′ヽ
〃
β
.

r<

(2･5a)

(2･5b)

と表わされるOここに(-･,.･･)はN次元ユークリッド空間RNにおける内積を, また

+kはLNの固有値 Ikに対する規格化 された固有ベクトルを表わ し, el-(1,0,0,-,0)

であるOJacdbi行列LNは実単純固有値をもっのでそれらを大きさの順に並べて

lN(AN_1(･･･(12(ll,

としてある:)｡いま,

∑(el,+A)2-11Sk<N

*) M｡S｡J㍉こおける定義と少し異なる｡M｡serl)では

ス.(}2(･･･( jN_.(スN

であり,また,R(i)の (N,N)要素をf(i)としているD
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を考慮 して変数Rk(k- 1, ,N)を

(∑ /ち)
lgk<N

により導入すれば (2･6a)は,

1

f(i)-

(el,+k)2,

∑
(∑ Rk)1盃≧N l~スk
1<k<N

となるOただしRkには定数倍の不定性が残されているO 二つの変数の組,

(a,P)-(al, ,aN_1, Pl, , PN);aj)0
と

巨,R'- '̂1,･･･,̂N･-PRl,･･･,PRN ' ;Rj'OI
ここでp(キ0)は不定定数,

との間の対応は1対 1である｡この対応により運動方程式 (2･3)は

●

}k - 0 ,

●

Rk - 2lkRk･

と変換され,従 って

lk(T)- lk(0),

Rk(I)-Rk(0)･e21k'T
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である｡

(2･6)

(2･5C)

(2･7a)

(2･7b)

(2･8a)

(2･8b)
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§3.解の構成

stieltjes4)によれば連分数

f(A)-
do

(A+γ1)-

(i+r12) ヽ

i:I

(HrN_1)-

及びその}の逆巾展開

f(A)=51-1 . ‥..(-1),-1 ヱ 土 .
1 12 1)

(A+rN),

C2Ⅳ -1

12N

が与えられたとき,』,γはC により次のように表わされる｡ノ ノ ノ

do - Co,

Djll･D) +1

γ1 - C1/C｡,

D - det
ノ

ただし

(3･1a)

+- , (3･1b)

(∫- 1,-,〟- 1), (3･2a)

D] ･Ejl2 Dj11･Ej

Dj -1･E)-1 Dj ･Ejll

Co CI Cj-1

C1 C2 Cj

Cjl1 Cj C2)12

-304-

(ノ-2, , 〟) (3･2b)



指数関数ポテンシャルをもつバネで繋がれた一次
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E - det
ノ

Do-Eo- 1

‥

-
･
C
ノ C) +1 C2)ll

であるO公式 (3･2)を適用するために (2･5C)を変形 して,

f(i)-

1

(∑Rk)
(∑Rk ) (∑Rklk) (∑Rklk2)

とする｡これを(3･1b)と比べれば

C, - (-1)'( ∑ Rkl'k)/ (∑ Rk)
1LS=k<N l< k≦N

()-0, 1,i--･),

であることがわかるOいまCjに代えてd を∫

d,-1真N R kyk~1 (, - 1, 2, ･･･ ) ,

と定義し(3･2)を用いればaj,Pjが次のように求められるO

a1㌦ p2)-3 ･P2)+1 / P22]11,

P 2) 1 4 ･P 2r l P2)-3 ･P Zj

P 2) - 3 ･P2)-2 P2)12･P Zj-1

- 30 5 -
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(3･3)

(3･4a)

(3･4b)
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P2/-1 - det

PzJ - det

2

3

7α

Td

1

2

-α

Tα

l+,′レ

-
-

‥
‥
･
d′一

:
,
,
:
:
.
Jα

3

4

7α

Id

2

3

α

d

2+/

‥
:

こ
こ
,
7αl+′f

-
-

‥
-
･
7α

l+

,′レ

′ん

Td

Td

l′′2

･･
‥

-
=
丁α

1

2

+

+

.′レ

/ム

ーd

Iα

′̀2

‥
‥
:
‥
.
丁α

Po-p-1-1,P12-0,

であるO行列式を展開してPjを多項式として書き表わせば

,～a5●3/し

(3･5b)

p 2∠-1 1<kl,写,Li l,NRkl.･･R kl } k21k23･･写 l･ A(lk:,･･, lkl) , (3.6a)

p Z l l<kl,写 , k∠くNRk.･･･R kllkll2k2- ･llkl ･ A(}k:･･･, lkl) , (3･6b)

あるいは

p 2∠-1- fk.,写 ,kl)Rkl･･･Rkl･ A (Ak.,･･･, lkl )2,

p2l - (k.,;･,klI Rkl･･･Rkl･lkl･-スkl･ A (}kl;･･, l kl)2,

(3･7a)

(3･7b)

となるO ただし(3･7)式におけるtkl,;,kl)紘, (1,2,.･･,N)より取 り出した∠齢
数 tk.,･･.,kl)のNCl通 りの組み合わせについての和を示し,A(lk,･･･,}k)は差積,即ち1 /

Vzndermondeの行列式

A(Akl････,スkl)-1く 乙n<]毒J(lk]-1kt)
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1 1 1

tedニ

た
2

c
q,
㌔

2

､ノ八丘
ー

ワ㌃
た
t

ー∧

1/た
2

...-

..,,.
r<‖H′レール

ー

‥
‥

‥
‥.
､人

た
∠

2
㌔

r<

r<

1･いた
′
､ノ八

であるo Rk≒0*)なので (3･7)よりP)0がわかるo また(3･6)あるいは (3･7)ノ
より

P2N/ PZN-1- ll･･････lN,

となり,これは時間に依らない｡

多項式p,紘

● ●

P] ･P]+1-Pj ･P]+1-2Pj-1･Pj+2, (3･8)

を満たすことが示される**)｡この関係式を用いれば (3･4)式で与えられるaj,Pj が

実際に運動方程式 (2･2)を満足することを確かめることができる｡関係式 (3･8)より

●

P2 1 PI

P1 2 Pl

であり,これと(2･la),(2･2b),(3･4b)よりElが積分され,従ってまた総てのf･ノ

が次のように求められる｡

*) Rk-0とすると+A-0となり,4,kが固有ベクトルであることに反する.

**) K-M方程式経由の解に現われるL-Djもまた(3･8)式を満たすoLJD)に関する証明3) がそ

のまま適伺できる｡
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Ej(T)- f l(0 )+ln

(ノー- 1,2,･-,〟 ).

pl(0)･P2)-3(T)

4)-1 ･p2)-1(T)

(3･9)

§ 4. K-M方程式経由の解 3)

戸田方程式 (2･2)とK-M方程式(1･3)(ただしn-2N)とは対応関係

a] - a2)-1 ･ a2))

pj- a22)-2+ a22jll,

α…-β1

即ち

2
β

.

aZj.1- Pj.1- aZ,I,

2
1

＼
t

α

により相互に変換されるOここで α乙.1) 0であるから(a,♂)は
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β

リ

＼
2

1

､
-
､

α

(4･3)

β1

()-1,･･････,N-1),

を満たす必要があるOこのような(a,β)∈ (R+)2N-1全体を-D2N-1で表わそうo

K-M方程式の解は

L,i)
2 )-2 ･(JZ)]+1
α.=
ノ

で与えられる｡ここで

LJZ)2111- det

▲一Led≡
鶴

2

3

月
U

A
u

(ノ- 1, , 2Ⅳ- 1),

日日
▼′レ2
分
U

3

4
A
u

へバリ

2+′一

♂
日日+′レ

且
U

1

2

+

+

'′レ

.′レ

A
U

ぶ
り

(4･4)

し"■1mla
5●4Jr一u

(4･5b)



山崎 進

LPo-LJZ)_1-1,LJZ)-2-0,

∂,･-1真 N LRk(〟2k)'~1,

であり,留数LRk≡LRk(T)は

cf2N -

0α1
･1 0 α2 0

＼

･2 9＼､､､
＼､ヽ ＼＼ ､､

＼＼ ＼＼ ＼＼

0 ＼＼＼､､こ＼＼､､二＼a- 1

α2〃-1 0

の固有値 pkに属する規格化 された固有ベクトルPkを用いて

-Ak/ (蕊 N LRk)-2(el,Pk),2

と定義されるo固有値 pkは再び大きさの順に

〟2N(-(PN.1( 0 ( 〟N ( ･･･( JL1,

と並べられているが

〃k= - 〟2N-k+1,

2 2

Pk = P2N-k+1,

2

LRk(T)-LRk(0)･eZPk● T

なので

である｡また

(4･6)

(4･7)

(4･8)

(4･9)

となることがわかるO従って初期値 (α(0),P(0))が-A2N_1に含まれるときには,

(i) (4･2),(4･7)よりT-0でのcZ72Nを求め,
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(ii) その固有値問題を解いて (〟k,-Rk(0))を定め,

(iii)こうして得られたK-M方程式の解 (4･4)を(4･1)に代入する

ことにより(α(丁),β(丁))が求められる｡

(α(o),p(o))毎 eA2N_1のときは戸田方程式のGalilei変換に対する不変性を利用
する｡

Galilei変換

E - 2CoT,
ノ

/

Ij- ()-2Co,

によりa,,?,は

/

tZ.= α
ノ ノ 〉

′
Pj-P,+Co,

(4･10a)

(4･10b)

(4･10C)

(4･10d)

と変換されるが,勝手な(α(0),♂(0))∈(R')N-1×肌 こついて60--とすれば
/ /
(α(o),β(0))∈』 2〃_1となるo (α,β)∈』 2〃_1のときは

2
スk - FEk, (4･11)

の関係があり(§5)従ってスk)0であるO

一方第ノー粒子の7-∞での漸近速度〔 (-)紘

Cj(-)- -2}),

となるのでチ)変換された座標系では総ての粒子が負の漸近速度をもつことになる｡

結局,一般解 として

- LJD2,13･LP2,.1/ LPZj-1,

LJD2)-4･LP2j-1 LZ)2j-3･LP 2}

LP2j-3･LP2)-2 LP2j-2･-PZj-1

ー311-

-Co ,

(4･12a)

(4･12b)
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/ ′

が得られるOここで付 ま(α(0),P(0))∈-Z)2N_1となるように選ばれるO解(4･12)
/ /

は(l)～(iii)の手順により求められた(α(T),P(T))を逆変換したものである.

二つの解の表式 (3･4)及び(4･12)が実際に一致することを見るには,次の(I)及

び(Ⅰ)が示されれば十分であるO

(i),
2

}k - FEk ,

Rk(0)-LRk(0),

ただし, (a(0),♂(0))∈-i)2N.1とするO

(Ⅱ),
/ / /

p2,-3･P2j.1/ (P2,-1)2- p2,了 P2,.1/ PZ,-1,
/ /

P2j-4･P2]-1
/ /

P2)-3 ･P2)-2

/ /

P2)13･P2j P2)-4･P2jll P2)13･P2)

P2)-2･P2)ll P2)-3 ･P2j-2 P2jl2 ･P2)-1

/ /
ここでPは(a(0),ノ

(4･11)

(4･13)

(4･14a)

+(. (4･14b)

/

β(0))-(α1(0),･･･,aN_1(0),β1(0)+(0,

PN(0)+Eo)なる初期値に対するP)を表わすO
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