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Abstracも

こt,Zj論文では臨界溶液のShearviscosityjの非線型効果について述べる｡

A-･股に速度勾配が小 さくなし1時､ ShearvユSC0Siもy は速度勾配 dに依って

居 17,こ0=･藩か ら流体力学の方程式には余分の非線型童がつ (,Y,ここでは この

effechveLSbearvise,0.8ity q(d)を dのベキに展開した噂の非線型項を

線型項 (通常の Sbea-rviscosi.t.y)につtハてKawasaki及びか取n幻gが用

いた方法を拡張 して調べた｡対称性か ら

渦 -qr,+qld2+q･2d4+--∴

と展関すると､臨界点近 くで 符iは E-9の桜に増大する. ここで n仰 1は濃度.aj

ゆ ちぎの相関がOTnStein-Zerrlikeの塾になるとしたときの相関の ra_nge

をあらわすパ ラメ-一夕-こ.これは 7.が 了lのように増大するのに くらべて大変

大 きく､臨界点のど(近 (では非感塑効果を考えることが本質的であることを

示すOこの結果は BrJtcl卜Fixman のものと､数係数の僅かなちが伍を除レ､て

-一致するO 次に 72 を同 じように計算するとこれは ;̂キ 0においても 772 に含

まれる波数 kにつレ､ての番分がk.の小さい所でk岬3のように発散するO 同様な

発散は系を2次元に して もあらわれ ､ このときは既に 71が まOgkのように発散

する. 同様にして 2次元の線型 bulkviscosity も旦昭kで発散する ｡ これら

0-3･発意拍 ミ本物であるか ghost であるかば現在 の所不明であるが､ もし本物で

あればこれは例えば 甲(a)が d-0の近傍でnOn-analyticになることも考え ら

れる｡
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義1 In七ro且u/3七ion

cTiもicaユ poinも近傍におh七は皿aCrOな fユ-ilCもuationが増大 しnon -

ユまnearな効果が起 ることが期待される｡

W.BoもchとM.Fixmanは binary皿ixtuTeの bTiticalpも.近傍

におhて Shearviscosity が nonlinearに velociもygradien七に よ

って (ることを見出 した(ol)後塵は､Fixman の方蓮2)を n-pnl阜nearまで嘉算

してこの結果 を得た ｡

Fixmarlは binary皿ixもureにおけ る虚畝r_ViscosHyの異常が cor1-･

cenもration fluctuaもioriUjCritical pも･近傍 における異常か ら起 る

ことを示 し/lc(.2)彼の方法は staもionaryBtate における enもropyprodllC - .

もion ra七eを計算 し､ veユociもygra-dientの2乗の係数 をvisco昏土もy

としているo Lか し､彼 の出 した Viscc)sityと Navier-S+uokeB.方程式 に

入って くるそれ との結びつ きは直 ちに明 らかではない ｡

･一方､Ⅹawasaki(3昼 加 any,id4k v土scoLSiもyに対す るfl元 の相関で書

かれた式を採用 した .-彼等はanOrnalc)uBな振 まいが concenもraもi.Dn flu.-

Cもuaもion_の異常か ら起 るとい うFixi-il左rlの考えをとJu入れ､なおかつ､

flux の適塾を現象論的 に記述することになb､Fixman と同 じ結果が得 られ

ることを示 した ｡ この COrrelaも土o‡1func信onapproacbに よれば

銅 re･ssもensor との関連 も明 らかで あるし､ no1,1一二ュocalへの拡張 も容易

であるt3)

この論文にお'vlては､ Sもationaryな場合の StressterLSOrへのnOrl-

1irlearな寄与 を計算 した ｡ そのために cOrr.elation fullCもion aPPrC}-

achを採用 した｡ これは､ linearな場合 の自然な拡張 としてnOnユinea_I

な場合 を行 うのに適 していると考え られる ｡ そのため､ stresstensorを

velocitygradieriものペキで展開＼し,それ亘れの係数 をcorrelaもion

funcもionで表わす必要があるo

Themaldisturbunceにおける輸送係数 をcorreヰatJioA functi~orl

で表わ した表式 の求 め方 としては､(i)locaユ equilibrium の方適5)(iij

Fokker-Planckの方法(6)(塩jindirecもーKubomeもhodr7)(8)(9)(ivjreg一
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resBion hypothesis(")などがあるが､ここでは､(i)のMPriによるfo･,ト
muユation を no工1ユinear にまでおしすすめてみたa .5･2はこれについて態
べられる｡

結果と して得られた表式払 Kawasakiの方法(3)をレ,(ら勲拡張して計算さ
れ､そして Bc･もch-Fixznan の結果および､それに対する少 しの補正を得た｡
§3では , この具体的計算を遂行するO

なお､現象論を周しった結果､或る種の発散の困兼が起ることが見出されるが
§4で枕それを述べる｡

蛋2 Sもress もensorに対するriOヱユユinearな寄与

間雷に している系を記述する分布函数を知れば､すべてのmatCrO な性質は

平均の操作によって知ることが出来る｡ すべての系はある tpransierlもな時間

の後にはmaもよ○‥な変数だけで記述できるようになるとい うことか ら､ ここで

は､ユO,Jqlequilibrium di銅 ribuHon から出発する禦そ して問題 を限
定するために温度および粒子密度は一様 としその変化は考えない ｡

local eq:uilibriulndisもrilburr,iopは次の.Eうに膚 け る B5)

斜 r)-eJ一郎｢ 1H/fRfダ畔 早出" 1 回

ただしdxN-dxl-･dXN,Xi(i-1!2･･朝 は位相空間における粒子の座
臥 tNはその個数 fIは系03Ⅰialni1-boniaIユでujlをparticle間の2体
.pC)もen七ialと して

-A- ∑ 息 +‡ jfLujl

N′

3-12工望

またUは "cannonical変換 丁-のOPeratorで次のような性質を持つ.

Li)任意のGに対 して

<8号--IGfT d立N -I(uG〕fycl･Ⅹ" - く UG>o (2)

食だ しく･->Llは ､ loc叫 equilibriumaVeragel< >Oは equj･li｣
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brium averageである. ここでは(1)より

fz"-U-1轄㌧､曹-軒GPT/Ie-p-qdxNT(equilibriumdistri-
bution 餌‡ユCもion) (311

となることおよびdxNが 打Cannonical変換 げの もとでは不変となることを

用いた｡

■ヽ

② またfTTは locallveloci七y のみが平衡と異み るように定義されているO
すなわち､

< 頼 )>l=<UHr)>O=poy(r)

ここで Ⅴ(I)は locaivelocityである｡ また

<JO(r)>l-<Up(r)>O-p.
<叫r)> <潤 (r)>,,-<瑚 >o享ipoifT)2I

j(ど),p(rhH(r)は次のような opera七orである(bSI

i(r)-亨p津 rj-r')(mass~flow denLqi'Lty)

p(r)= ぎ mj♂(rj~r)(massdensity)

ー･Ir1-ノ

(4)

＼､も

-～

H(rJl･当 意 (rj-t,+i?,Elujl,n(rj-r〕(ene- はnsity)
1

このような性質 をもつUと して次 のようなものを選ぶことができる｡

upj-Pj+聖V{rjj･Urj.-rj(*)
i

それで次 のような式を得 る｡一

(5)

(6)

(辛)この変換は exacもな canno串 cal変換ではないが､それ と同 じく位相空間
_T.'

の体積 を変化させないので以上の議論はそのままで よ高 0
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u-1臼=H+A

R-弓 j(r)･Y(r)dr+ifp(r),(r)2dr

またLiouvilユeoperaT,oTは

iL-∑且 ･巧 打 -ぷ 計 .(一五 -宣 )
∂ ∂

imi

任意の力学変数 Gに対 して

ei払 G回 -叩 )

したがって

fN(･U)-e-itLギ7-e~pIR(-i)漂

∂fN(七)
∂七 =押 上tjfN用

●

(7)

(S)

(9)

これ を 土nteract土onで解 くと

ち

鞠 巨fl"･蓋 憲 串 ･-Jdsn毎 痛 ←S2)∴･h(-snげ (10,0

/

この和 江右辺の和で n- 1の 七ermだげ をとb二ギ寸を 君 でお きかえて

st･res.stensorに対する平均を実行 してやれば通常のNairer-Stokes

ユ珊 が縛 られる｡

LocalLqjもress+ueエコSOrに対応する力学変数 J(∫)を考えるO.

すなわち

J(r誓 言 pjPj6(rj-r弓 欝 rjl著 8(隼 r)

-pl+j(ど)V(r)+V(ど)j(r巨石r)V(r)中)

+I;(I)
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nonユ土nearshea工･Viscos土もy

dt

▲>

ただ し1はulniも dyadic ,

P=<JXX(I)>.(equilibrium pressurej

-Jv*(r)…き-i〔pj･-n･V'rjj]lPj-鮮 rj)〕鞘 -r)

一三恵 rjl葦 8(r了 rj-pl

こ こで t弔 (r)-J(rトpユ,

UIJ(r)-Jv*(I)+pl

(12)

(13j

なる開係がある｡

流体力学 に入って (る 銅 reSS T,enS｡.Tを計算するときにはJ卸 を ㌔(tl

につhて平均すれば よい｡

このよ うに して Sもress もensorの VisccjSityに萌す√る部分 P*(r値(iOj

式を用いて次の よ うになる.

p*(r)-fJv*(r)F(ち)dxN

- <Jv･(r,惑 一芸 i.3'Bl･･･fdBn< 砕 痔←siト 良← S:tlj ,i
ち

0

(14)

ここで もは､ Th≫ も≫ T.niLTm (Th.は bydTOdynaJTiicscaleでのreユa-

xaもまon timelTmicr.Oは micT〇･SCOPicscaleでの relaxaもion time)
なる cuTJ-Offである｡ このよ うな 〇ut offは､ localequilibriurnを

とメh fluxの時間変化を exacも dynamicsで追っ たことか ら生 じた O これ.

についてはAppendixAで もふれる.

(13)式 よb

<Jv*(ど)>L-<UJv*(I)>O-瑚 r,Lho-p1-0

また(7)式 と (ll)式 よb

-457-
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泉--∑Jarlja(r巨細 va(rDvp(r)αβ
ここで次の関係 を用いたO

a
笥 ㌃ P(r,ち)ニ ー▽･j(f,ち)

意 j(r,ち)ニー▽･J(r,ち)

Ova(r)

aI/9
ーノ■drJvTtr):▽V(r) (16)

(17)

ここでFixI･nant2)と同 じ(she･arfユ〇･Wとして次の与うな ものが実現 したと

考える｡

vx-vz-0,vy-(ど)-Ⅹd-,(ただLdはve･ユociもy gTadientj (18)

この場合には q6)式は簡単になって

泉ニ ー′JvXy(r)dra

･:JvXy*-J若y
そ して (11二式を使って (14) 式は次のようになる｡

〔 *Ⅹvl_､九J慧(-dPjn ,誓⊥,_i,_ 書 _.ー ′._1__
p*xy恒三∑-

(19)

fdtlfdrlI･･f d･tnJ｡rn< JvXy( Ⅹ , o ) JvT -y ( r 1,-ちI〕-､ー~rF l n ! O 叫 A Jo uJ 山 - V ､. V ､ ー̀

JvX'y(rri 1-もnj>l (30)

ここでCut offを無限大に したのは後にJXyの時間変化を考えるrときに､

ilriPユicitに PrO.jecもionに相当することを.行っているからである｡(Ap-

pendixA参照)

このようにして StressもensoTに対する表式を得た｡この式を且でわって

おけば､nonHnearviscosi+uy 可d)に対するべ き展開になるO

ここで (20)式は(2底 と (13) 式を使って書 き直せるO(･,JXy-UJvjCY上

･t-jtこ了ニrtT-(-podI)n/誓⊥′._l一 ,TJI-d･tl/'drl-･fdtnfdrnくJXy(ど,｡)luJvXy(rl,一七1)･･二
n= l rH "a o
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xluJvXy(rn,一七n〕〕>.
Cく) Dく)
fdtlfdrl-fdtn/ldrnくJXlr(r,｡〕罪 y(r1,-も1)･LJTXy(rn,一七萌■ヽ /ヽ
慧(-βdjn書
n=l n ! 盲 O

､ (2i)

ただ し2行 目の言Ⅹy(ri,I-ti)は､JXy(ri,一句)の時間発展でLiouville

operatoriLを i(i+dL')で変えたものであるo

ここでL'は

iL.-" xi蓋 -埠 C2カ1

証明および 0か iLJの性質はAppen且ixB において示される.｡

さらに (21)式は次のようになる(,

1
pxy*(r)-亨

主 ∑

‡F l n! v Jo
〔撃 ち drid

か〇
_...､■

1 慧 (｢夕djn/冒
V rI-& l n ! Joー~¶L Jo一一V

ただ し､ IXy-fdrJXy(r)

⊂xつ
もljdrl･･･fdtLiJdrn<JXy(r,o〕言Ⅹy(r1,-もユ)i･･

O

言 :､こ了(r｡,守 ;)㌔

Cx3 CQ
fdtl･-fdtnく 工Xy(03平y仁もユ)I･･Txy←tn〕>O′一l rl

(23)

ここでVは考えてhるmaCTOSCOPicな体積であるが今の場合はSyStem の

volu皿eとしてよい｡

5'3 Non-linearViscosityの計算

Kawasakiは bina.rymixtureにおけるShearvisoosiもyの異常は

longrangeconcent･ration fユuctuaもionの Criもicalp七･におT_ける

増大とその緩和時間の増大から起るとした｡そ して flux を corlee.ntration

fユuctuationのべきで展開 し,その時間発展を現象論で追ったO(R苧fereこ1Ce

3,以下 これをRef.Iと名づける)
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こ こでは Ref.工と同 じくfユuxとして次の形 を仮定する｡

JXy(ど)-f豊 也∂y
(2i)

ここでC;concentration,f;Ref.工で意義された cons'七･

(23)式のIX y は

･xl -ffdr老 若 -嘗 f雷kxky〔ckC-k-く CkC-k,] (25,

またk-spaceにおける concenもration Ck(可の時間変化はAppendixa

におガ る結果を使ってRef･Iのそれを拡張 し次のように仮定する.

･)'Jk
∂七

∂

叫dkx~布 ek= -rk2(k2+K2)ok
(i,5'.辛

ここで JCは cTi出｡Ja.ipt.で 0になる定数で C,Orrelaもion ユengもhの逆

数である｡

(26)式を用いて (25)式に入って くるCkelk(≡Åk;definition)の時間変化

を考えると

∂魂七き
∂七

∂

-準 r高 言Ak佃か 2rk2(k2+K2jAk(七日 も>0)
(2'7)

またここで時間の符号を変えたとき変るのはdi,ssipaもionを表わす項､即ち

(27jの右辺であることに留意すれば結局

意 Ak仰 dky怠 IAk←t,--2砕 2+K2)k2Ak←七) (七>0日 27,,

(23)式には魂 (可 は次のように時間債分された痕で入って くる｡ その式は

卓7つを用いて計算すると

EiiZE
回以下ではLiouvilユe c,p.i(L+a.Lつで変化する量 をA用 とか く代 旦=こ簡

単のためにA(i)と記すことに しよう0
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Cx〇

fdt･Ak'ぐも)-(圭 dお 吉+d2去 S去S去一･･･)Ak(0.)0

-｡;a(k庵 o) (28)

ただ し -A-2r(kZ+K2)･k2

. ∂

S二年頂 妄

ここで よ (使われる OPraも〇三､ A ,Bに関する展開を用Tvlた ｡ すなわち

1 1
- --i B去+去Bi Bi--･･･A+冒 A A A

(23)式を書 きかえて次のように してお くo
⊂X⊃

pxy*ニ ー( ∑ 化(dDd- -刷 且
:Ll_= 呈

ここで

守n(dt)-
押上djr ト.1
n!Ⅴ

if3

(29)

(=x3 CQ
榊 i･･j'dtriくIXy畔 ･Ⅹyトもユト 工Ⅹy(-tri〕>.(3Qj00

また e9) それ 自身は dにつhてのべ き展開になってhなし､｡それは 甲n柳

の IXy(-i,i)の時間発展がdを含んでいるか らであるO

以下Ref.Iと同様 に ､ R･P･A･を用いて 符n潮 を計算 してい くが､その萌

に卸j式に入って くる平均く >Oは, C(m rleClbedav'erageく > で おOC

きかえるべきであるとh うことに注意 してお f c, cOrlneC七ed.aJVerageとは

I(3鋸 こ入っ て くる 工Ⅹyがすべて統計的に (B.P.A.にお小 て)非独立な も

のに対する平均 のみ 0でなしっような ものである (Cunuユanもaverage)｡こ

れにつしっては､AppendixC3において述べるO

以下の計算では､R.P.A.を用い､cOncenもraticn f-1ucもuaもion の2

乗平均は､OTBもein-ZeTrJikeもypeにとる. すなわ ち (Ref.I)

<極 t2>-
Vfl

-461-
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AppendixDにおいて示されるぐと.( 甲n(a)は次の ようになる｡

- --1vP-← 掌 でヂ雷転ky0-pd悔 kyく閥 2,2i

n≧･2に対 しては

でn(a)-
2‡いlpn(-d〕ln'-1

(32)

←常 竺frl+l雷kxkyCSdikxky

x<極 四 + 1〔o芸kxky〕rl-1 i (33

ただ し

o芸- 去 +症 S去 +d2去 S去 S去+- -.

C32〕(33)式に (31)式を代入 し､さらに (2/T)6f-()EJ3flriなる関係 (Ref.D

を倣って 甲1,か2,.〇･rjnが計算できるr, (32),(33)はそれ 自体 ciについてべき

展開できるか ら符iか ら nonHI.]j:･),ar Vj-scosit･yにdkの寄与を与えるものを

ギ]･l<と書いてお ( a

-, 一二:芸=:---三十 三 ∵一 一1-1ニ ー-;:-･i-i二

kBT

ユ607CTX

(1,lI･l;-:._il皇_.
k2･(k2+JC2)3

(3,4)

(これは二Ref,.Iに与え られた ものと同一じであるC, 〕

次に Tillは対称性か ら落ち､最初の零でない項は 甲12であるoこれは (32)か

ら得 られるが次の ようになるO

712-嵩 -iSJ tcl-kkxky市 町kx萄
1 ∂

2kBrl-id2
fdkk憲i

:-I=:1･)

1 4k2+2ぷ2

k4(k2+ K2)(27U)3(2rJ3J-~~ー~ーAIk2(k2

1 1 8k2+2K2
×i

k2(k2+.C2)′､Ik2(k2+ JCう 彊(k2+ 芯2) ky2)

-462-
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･:-- 25kBTd2
3×212zcr369

(353式は (34)によって次のようになる｡

125 d2

ワ12ニ ー--石打 ×一｢ 重 言 苛10

d2

三 一 0･3255 X-手 芸㌻ 710

t>

r10nli_T3earShearviscosiもy

¢5)

(36)

(36)式はBo七ch一･FixITnarlの与えた結果 と同 じであるgH*)

これにつけ加えて､ 甲2,ワ3か らもnonli-n､ea.T Vj-sculSj･tyのdについて

のべ き展開でd2の係数に寄与する部分がある,J 即 ち対称性か ら で20〒0で

･∴∴∵ こき-÷ --IL----:-;:-三-- 二二∵ 二∴ てこ∴十 :-
1 ∂

kBTd3 /･1-_kxikv2 f 1
fclk親 巨石芯

1

24H3r3 'W-k i 匿 2+･C2)5Ik2匹2+nT2)

牢BTd2
i5×212∬T3E9

kモ)Td2
一一一一 li-I-r 一芸 -･二二∵→≒;-:-≡--I-:-1二-:-

kBTd2

15×213Hr3E9

一声 ,二 十 二三

(37j

(38)

(37,ラ,(3Bjは 野12に対する補正を与えるがそれは非常に小 さレ､｡(約 0･3%)

結局 工10nlinea工､Vise)osiもyのべ き展開として d2の OTderまでは次のよ

(*)Botch-Fixman では kの小さいところで発散する検分が表われた｡彼等をま

これをdisもribuもion の方法で (或いは､発散を避けるような k積分の

pa仇 をとって〕消去 した . し申 しこの事の妥当性は我 々の計算をみ′て始め

て理解され得るもので､ 一般にこの種 の発散がでて きた時に常にこれを鹿妻短

数的な処法で消去 してよいか どうか疑問であるO §4を参照｡

- 4 6 3 -
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うになる｡

可d)-
kBT

160方γG

d2

(1-O.3268- --+-,･)
r268 (39)

このようにnOnユinearな項 d2の係数はK-9で Criもical pも.の近傍で発

散するためにnOnユi.nearな効果が criticalpも.の近傍で効いて くること

が期琴される｡

dについて高次の項が よbt lについて高いべきを含むことは簡単な dimen-

LSionaユ analysis か らも理解される｡ 即 ち､ dは時間の逆数の次元を持つ

か ら､ dにつし､てのべき展開にあらわれるdi皿eBnSic)nle,ssな展開 param∈沌er

は (a/r方4)とな り.d2 のべ きが-つ増すことに E~8の因子が余計に加わるo

物理的には､これ もTc近傍で COrlCel沌Tation flucもuaもまon の相関が時

間的にも空間的に も大 きく伸びるためで､高次になるほ ど､ この効寒が大きく

なることを示 してレ､る｡ しか し実は次節でのべるように 掴 )はd4 よb高次の

係数は 応が有限のときで もすべて発散 して しま う困難があらわれる【つ

5'4 且につしって higherorde･Tの計算

7((i)のdについてd2の Orderまでの寄与 を §3で求めたO次のC)rd,erの

寄与は d-Lの ｡rderであるがそれは臨界点以外でもk額分の下限で発散 してし

ま うo 実際 ､ それは次の£うにして示す ことができる｡

(32)式の 71のd･4の Orde･Tでのもっ ともdivergeI,-2qtな寄与甲禁は
MD kT3Td4

14 lVIx24r5応10妄@2+ぷ2)2k2 ∂kirk28kyk2∂kv k2 ∂kyk2

kBITd4 ､.′ 16OH､､,(PC d皿

二._誉 ㍉j:..〔‥._I?____.:7-__._.エ 主 .∴ i: _:__i_∴:Il:.
∂ ユ ∂ j.

-｢滋 ㌻T X (-一一三三 一〕xf

(40)

24r5(2H〕3:̂17′＼＼ 1287ノ′Voが(i-ill+1〕2

このようにk-積分 (In-積分)の下限でk~3のように発散 して レまう ,

巧2 からも発散す る寄与が あるが発散の度合は これに比べると小さ浴 . さらに

ギ王,のd6の一係数は 1了 7のように発散するo こ のような発散がもしreaユな発散

で dのべ き展開に もとづ くものであれば､これらのmOSもd且vergenもな寄与
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ひろいあつめて 洞 に対 してd与のような order の寄与 を得るだろ う｡すな

わち 縛 )は一d-0で analyticでな くなることも考え られる去

2次元 のbinaTynix餌reにおいては､ shearvi表cosityは d2の

ordeTで積分の下限について王将で発散する.実際に

守12:=~~ 2kBTd2
(2JT)2(2r)3JCチO

- -_;二 手三 :I-二二∴ -

2kBTd2

(27r〕(2γ〕3応10

m2(m2+1〕~AIm4tm2+1〕4

4(2nP+1)(4m2+1)
m8(皿2+1〕6

忘 pn mG

nyi)

(A1)

S>

ただ しmoは積分の下限 .

このタイプの発散は n.onlinea･Tに附随 して超為 とい うよbも､む しろ､輸

送係数 の計算に際 して､ (26)式のようなdiffusionrもypeの現象論を涌いた

ことにあ るo実際､ 2次元の鯨界溶液の buユkviscosityl.bulkvisco-

siW の計算については, referenCe4及び iま参照〕doの Orderすなわ

ちユinぬ rの範囲でも旦ogで発散 して しま うOこのことは､今の現象論的取扱

i,つでは相関函数に現われる fluxの 1豆 me (〕oTreユatiorl_の中に臨界点以外で

も時間の或る逆べきで成少するような長h life'もimeを持つ ような部分があ

ること一によるようで､_乱 P.A.毎近似には よらなし､｡こうい う長い life一七ime

を持つ部分は 3次元の Hnearな輸送係数には鯨罪点以外では negligible

conもTi･butio工Ⅰを与えるO

このように現象論を用いた場合に､この種の発散がつねに附 きまとっ てくる

のであるが､-方 con.uinllt3,a ヂra.C七iorl(12)を用いて 2凍 元のbulkTJiB-

cosityを計算するとこの発散は生 じてこなわ｡(13洞 ところが､ 3次元の

伺 corlも与nued frac七ionを用いた計算では,いわばそれを有限なところで う

ち切って論 じているので, COnもirlued fracもiorlの収束性が保革されない

.限bこの間題について確実なことをい うことはできない｡
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birlarymixture.におけるIinearな shearviscosityの計算において

coユユtinued.frac出onを適用すると､ oriもicaユanomaly が存在 しな く

なる｡ しか し､現象論を用いるとblhearviscoBi-cyは √1で､ 轟罪点で

ar10malyを示すo実験は後者を支持するように思われる｡

(40),(4山式において示されるその種の発散が実際の体系において真のもの

か否かはこの論文の範囲では､い うことができないようにみえる｡ この間題は

将来の ものとして残 してお く｡

終 度日こ､常々御討論､御指導戴し1ている森教授に厚 (感謝の意を表わ したhQ

AppendixA

ここでは .62で導びいた streSSもensorに対する表現 〔(2-3_)式〕を､

Mc'再 の PrOJec一･ionop･(14) を使って もう一度導び き､ また､その結果I,I

若干のCO皿entをつけ加えてお く｡

時刻[も- 0におLhてユocalequilibrilJlne･工ユSembleを仮定する｡(平衡か

らずつ と離れてレ､て もかまわない)

f"(ち-0〕-f㌢-喜eT紳 R(o)〕
そ して､ 七>0に対 しては次の式 を得 る.

/

鞠 -喜 e朝 H+恥 射

(A-i)

(A-2)

ここで､Moriの方法 (14)を適用する｡ ここにお労 る寅雄はnOnlinear

problemにおいては､macroscopicparameter(velocitygradient

e七C.j の変化 を consiBもenもにみつけ､ることがで きないとい うことにあるo

Lか し､macroBCOPicparameもerの変化が非常にゆつ くDであるような

qllaSi-Btaもionaryconditionを考えることができれば-foNのかわ旺
flNをとってMoriの理論を使 うことができる0
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4

それゆえ

訳(一一も)-fLも+R'(-ち)
ii:▼コ iこコ匂

R一七-雪R(一七), 打(-ち)-(1-LPl)fi(一七)
～L

LPlは (A-7)で定義されるprOjecもionbop･ ㌔

･tL-Oに対 しては

fLも-R桝,R'(0)-Oo

Moriに従って

も ～ ～
RJ(-ち)ニーifdse-i(t一- 童)L(1-LPi)LLJ-DIRトS〕0

ここで

LPLG…A*･くJW*>;lくAC->
ii:ち

fo

:J1-51)

終-6j

･'-]'･..-7)

く 巧 はrl-L一七三R(0日なるquasi銅 ationaryな もとで flN に関する平

均である｡ また､AはすべてのmaCr,JVa昌ablesの線で作 られた crJlu皿n

皿atrixでA'はそのcOnjuga.もemat.rixo

ゆえに fN(七庸

鞠 -fl"野 〔βfte-i(t周 (1-P～｡L(卜 Pl〕i･'J甲 (-S)ds〕
′ヽ′ ～

0

ここで次のようにRをお く｡

- イ細 ･V(ど)dr･-+‡/細 V2(r)dr

∴魚…イ榊 ･三▽vir)dr-aEPl3'at'r)-廉 価 〕

×vp(r)
∂vd(r)

∂rp
dr

(･LLt･.-L鑑,

(A-9)

(A-10)

一■ヽ■■

ProjecもユonoperatorL･Z)l を定義するとき､同等な ものであればAと

一467-
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して何 をとってもかまわなし､はずであるOそれでA,A*のかわ旦=こ､U~ lA ,

U-1A+,庭 とろう｡(Uは §22で導入 した -cannonica.1変換 群のOP.であ る 〕

それで

～ -1
LPlCT-U-1-4*< (U~lAjCu--1A*)>1<(U~lAjCi>l

-uT-1A*くAA*>:1くAUG>.-Trl薫,uG (A-1追
一､-

て こで 32(2)式を用いた ｡ t･Z'Oは平衡 ensembleにおける､ptroje琉 ionop･

である｡

quaSi-sf,a七ionaryBtaもeにかI/1ては

ii≡ウ
JZ'lR(-S)-fLL<=三PL(0)

それ汝 (A -8,)は次のよ うになるo

fNtfJ)-flihJ-exr)[?J･te-i(+U-S)(1議l)して- し;oL)A(o)d-q]
一一 ▲

0
～ I ･～

(卜 LPl)R-守 (汁-Z'l)Jv*(r):Vv(ど)(3-r
～ ～･
Lr./LEIjα-Via,LJZ'lP(T巨 石r)〕

′̀~ヽノ

--I(1-LAl)U仙1J*(r):▽V頼 光
′~ヽ′

-JJ~1j'(卜 LPo〕J*(ど).～▽,(rjdr

それ故､Jv*の平均姓
ち

JvF- くJb*eq,上声fdsO
一ヽ■

eTi'もーS)(1--等Lu-1(卜瑚/JL(T)-:Vv'(I)drlj>l
■､ノ

LA-12)

(A-13〕

(A-14)

七 ～

-<J*ewr:Pfdse-i(I-抑 -Po浄 +dLJ)(1JBo-ljJ･(r):vv(T.)dr]>O針 15)0

も し▽V…d-constanも もensOrとすると

t. ～ ～
局-与<王悔 〔一一pf｡Be5P卜 i(i-Bj(卜 即 し+dLJ)i(1-瑞げ ･･d〕>o(A-16jD

(ここで 工*…ノJ*(r)dr〕
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さ ら隼,I∂vy や軍=旦以外のdq成分がなりとすると?

七 ～
jy-喜く‡XyeSP〔Tudsew卜i(t-Bj(1-LPJ(i+dL'jiIXyd〕>O 担 ユ7)0

､(IXy…JJXydr)

∂

ill-" xi巧 言 -鴫 )01
∫

または

も ～

.JTV-古くIXy怨Pt-?/dB画 一is(1-LPJ(ll+dLJjlIXydl>O ~-I I V､ ~' ノo＼

0¢ .～.

轟 くr町野 上納 S画 -is(1-Lan)(i+dLJjiIXyd〕>.～ 0

- 一癖.)a

ti
ここで

1
1 ∝〉 -

掴 千両 く IXy〔1-画 -βdfds(eBp-is(1-L･PJ(i+dIJJj〕IXylij>.0

'll:i･11neLIl･:ユ~I
三､∑
n= l V n !

負-18)

t._

〇0 ～
く工XyrjdB軸 巨is(1-JDo)(i+且つIIXy〕欝>o針 19)0

/～

ここでLPoの効果 を考居ようO

工Ⅹyは translaもional invarianceの性質をもっているO 即ち

工Ⅹy(ti-ri+a)-IXy(ri) 一針 20)

同 じことは次のような量 についてもいえるO

(iL)a(i曹 (iL)i(ill)P･L･IXy 終-2ユ)

transla七五〇nalinvarianceな任意な量 〔=こ対 して次の式を得るo

■■ヽ■′
poG±A*.くAoA芸JlくAoG>

一一469-
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ここで Ao, A芸は波数 qを持つmaCrOな変数 Ab,A蒜のq70の Ii皿iもで
ある｡

それ故

3oiLa-A芸くA｡A･05 1くAod>--A;くA｡A.岩>-1<-AoG>-･占*)

なぜな らば､運動の定数 と籍びつ くmacroな変数 Aqに対 してはA0-0 で
一ヽ_r

あ.る｡それ故 (か 18)式で (1-LJZ)o)しば しでお きかえてよい｡
i正 iこFウ

次に (卜 LPo)L'におけるLJLnoの効果をみてみようo (A-18)でdL′について

展開すると次の形の項があらわれる｡

～

くF(:tl)(1-LPo〕iL′(",(ち〕>o t2く0,も1>0 (A-22)

も1--- に対 して

i::コ: i=≡;
くF('rLi)(1-LPo)iL'LIT(-h2)>O-くF(t･1,1>.く(1-(･Z'O)iLJG(も2)>. 弘一23)

乙▲コ『

これは (1-Lj･1.)があることによって保証されているoそれで

′ヽ■ヽJ一

くF(七1〕JD.iL'G(も2)>6-くF(tl〕A芸=,o･くAoA芸>-1･くAoiLTG(TJ2)>o

-<F(0)A芸>.･くA｡Ao*>wol･<A｡iL'G('t2)>.

･.･くF(tl_)Ao't>O-く鞘 .tA;(-tl)>O-くF(0)A;>o

(A-24)

(A-24)は tlに よらないか らも1-CX3に対 しては必ず しも消えない.だから

もし くF(tl)iL'G(ib.〕>｡が tl-和 で消えないとするとくF(I,ljiL'G-(七2)>.
′ヽ■′

のこの部分は LA-23)式の <F(tl),Poi･-L′ci(玩)>Oと cance1しな くては な
らない｡ し申 し､もし､ <F(ち)iLIG(t2)>Oが 七1- - で消えるとすると
5iZ iこ:!ウ

(1-LPo)iL′におけるLPoを無視することがで きる｡この論文や扱っている

伺 これ以後 このAppendixでは任意の量 Giも)の時間発展はLiovil.le op･iL

に支配されるとした｡
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甲(朝の計算は後者の場合であると考えることができる.(実際に diffusion

eq.を考えたことによってそ うなっているようにみえる)

Appe工1dixB

I

巨∃

(21)の2行目の証明

UiLG(riPi;I)-1写ユ
pi十rq_V(ri)

-Tni

∂I

･了打 +∑Fi･.-

XG-(ri,pi+miV(ri)i

♂〔pi十miV(ri)〕

(.let:'.-i)
Fjj-1)の右辺の 8/ariは､Gの中のVには､ OPeraもe しなhoこれを､そ

れにもopera亮eするようにすると､右辺は

pi+Ⅰ戦V(ri),∂ ≠_/∂___,__.､､ ∂ ､,pT,. ∂

e亭首 ～mi(-iTiVCrij･)一五 +∑Fi-音南アを蒔 -i)T J'

ヽ

mi

×cTT(ri,Pi+miVてri))-i(L+dL'jU｡-

ただ し､Fiは､ i番 目の.-Particleに働 く力である｡

こ こで Vy(ri)= jrld を使 うと

∂
ill-u={j一首一軍を)J
El

次に densiもy func揖on G･(r,ち)を考える｡ その形は

G-(r)二 軍 gi8(ti-r〕
1

草-2.〕

侶-3)

但 し､giは､ i番 目に粒子に関する量で､ri,Piに よらない定数 (mass,

Charge,e七C.)o

LエOviユ1eop･.の中のri,piを時刻 も (この時閣発展は､Liov土11e

op.i(L+dL′)に よって支配されると考える)の ri用 ,pi用 でおきかえた
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ものを､Lも,L'もと記すことにする｡ Gの i(L+dL') で記述される時間変

化は

･JIJ(r,T･･_)
∂七

i(i+dLJ)(,J(r,七)=i(Lt+dL′七〕G(r,ち)

♂

-iLtG(ど,- dx巧㌻ G(r,局

書 き直 して

∂O-(ど,ち)i_1__ ∂ 〔′/⊥ヾ ･--J,tn,∴⊥､a
曇と耳dxT 二･G(ど,も■〕●王iLも吋 ,t〕

∂1, ~~-∂yl＼'ーJ ー＼リーノ

とこ乙で 申-4)の 1行 目か ら▲2行 昌に行 くには次のようにすれば よいo

iLJtG-(r,ち)-iL沌 ∑ 亀吋 it-r〕 ･
i

-誉輯 gia(ti+ulr〕

∂

--写Ⅹ首 ･giS(r巨 )ユ

∂
=～計両 町 ,ち)

野一4)

申-4)′

Q3-5)

申-4)′ 式 より分 るどとく､ idL' による時間変化は,一流塵方程式にで てく

る dri･-ft term による変化を与えるC,

ATJPendix C

Connected avJeTage(Cumulanも average)

10cal equユ1ibriu皿 d土str土bution と其の分布とは もともとの定義か

らも明 らかなどと く

fdxNf当ti-fdxNfLN

-472-

(lil-1)

1サ

監ヨ



nonlinearshearv.iscoSiもy

これは (10)を用いて書 き直すと

ち

真言ISdBl･･･/dsnく毎 811)･･･嘉(-sit)雪0

(C3-2)紘 (23)式を導いたと同様にして次のよクになる｡

S'(弓は)nlq一 ,q_JTYⅤ/ _､ つつⅣ′一､.
工F l n ! -0 -Jo ⊥⊥一 山~ro
また (23)式は connecもedaverageの定義により書 き志 して

慧 (-Pdjn

n= l n !

==∑

+

q■

E3

CX3 C<)
fdsl.･･Jdsnく軍y(-sljI･･TxyL(-sn)>_-o

C<) C8

fdsl･･.fdLSn<ZXy軍y(-Bi)･･芋 yー(-緑 >o0 0

慧 (｢組)A
Ⅰユ=l n!
n(ri-1)

(C-2)

CrL:I-3:I

fdsl･I･･isninくrXy竿y←Sや oc<Txy(-S2)･･･fXY(-Bn)>o

く=XyTⅩy-(-sl〕了叩く-sd><Txy(-S3)･-平 y←sn)>oOC

+ -･+nci<rW Txy(-sl:)･Ir手xIJ(-si)>.C<7Ⅹy(一転+1ト 了Ⅹy(-sd>O

+･- i

〔和をならべ変えると)

-(-TPdjfdslくrXyTxy(-sJ >oc(1+
≡ (-,qEi)Tl~1
這 2(a-i)i

fds･2･･･dB1-ユく了Ⅹy(-82)-I

-･'rm v(一転〕>o)

+･.･+(-GtOlfdsl-dsi<IX巧 -Ey(-sD∴･Txyt-si)>.｡×亘i
慧 (-3djn-i
n=li+i(n-i)圭i!

(-Pa)
1!

<了Ⅹy(-si+1)I.･fXy卜sn)>oi+･･･

L=･(-.Jc'i_lil

fd編 三+ ≡
エコ芦=

OC
エコ芦=i
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+-･+(-?d)1i.F
㌘ (-βd)a

Il=1 n!

fdsユ･.･dBi< =XyfXy←slj･･･了Ⅹy(-si)>oc(1+

fdsl･･･dsn<̂fXy卜sl)-･軍 YGsr-3>o)+･･･

(C -3)より((3-4)は

ci3(-βdjnn-1rl･Ifdsl･･.dsn<=X準 y(-81)I･･野 (-Bn)>oc

(C!-4)

ここで く IXy苧 y(-sl)･･･華隼 sn-)>oc姥互に統計的に独立でない 芋 隼 si)
の部分の積の平均､即 ちcumuユ.ant aTJer;3Lgeである .

APPF?･ndi.xD

以下の計算 を行 う際必要な bL-fn.の性質を書いてお くと任意の函数 ITje)に

対 して

① f(軍′)♂(Ⅹ;Xfl.-f画 8(Ⅹ-Ⅹ′)
∂ ∂

②-下京･iI(xつoh(Ⅹ-xJjf=-瑚一重〔8(Ⅹ-Ⅹつ
(32)式の計算

(3Oj式に 125)式 (28j式を入れると

■､

ヮ1(a,-与〔欝 f)2㌔k,k弼 kxkyOTpd(k,<ckC…k-くC.kt･ニーk-o)

×(ck′C-k′-<ck.O-kJ>O)>oc

ところで右辺の平均にR･･P.A.を用いると
■

<(ckC-k-<ckC-k>o)(Ck.C-k,-くCk,a-k′>o)>oc

- < Lckt2>2i8(良+kつ+∂(k-kつ)
ヽ

よって 申-1)は
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nonlinearshearviscosity

･･i:lご二手-:
(27E)6
Ⅴ f〕2品担中 xkyO;a(k)♂(k-k7j

x< ick12> 2 (I)-･3:)

抄

●

facT,Or2は P-2〕式で分るようにfi･P.A.で平均をとるときた､kとk'

を結ぶか､kと-k'を結ぶかの2通f)あるところか らきてhる｡

bh-fn,の性質①を使 うと P-3)は

守1(d'-i-〔欝 f)｡晶 ,k由 頑 畔 紳 (k-kJ,<購 ,2

-喜 ←字 三92芝頓 y蜘 k轟 <t.cki2-2

Q.-fhD.

(33)式の計算

Cヴn(a)-
,Jlll(rl:JlL~L,∴､ .,･二
n!V

p-4)

ノ鯨 ･･fdt･riく 工ⅩytIXy(一触 ･-･r･警yG 局 >.C, p-5)0 0

先に進む前に ∂-fln. の性質 を用いて次のことが証明できる｡ 軍にここでは

n-2の場合にでて くる艶をやるが-殻のときも同様である｡

甚〝kxkyk轡 革 *I柵 kl" (k,-k′つ瑚/I

三 二 二二 二

(k')kj;'ki'8(k′-k")8(k一･kZjI(k)

∑
k永t

==∑
k皐J皐′′

==∑
k本l

kxkyk妄k

kxky電-ki

('I/性質① よb)i

謁,kxky0-pdtk)f陣 弼 O-pd(kつk由 8(krkつ
(I/性質① よb〕

雫 k轡 y顧 k)f(k)曝 露 埠 0-pq(kJ'8(k-k''
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ここで特に次のこと膏示すことができる｡

k弼 一志 sk.忘 8(k-kつ

-k掴 .･妾 sk.志 LMk-汰,' (･,- ① £b'

-一一k弼 意 志 skS:(k-kつ (.:- ① よb)

か去skk弼忘 8{k-kつ

-去 sk玉 東 kyS(k-kつ (･･憎 質①よb)

-般に

k妄埠 Oh,dCkJ)∂(玩-kつ

-og(k)転 ky∂(汰-kつ

針 18〕を甲hると(D L･-6)紘

kfk,転ky噌k)I(k悔 kyOgr(k悔 ky8(k-kJ)

-雷kxkyOT,a(k 闇 k 悔 瑚 b-g(k)kxkyi〕
■■■

LD-7)

p一針

p-9〕

p-9_)進は もつ と沢山の変数があるときも同 じ操作の くカかえ しで同様 のこ

とが証明できる,.) hh一

次に (33)式の計算 を行な う｡ ¢⊃-5j式は､(25)と(2.5)を用いて
甲n(a)

Pn(-djn~1

n!Ⅴ - Ⅴ ~ーJ kl,k2,-･転+11竪 :fin+1._._∑.:klXklyk12Ⅹk2y-kn.1,Xkn+､y

Xo-nd･(kl)･･･0-pn(kn+I)<(CklC-k了 く CklC-kl>O)･･･(Ckn+i管-kn+1

>)>'
～<ckn+lC kn+1 0 9C
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βnトd)n~1
n!Ⅴ

&

■

す

nonlinearshearViBCOSiもy

･掌 fln" snkl,.至kn禦 y-･kn･-kn十Iy0-p?(kl)

･-0-pd(kn+Ds*1-頼 準2-k3)･･･8鮎 一転 +βくicki2>n→-1 p-10)

こ こで Szlは 紺対称数 汗で乱P･A.では多変数の平均 を2変数の嶺の平均で

お きかえ､ しか も平均が coヱユneCもedaverage であるために2つの変数を片

ほ しか らくicki2でお きかえてレ亘 ときに､部分的に閉 じずに全体で 1つの鶴

を作ることを要請されて~いるために生 じたO

だか ら Snは次のようE.こして計算できる｡ (a+ 1)個のものを環状にな らべ

る仕方は ri!通b｡ うらがえLは同 じものとして数えるか ら､それは結局

A.f/2通 り｡ そ して､ (a+D 欄の章を成 している部分のうちの 1つのkある

いは 亮 のどちらか らか出発 してレ､つて､2体ずつのpaiTを全体 として1っ

の鞄を成す ようにする仕方は 2n 通b｡(章 の各頂点に+ or-のし､ずれかがあ

るか ら)

したがって

n!

sn=｢㌻ ×2n=2n~1n!

p-9)杏-般化 したものと P-1ユ)を用いて LD-1OjEJま

圧L.Jij:=
2n-1βnトd)n~1
Ⅴ ･二等 fin+1芝kxky0-i〔kxkyく tCk･ぎ2,i?'1

･×璃 kxkyin~1〕
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