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§1 はじめに

2次元イジングモデルは相転移を示す厳密に解けるモデルとして､Onsagerl)以来､多

くの人々によって研究されてきた｡スピングラスの研究において､プラスートレーションの

果たす役割の重要性が認識されてきたとともに､同期的なイジングモデルにおいても､フ

ラストレーションによって､リエントラント現象2)､相 関 関 数 の 非 単 調 な 振舞 い 等3㌧ 強

磁性的なモデルに見られない現象が起ころことが分かった｡系の持つ揺らぎの情報は相関

関数に豊富に含まれているが､フラストレーションの存在は､この相関関数の振舞いに大

きく影響を及ぼす｡こうした相関関数の振舞いを解析的に評価しようとする研究4)がきれ

てきているが､相関関数の漸近形の求まっている系は､系の周期単位であるユニットセル

が小さく､相関をとる2点が対称性のいい位置関係にある時に限られている｡特に､フラ

ストレーションが本質的に効くのは､ユニットセルが大きい系になるため､これらの解析

的評価はBl｡ck-T｡eplitZ行列式の解析を伴い､一部の特別な扉 )を除いて､できていない｡

そこで我々は､自由エネルギーの厳密な表式から､そこに含まれている相関関数の振動モ

ードに関する情報を取り出すことを試み､三角格子の厳密な結果と比較してみた｡

§2 自由エネルギーの厳密表式

隣接相互作用をもつ同朋的なイジングモデルの自由エネルギーは (1)のように厳密に

表せる｡

専 10g (co叫 IJi,kBT, ･･丁嘉 .2nt02nlog･detD tp- ,dpdq t .,
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(ns:ユニットセル内のスピン数｡芋は､ユニットセル内のポンドに関する和｡D (p･一

q;T)は､系によって~決まるある行列｡)

(1)において第一項は､T≠0で特異性を示さず､相転移についての情報は第二項に含

まれている｡つまりdetD(p,q;T)=0が解をもつTにおいてこの系は相転移を示

す｡そしてその時のp,qは､出現するオーダーパラメーターの波数に対応している｡例

えば正方格子上のモデルにおいて､強磁性的相互作用ではp=q=0､反強磁性相互作用

ではp=q=7(のとき､detD(p,q;T)=0はT=Tc で解をもつ ｡ さらに､T≠

Tc においてもlog〈detD (p.q;T.))は､ くp,q )モードの自由エネルギー

への寄与を表しているものと思われる｡そこで､T=Tc において成り立つこの対応関係

をT≠Tc へと拡張した2通りの方法を考案し､それを反強磁性三角格子の場合で試みて

みる｡

§3 三角格子上の反強磁性イジングモデル

三角格子上のイジングモデルの相関関数は

Stephenson3)によって詳細に解析されている｡

その主な性質をあげてみる｡このモデルは等

方的な場合､フラストレーションのため基底

状態が無限に縮退している｡そして相関関数 ~

は距離に関してベキで減少する｡さらに基底 臥i:考察するイジングモデルの三角格子と

状態の幾何学的拘束条件により､3つの副枯 相関をみるスピンの位置関係

子内の相関が強くなるため､相関関数の漸近

形はp =27t/3で振動している｡T=0での漸近形は (2)のようになる｡

くo oor>･､C rJr-I/2cost2- ′31 (2)

T)0で重要なのは､相関関数の振動モードの波数が温度の関数になっており､連続的に変

化すること'である｡これは相関関数の振動モードは必ずしも基底状態の同期に束縛きれて

いないことを示しており､有限温度での揺らぎによって引き起こされる現象といえる｡き
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らに完全等方的でなく､一方向の相互作用の大きさを

変えたときの結果について述べる｡ Jl,Jユ<0とと

ることにすると､このモデルは り2IくtJltのとき

T>0で相転移を示す｡基底状態は日まl< tJIIで 丘
之

は伊 らなる正方格子が反跳 性的秩序を示し､ IJユ1号

>IJ▲IではJl方向に反強磁性的､垂直方向にはフリ

ーである｡これを反映して､振動モードの波数pは

IJll<lJユtでは高塩極限p=7t(TーOOでは､ス

ピン相関は最も近い相互作用が優先し､p=7tとなる｡図2

)から温度を下げるにつれ一度p<7(方向に移動し､

2 5kBylJ4.･ 5
図1の系における相附関数の

漸近形の振動モーJ{pto卜の帳如 ､
くStephensonによる)｡

Tー0で基底状態の波数p=7tへと接近する｡ )-Jll ただしC3=花-PCor｡

>lJユlでは･よりは度を下げるにつれてpは減少し､

T-Tc+0において出現する秩序の波数p=0へと接

近する｡ 1項 =I･JユJではその中間となり､T-0においてp-2花/串とい一'5振
舞いを示す｡ (図2)

§4 detD (p,q;T)の解析法 (l)

§2において､detD(p.q;T)が0に近いと 71

ころの (p.,qo)のモ-ドが自由エネルギーに大き OLL.

く寄与していることが示唆されているが､ここでは解

析法 (1)としてdetD(p.q:T)̀を最小にする

(pnin･qmiA)を調べてみた｡正方格子においてはすべ

てのTで､強磁性ではp川i.t=qni,t=0､反強磁性では

pm芹 qmi,1= 7tであり､これは相関関数の振動モードと

一致している｡図1に示した系における (pm;A･qm;A)

は図3のように振舞う｡これを§3の相関関数の振動

モードpco,(図2)と比較すると･ I･JII=l･Jユlの場
合 ､ pcopはTによって変化するが､ pml･托=27t/3で
ありTに依存しない､というように-埠にはpcQ,とpmh
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は一発しない｡ しかし､Tcが存在するときはT=Tcでpc.r=pmhでありt､Tー0で

くまpco,=pminが成り立つ｡T>TcにおけるpCO,とpnhの不一致は､T>Tcにおいて相

関関数が指数的に減少していること､そしてpco,が相関をとるスピンの方向を決めたとき

に定まるものであるのに対し､pm誹 格子上の全スピンを~度に見たときに決まるもので

あることに起因しているように思われる｡よってpmhはpG,rと比較するよりも､グローバ

ルなJexp(i音)< cr,q_>d.rのような圭と比較すべきであろう｡
0卜

§5 detD (p.q:T)の解析法 (2)

もう一つの解析法は､p,qを複素空間にまで広げることで実現される｡detD (p

.q:T)がモ=exp(ip)と可=e.YP(iq)について一価関数であることに注意すると､de

tD(p.q:T)=d(E ,可:T)とおくことができる｡そのとき亨2のdetD (p,

q:T)=0という条件は､

d(ど,Tt;Tl=0
dtE,Tl;T)=0

(.3)

というように拡張できる｡このとき (3)式における偏微分は相関を見る方向の変数号を

固定して行うところがポイントである｡この条件を満たす点のうちJ号lく 1を満たし､絶

対値の一番大きいものをEoとすると､ モOと相関関数の漸近形の振動モードpcor､相関

距離 roの間には (4)のような関係が認められる｡

80-e-I/rLl土ipcor (4)

関係式 (4)は図 1のような系では厳密に成り立つ｡この関係式は､もっとで般的にユニ

ットセルの大きな系でも厳密に成り立つように思われるが､証明はない｡

§6 まとめと展望

フラストレーションのある2次元イジングモデルの相関関数を解析的に評価するのは-
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般に兼しいが､我々はもっと簡単に､自由エネ)I,ギーの表式中のdetD (p,q;T)か

らこれらの情報を引き出す方法を提案した｡その解析法 (2)では､相関関数の漸近形に

関する情報が正しく得られ､解析法 (1)ではむしろxFに相当するJexp(i6rl<q沖 >

d7に関する情報が得られそうである｡これについては､さらに一致度を見る必要がある｡
一方でT=Tcにおいて､detD くp.q;T)の零点がp ,q≠0,7tであるような､∫

強磁性でも反強磁性でもない対称性の破れの可能性も否定きれていないので､こうした相

転移の可能性も探ってみたい｡
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