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1 導入

豊澤由貴

Yoshitaka Toyosawa 

無限個のセルからなる Young図であって，あるベクトルによる平行移動で不変なもの

を周期的Young図といい，その円筒上への射影の像を巡同的Young図(cylindricYoung 

diagram)という．

Youngに関する組合せ論と対称群の通常表現の関係はよく知られているが，巡回的Young

図は対称群の特別なクラスのモジュラー表現と関係する ([1]）．また， skewYoung図と退化

アフィン Hecke代数についても同様の対応が知られている ([7]).

組合せ論的には，巡回的Young図は Strayer([10, 11]）やProctorが提唱する無限（局所

有限） d-completeposetと呼ばれるクラスに属している．有限d-completeposetについて

はProctor([4, 5]）や Stembridge([8, 9])等により，その構造が付随するルート系やWeyl

群を用いて研究されいてる．本稿では，巡回的Young図に対して，これらの結果を拡張する

ことを目指す．我々のアプローチにおいて拮本的な道具となるのが色付きフック長である．

セルxに対して，色付きフック長h(x)はxのフックとそのコンテントから定まる正ルート

として定義され，写像hは巡回的Young図から正ルートの集合への埋め込みとなっている．

我々はこの像及びその半順序構造を A(l)型のルート系およびWeyl群を用いて記述する．

本稿の構成は以下のとおりである． 2節では，古典的な Young図の半順序構造の色付き

フック長を用いた記述について概観する． 3節で巡回的Young図及び巡回的skewYoung 

図を定義する． 4節で巡回的Young図入の色付きフック長 hを導入し，像h（入）を決定す
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る．さらに， 5節でその半順序構造の記述を与える． 6節では，巡回的Young図に対する上

記の結果が 2節で述べた古典的結果を復元することを見る． 7節では，与えられた巡回的

Young図入に対し，入に含まれる巡回的skewYoung図（順序フィルター）全体の集合につ

いて，その半順序構造を Weyl群の言葉で記述する．

本稿中で省略した証明の詳細等に関してはプレプリント [3]を参照されたい．

2 古典的なYoung図の半順序構造

z2の 2点 (a,b), (a', b'）に対して，整数として a~ a'かつ b~ b'を満たすとき，
(a, b) ~ (a', b'）と書く．関係こはz2上の半順序を定める．
m E Z~1 とし，入＝ （心極．．．，>.m)を分割とする．分割入の（古典的な）Young図

{ (a, b) E Z2 I 1 ;'£ a ;'£ m, 1 ;'£ b ;'£入a}

を同じ記号入で表すことにする． Young図入も上の半順序<により半順序集合とみなす・

N＝ふ十m-1と慨き，以下の記号および用語を準備する：

•写像 c ：入→ ［1,N]をc(a,b)=b-a+mで定める．これを (a,b)のコンテント

(content)，または色 (color)という．

●入の部分集合r:= {mine―l (i) I i E C（入）｝をボトム集合 (bottomset)という．
N=間である．例 2.2で見るように，rをAN型の Dynkin図の頂点集合とみなし，
以下， R及びW(＝6N+1)をそれぞれAN型のルート系及びWeyl群とする．

●XE入に対して， xのフック H(x)とコフック CoH(x)を

H(x) = {x} U {x + (k,O) E〉¥|kEZ~1}U{x+(O,k) E入|K: E Zこ1}，

CoH(x) = {x} U {x + (k,O) E〉¥|kEZ：こー1}U{x+(O,k)E〉¥|k E Z~ー 1}

で定め，また xの色付きフック長 (coloredhook length) h(x)と色付きコフック

長 (coloredcohook length) coh(x)をそれぞれ

h(x) = L Dc(x), coh(x) = 
工EH(x)

で定義する． h(x)とcoh(x)は正ルートである．

と％（エ）

xECoH(x) 

• Grassmann筐換w入EWを，右の列から順に下から上にコンテントを並べたワード

釘，i2,...，％に対して， W入：＝ Si1Si2 ・ ・ ・ Siれで定める．（例2.2参照．）

注意 2.1.色付きフック長は Nakada[2]やProctor[6]によって多変数版のフック長として

導人されている．
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例 2.2.入＝ （4,4,3)とすると，各マス目に対応するコンテントは図 1(1)のようになる．

このYoung図に付随する Dynkin図は A6型である．入のマスg(2, 2)のフック H(2,2)

及びコフック CoH(2,2)は図 1(3)及び(4)のようになり，色付きフック長，及びコフック

長はそれぞれ

h(2, 2) = a2 +叩＋m＋叩， coh(2,2) = a2＋叩＋ a4 

である．また，叫＝ S科 6• S終 4S5・ S吟 3紅・ s1s坪 3E 67である．

(1)各マス目のコンテント
4:f,j6 ~ ~ ¥‘/ (3)H(2,2) （4) CoH(2,2) 

(2)ボトム集合と Dynkin図

図1

ここで， Young図入の半順序構造について考える． wEWに対して， R(w):= R+ n 
W―1凡と定め，これを wの転倒集合 (inversionset)という．対応 x→ h(x)及び

X → coh(x) はそれぞれ入から R(w刈及び R(w~りへの全単射を与えることが示される．

R上標準的順序 (ordinaryorder) <0rを，

a <or/3⇔ /3-aが単純ルートの和で書ける

により定義し，転倒集合R(w)を：：：：：orにより半順序集合とみなす．

定理 2.3. 写像 coh: 入→ R(w~りは順序反同型を与える．すなわち， x,y E入に対して，

x<y⇔ coh(y) <0r coh(x) 

が成り立つ．

注意 2.4.この定理は一般の（有限の）d-completeposetに対して Stembridgeにより得られ

ている [9,Theorem 5.5]. 

例 2.5.入＝ （3,2)として， hおよびcohの対応を図示したものが図 2である． R(wい）の

Hasse図を見ると，辺で結ばれている 2元の差は単純ルートになっていることがわかる．

（一方で， hの対応については一般にはそうはなっていない．）
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口/ h 
＼ 

R(w入）

a17虹 3＋a4

＼ 
a1＋口 a2十叩十a4
a/¥04  

coh I 
と

R(wい）
a2+a3: m+a2十叩
／＼ 
a2十口／十a2

a2 

図2 入＝ （3,2)のYoung図における半順序構造

3
 
巡回的Young図

m,£ E Z;::;;1を固定する．

定義 3.1.(1)分割入＝ （ふ，ふ，．．．，入m)であって，

ふ—入m ~£ 

を満たすものの全体を Pm,£ で表す．

(2)入E冗，［に対して，

入＝ ｛（a, b) E Z2 I 1 ;;:; a ;;:; m, b ;;:;ふ｝，

入＝ T（入）

で定める．ただし， T はz2から円筒Cm,£:=Z町(m,-£)Zへの自然な射影とする．
回的Young図 (cylindricYoung diagram)という．

(3)入っμとなる入，μ E Pm,£ に対して，

入゚を巡

0 0 

入爪＝入＼μ, 入／μ=入＼μ

で定める． 入/μを巡回的 skewYoung図という．

注意 3.2.本稿で巡回的Young図を描くときは，図3のように z2の上に描くが，定義によ

り，（m,-C)を平行移動したマス目を同一視しているので，（l,b)と(m,b-C)(b E Z)は隣

接していることに注意する．
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図3 入＝ （5, 3, 3, 1) E冗，5に対応する巡回的Young図とその上のコンテント及びボトム集合．

条件m,£ E.Z~l のもとで，円筒 Cm/ 上の半順序こが Z2 上の半順序から自然に誘導され

る．すなわち， x,yE Cm,£ に対して， X'.Syとは，

ある xE 1r―1(x), fj E 7r―l(y)であって， z2で元<0となるものが存在する

ことを意味する．

注意 3.3.任意の巡回的Young図入は円筒cm,£ の順序フィルターである．また， μC入な

る巡回的Young図hは入の順序フィルターであり，巡回的skewYoung図幻hは入の順序

イデアルである．

古典的なYoung図と同様に巡回的Young図についてもコンテントやボトム集合が定義で

きる．

定義 3.4.入を Cm,£ の巡回的Young図とする．

(1)写像c:入→ Z/(m+ C)Zをc(1r(a,b)) = b -a+ m mod m + £で定める．

を1r(a,b) E入のコンテント (content)という．

(2)入の部分集合r:= {mine―1(i) Ii E Z/(m + £)Z}をボトム集合 (bottomset)とい
ぅ．（例は図 3を見ていただきたい．）

c(1r(a, b)) 

4
 
巡回的Young図上の色付きフック長と転倒集合

m,£ E Z~1 を固定し， K=m+C と償<. Z／心を {O,1,..., K -1}と同一視する．

入のボトム集合rはA畠£-1型の Dynkin図とみなすことができる．
hを叫(C)のCartan部分代数とし， h*をその双対空間とする．ここで， A昌£-1型の
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ルート系に関する記号を次のように準備する：

• R = Rre C ry* : A位~£ー 1 型のルート系．
• RV Cry: A畠£-1型のコルート系．
• II= {a。心1,...'°'""ー1}：単純ルート系．

• rrv=｛吋，a¥,・・・,°'~-1} ：単純コルート系．

• o := ao + a1 + ・ ・ ・ + °'""-1 Eが：ヌルルート．
●勾o，匂1,...，匂氏ー1Eが：基本ウェイト．すなわち，〈Wi,a'j〉＝妬を満たす．

(1) 
•W= 〈sa,s1,...,s氏ー 1 〉: Am+£-1型の Weyl群． ここで， SiE GL(ry*)はsぷ） ＝ 

<-〈＜，aりmで定まる単純鏡映．ただし，〈，〉： h＊ x h → Zは自然なペアリングと
する．

次はよく知られている：

命題 4.1.群 W は次の基本関係式を持つ：

2 
名＝ 1,

S岱j=S乃 (i-j手0,土1 mod K), 

S位i+1的＝ Si+lSiSi+l・

巡回的Young図入における色付きフック長を次のように考える．

定義 4.2.XE入に対して，入の部分集合Arm(x)とLeg(x)を

Arm(x) = {x + (k, 0) E入Ik E互1},

Leg(x) = {x + (0, k) E入Ik E z叫

で定め， xの色付きフック長 (coloredhook length) h(x)を

h(x) =知（x)+ L 叫）＋と知(y)
yEArm(x) yELeg(x) 

で定義する．

例 4.3.m = 4, C = 5とし，入＝ （5,3,3,1)とする． X= 1r(2, -4)とすると，

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

h(x)=a1+(as+a。+a1+ a2 + a3 + a4 + a砂＋（a5 + a5 + a4 + a3 + a2 + a1) 
= 8+a1＋位＋叩十a4+a5 

となる．（図 4を参照のこと）
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図4m=4, £=5とし，入＝ （5,3,3,1)とするときの X= 7r(2, -4)におけるフック．

注意 4.4.(1) Arm(x)とLeg(x)が交わることがあるので， 2節で導人した古典的なYoung

図のフック H(x)の意味では多煎集合を考えている．すなわち，巡回的Young図における

色付きフック長は軍複も含めた“長さ”になっている．

(2)巡回的skewYoung図上の標準盤の個数についてのフック公式の予想が [12,13]で提示

されている．ただし， xのフック長は IH(x)I= IArm(x)I + ILeg(x)I + 1で与えられている．

注意 4.5.図 4を見れば判るように， 2節で尊入したようなコフック CoH(x)を巡回的

Young図で考えると，上や左に無限に伸び，またその色付きコフック長coh(x)は単純ルー

トの無限和になってしまう．

先に述べたように，古典的Young図入において，各マスHの色付きフック長は入に対応

する Grassmann置換の転倒集合R(w入）の元であった．巡回的Young図の意味での色付き

フック長がどのような集合として記述できるのかをこの節の残りで述べる．

定義 4.6.(1)巡回的Young図入に対して，入の標準盤 (standardtableau)（または線

型拡張 (linearextension)）とは，全単射 t: 入→ Z~1 であって， x<y====}t（叫 <t(y)

を満たすものをいう．入の標準盤全体を STび）と書く．

(2)巡回的skewYoung図幻fl(I,¥/囚＝ n)に対して，入厄の標準盤 (standardtableau) 

とは，全単射t:入位→ [1,n]であって， X< y ====} t(x) < t(y)を満たすものをいう．入／h

の標準盤全体を ST（幻h)と書く．
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XE入に対して，簡単のため次の記法を用いる：

a(x)：＝知(x), s(x) := Sc(x) 

定義 4.7.t EST（入）とする． nE Z;:;;1に対して， Wふt[n]E W を

w入，t[n]:= s(t—1(l))s(t—1(2))·••s(t—1 (n)) 

で定める．また， W入，t[O]:= eとする．

wEWに対して，転倒集合は R(w):= R+ nw―lR_であった．すると，次のことが示

せる．

命題 4.8.n E Z~1 に対して，

R(w入，t[n])= {h(x) Ix Et―1([1, n])} 

が成り立つ．

定義 4.9.巡回的 skewYoung図幻hに対して，入厄＝ t-1[1,n]となる tEST（入）を
取って，

Wぃ：＝ W入，t[n]

と定める．

次に， R(w入） cR十を

R(w入):=LJ R(w入，t[n])
n~l 

で定める．命題4.8より，

R(w入)= ｛h(x) Ix E入｝

と書ける．特に， R(w入）はtに依らない．そして，次のことがいえる．

定理 4.10.対応x→ h(x)は全単射h:入→ R(w入）を与える．

注意 4.11.一般に， wEWに対して， R(w)はwの簡約表示 8i18i2... 8irに対して，

R(w) = { ai1, Si1 ai2,..., Si1 ・ ・ ・ sい 1位｝ ＝ ｛Si1 ・ ・ ・ S圧 1aikI k E [1,r]} 

と曹ける． このことから， R(w入）は，半無限ワード（これは，もはや W の元ではない）

四＝四，t= s(t―1(l))s(t―1(2))s(t―1(3)).., 

の“転倒集合”と思うことができる．
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ここで， R(w入）のもう一つの表示を述べる．入のボトム集合rで，極大なものの全
体を fmax, 極小なものの全体を rminで表すことにする．また， bi:= mine―1 (i) E f 

(i E [O, K, - 1]）と置く．

定義 4.12.(入 E~*を，
氏ー1

く戸La四
i=O 

で定める．ただし，

a
x
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とする．

この整ウェイト（入は前支配的 (pre-dominant)である．すなわち，

〈g,aりこー1 ¥/av E Rr 
を満たす．

命題 4.13.R(w入）は

R(w入） ＝ ｛a ER+ I〈<入,aり＝ー1}

と書ける．特に，任意の nE Z~1 に対して， W入，t[n] は〈入― “pluscule" である．すなわち，

〈<入,s(t―1(l))s(t―1(2))• • • s(t―1(k-l))av(t―l(k)）〉＝ -1'vk E [1,n] 

が成り立つ．また， W入，t[n]はfullycommutativeである．すなわち， W入，t[n]の任意の簡約

表示は命題4.1(4.2)の形の関係式のみで移り合う．

5 巡回的Young図の半順序構造

巡回的Young図入に半／頓序構造を導人し，写像hが入から R(w入）への全単射を与える

ことを見てきた．次の例で見られるように， R(w豆の標準的順序::;orにおける半順序構造

は入と順序同型でないことに注意する：

例 5.1.入＝ （4, 2), m = 2, £ = 2とする． x= 1r(l, 2), y = 1r(2, 1) E入とすると， x,yは比

較不可能である．一方， h(x)= 8+a1, h(y) = a0+a1 +a2なので，これは h(y)<0r h(x) 

である．
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我々は（入：：：：）竺 (R(w豆，::::J)となるような新しい半順序ヨを導入する．

定義 5.2.凡の部分集合rri'rrrm'rrtgを次のように定義する：

II1 = { a (x) I x E r ¥げmaxLJ r min)}, 

町＝｛a（x) ＋yEと（ぉ）a（y) X E rmax}， 
叩＝｛o（x) ＋ yEE(x)a(y) X E rmax} 

例 5.3.£ = 5, m = 4,入＝ （5,3,3,1)のとき，対応する rr1,rrrm, rrtgは次のように

なる：

瑣＝｛a3,aか幻｝，
rrrm = {ao + a1匹＋叩十a4四＋a7+ as}, 

叩＝｛Oo+a8心 1+ a2叫＋叩＋叫・

0 1 Io I 11 
6 7 8 6 7181 
5 5 

2 3 4 

゜
1 0 1 

゜6 7 8 6 7 8 6 7 8 

rro 
入

rrarm 
入

定義 5.4.a,(3E R(w入）に対して，

(3-aがII入：＝rr1LJ rrrm LJ rrtgの元の和で書ける

とき， a<l f3と青く．

定理 5.5.写像

h:（入，こ）→ （R(w砂::::J)

| O 111 

6171 
5. 

2 3 4 

1 

IJ!eg 
入
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は順序同型である．

これにより，巡回的skewYoung図入位に関して，次が得られる：

゜系 5.6.写像h:（入／h,さ）→ （R(wぃ），ヨ）は順序同型である．

命題 5.7.R(w入） （及びR(w幻μ))上の半順序ヨは以下で定める半順序 ::;itc及びぐlpと一

致する：

定義 5.8.R(w入）上の半順序 ::;itcを関係

匹 tc(3 whenever(3 -a E II入

の推移閉包として定義する．

定義 5.9.R(w入）上の半順序斐Pを関係

a :Shp(3whenever a :S゚r(3and〈a,(3りヂ0

の推移閉包として定義する．

£=2とすると， rr1= { eto, et2}, rrrm =｛図＋ao+ a1 }, 
(R(w入），ヨ） f:::!(R(w炒， ::::Jtc)f:::! (R(w入),:::;hp)のHasse図

例 5.10.入＝（4,2),m = 2, 

叩＝｛a1+叩＋叫となり，

は下の図のようになる：

I 

●♦◆’ ◆.， 
••' 

♦・＇ I 
•• 28 + a1 
♦.t.◆. / ¥，，’I I 

8+,a1 + a2 8 + ao + a1, 

----¥ / ¥，,’ 
I 

ao +. a1 + a2 8 + a1 ; 
----¥ / ¥，，’I  

a1 + a2 ao + a1 ; 

---- ＼a;，’ 

例 5.1では，標準的順序でh(y)<0r h(x)であったが，

元の和で書けないので，比較不可能である．

h(y) -h(x) = 0:1 + 0:3はH入の
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6 古典的なYoung図への適用

mE五1とし，入＝（ふ，．．．，心），μ = (μ1,・・・,μm)を入っμとなるような分割とす
る．定義3.1の記法の下で，古典的な skewYoung図入／μは Z2の部分集合として，

入／μ={(a,b) E Z2 I a E [1, ml, b E [μa+ 1，入叶｝

と書ける．特に，‘‘普通の'’Young図入は特別な skewYoung図入／cf;(¢;=(0,0,...,0)）と

みなせる．

£E包1をtこふーμmとなるように取る．すると，入，μ E Pm,£ で， skewYoung図入／μ

は半順序集合として巡回的Young図1r(>./μ)＝入ゆと同型になる．ここで，コンテントを

c(a, b) = b-a+ m —恥

と定義し直すと， c（入／μ)C [l, K, -1]となり， W入／μ,tE W, R(w入／μ)CRとなる．ただし，

W及びRはそれぞれ A1<-1型の Weyl群及びルート系とする．

系5.6と合わせると，次を得る：

命題 6.1.写像h:入／μ → R(w入／μ)は順序同型である．

写像 l:R(w,\）→ R(w~りを L(a) = -w~1a で定める．定理 2.3 の同型と定理 5.5 の同

型との関係は次の通り：

命題 6.2. l は (R（い）， ::::l) と (R(w~1, ：：：：： or) の間の順序反同型で，さらに， Loh= coh.す

なわち，以下の図式が可換：

（入／¢,：：：：：) h 、 (R(w,¥），竺）

coh↓ /／/ 
(R(w~り，ク）op

ただし，（R(w~ り，：：：：：or)op は (R(wい），：：：：：or) の順序を逆転させて得られる半順序集合とする．
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7 巡回的skewYoung図と Bruhat順序

これまで，巡回的Young図の半順序構造について論じてきたが，巡回的Young図入に含

まれる skewYoung図全体のなす集合］び）の半順序構造について考える．

まず，古典的な結果を述べる．入を古典的な Young図とし， j（入）を入に含まれる skew

Young図（または，入の順序イデアル）全体の集合とする．］（入）は包含関係 Cに関して半

順序集合とみなす． wEWに対して， Bruhat区間 [e,w]:= {v E WI eさVさw}を定義

する．ただし，さは弱右 Bruhat順序を表す．

命題 7.1.写像入／μ→W入／μは（j（入），c)から ([e,w]，さ）への順序同型を与える．

例 7.2.入＝ （3, 2)とすると，叫＝ S⑬2s終1S2となり， jぴ）と［e,w入］の Hasse図は図 5

のようになる．

(.:J(入），c)

([e,w入］，さ）

／ 
EEP- EEP 田コ

戸
＼ 

¥ ／ ＼ /EEP EEP 
圧戸 EEP- EEP 

e
 

／ 

＼ 
S2 -S2S1 - S4S2S1 

84 - 8482 - 848283 

/ ¥ ＼翌S終1-sms終1S2
／ 

図5 入＝ （3,2)に対する］（入）と [e,w入］の Hasse図．

入を巡回的Young図とし，入に合まれる skewYoung図全体の集合Jハ）を包合関係 C

に関して半順序集合とみなす． tESTび）をとり， Bruhat区間 [e,w入）を

[e,w入):＝ LJ[e,w入，t[n]]
n~O 

で定める．［e,w入）はtに依らないことを示せる．すると，次のことが示せる：

゜定理 7.3.写像幻μ→W幻μは（j(入），c)から ([e,w砂さ）への順序ll"fJ型を与える．

また，［e,w入）は次のように書くことができる：
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命題 7.4.[e,w入）はく入―pluscule元全体の集合として書ける．すなわち，

[e,w豆＝｛wEWI〈＜5-,aり＝ー1Va E R(w)}. 

8 最後に

本稿は 2022年11月に行われた RIMS共同研究（公開型）「組合せ論的表現論における最

近の展開」での講演内容が基になっている．講演の機会を与えてくださった池田岳先生にこ

の場を借りて感謝する．
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