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Selmer複体と p進BSD予想

佐野昂迪（大阪公立大学）

Takamichi Sano (Osaka Metropolitan University) 

概要

Mazur-Tate-Teitelbaumは1986年に BSD予想のp進類似である p進BSD予想を定式化

した．同じ頃に， Perrin-Riou,Schneider, Jonesは， Mazur-Tate-Teitelbaum予想が岩澤主

予想から p進単数のずれを除いて導かれることを示した．一方， Bertolini-Darmonは1996年

にHeegner点に対する p進BSD予想の類似を定式化した．本稿では， Bertolini-Darmonの

予想がHeegner点の岩澤主予想から p進単数のずれを除いて導かれることを示す．証明には

NekovafのSelmer複体を用いる．本稿は論文 [San23]の一部の要約である．

1 序

本稿のテーマはp進 BSD予想である＊1. まずは通常の BSD予想の復習をしよう．

EをQ上で定義された楕円曲線とし， r:= rank(E((Q)）とおく． L(E,s)をEのHasse-WeilL 

関数とする．このとき， BSD予想は次のように述べられる．

予想 1.1(BSD予想）．

(i) ords=1L(E, s) = rが成り立つ．

(ii) £(rl(E, 1) := lill!(s -1)→L(E, s)とおくと，
S→1 

Lけ）（E,l)= #III(E/Q) ・ Tam(E/Q) 
#E(Q);。rs

・OE-RE 

が成り立つ． ここで，

-III(E/Q): Tate-Shafarevich群＊2,

-Tam(E/Q)：玉河因子の積，

-OE:実Neron周期，

-RE: Neron-Tateレギュレーター

である．

次に， Mazur-Tate-Teitelbaum [MTT86]によって定式化された p進 BSD予想を述べよう．簡

単のため， pを奇素数とする． Qoo/Qを日分ZP拡大とし， r:= Gal(Q00/Q)とおく．岩澤代数を
A:=Zp[［い］とし， I:=ker(A→均）を augmentationイデアルとする． p進BSD予想は Eのpで

*1、‘BSD”ばもちろんBirchとSwinnerton-Dyerを指す．
*2有限であると予想されており，このことも BSD予想の一部である．
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の還元によって定式化が異なるが，簡単のため，ここでは Eがpで良い通常 (goodordinary)還元

を持つ場合のみ考える． このとき， av:=p+l-#E(lFv)はpで割れないので，多項式x2-avx+p

はp進単数根aE写を持つ＊3. また， Eのp進L関数

ら EQp露 PA

及びp進レギュレーター
Rp E (Q)p紅 r;r+1

が構成できる． p進BSD予想は次のように述べられる．

予想 1.2(p進BSD予想 (Mazur-Tate-Teitelbaum [MTT86])). 

(i).Cp E (Q)p年 JTが成り立つ．

(ii)らのら年 IツJr+lにおける像を £}r)と表すと，

己＝（1 -！ 2 # III(E/Q)•Tam(E/Q) 
P a) ＃E(Q)？ors •RP 

が成り立つ＊4．

さて， p進BSD予想に関して，次の古典的な結果が知られている．

定理 1.3(Perrin-Riou [Per82], Schneider [Sch85]）．次を仮定する．

• III(E /(Q))のp部分III(E/(Q)) [p00]は有限である．

• p進高さペアリングは非退化（すなわち， Rp=J 0)である．

このとき，（EとQ00心に対する）岩澤主予想が正しければ，

ら E(Q)p露 R

が成り立ち，さらに

犀＝u．(1 -:）2 #III(E/Q)厨l•Tam(E/Q) •Rp 
#E((Q))？。rs

を満たす単数uE勾が存在する．

大雑把に言うと，定理 1.3は

「岩澤主予想が正しければ， p進BSD予想はp進単数のずれを除いて正しい」

ということを述べている．ここでは Eがpで良い通常還元を持つ場合のみに限って述べたが，乗法

的 (multiplicative)還元を持つ場合は Jones[Jon89]によって，良い超特異 (goodsupersingular) 

還元を持つ場合は Perrin-Riou [Per93]によってこのタイプの結果が得られている．

*3もう一つの根は p進単数ではない．

*4 Ill(E/IQI)の有限性を仮定している．
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最近の進展として， Burns-Kurihara-Sano[BKS]は，加藤のオイラー系 ([Kat04]参照）を用い

て定理 1.3の別証明を与えた．この結果は，乗法的還元及び良い超特異還元の場合も含み，さらに，

仮定 “RpヂO'’ も外している．［BKS]における証明の方法を少し説明すると，まず，加藤のオイラー

系に対する p進 BSD予想の類似を定式化し（「一般 Perrin-Riou予想 (generalizedPerrin-Riou 

conjecture)」という），そこから p進 BSD予想を導いた．また，この一般Perrin-Riou予想を岩

澤主予想から p進単数のずれを除いて導くことで，定理 1.3の別証明を与えたのである．つまり，

[BKS]は
p進単数のずれ

岩澤主予想 ⇒ 一般Perrin-Riou予想⇒p進BSD予想

という流れで定理 1.3を証明した．ちなみに， p進BSD予想とは異なり，一般Perrin-Riou予想の

定式化は Eのpでの還元によらず，特に加法的還元を持つ場合にも定式化される．

一方， Bertolini-Darmon [BeDa96]は， Heegner点に対する p進BSD予想の類似を定式化した．

筆者は [San23]において，定理 1.3のBertolini-Darmon予想に対する類似を証明した．すなわち，

(Heegner点に対する）岩澤主予想が正しければ， Bertolini-Darmon予想はp進単数のずれを除い

て正しいことを示したのである．証明には Nekov紅の Selmer複体 ([Nek06]参照）を本質的に用い

る．また，［San23]の方法を用いると，定理1.3のSelmer複体を用いた別証明を与えることもできる

（ここでも仮定 “RPヂ0’'は外せる）． この別証明には加藤のオイラー系を用いず，［BKS]において与

えた定理 1.3の別証明よりも「直接的」である．なお，この直接的な方法は，乗法的還元の場合にも

適用可能だが，超特異還元の場合は良い “integrality’'を持つ Selmer複体が（現時点では）うまく定

義されないので適用できないことに注意しておく．

本稿の構成は以下の通りである．まず， §2でBertolini-Darmon予想の定式化をし，主結果（定理

2.2)を述べる． §3でSelmer複体の定義を述べる． §4でHeegner点に対する岩澤主予想の定式化を

する． §5で主結果の証明に用いる代数的な「降下理論」について述べる． §6で主結果の証明を与え

る．最後に， §7で定理 1.3のSelmer複体を用いた証明を与える．

2 Bertolini-Darmon予想

本節では， Bertolini-Darmonによって定式化された， Heegner点に対する p進BSD予想の類似

を述べる ([BeDa96,Conjecture 4.5(1)], [AgCa21, Conjecture 3.11]参照）．また，それに対する定

理 1.3の類似を述べる（定理2.2参照）．

EをQ上で定義された楕円曲線とし，その樽手を N とする． pを奇素数とし， Eはpで良い通常

還元を持つとする． Kを虚2次体とし， pはKで不分岐とする．次の「Heegner条件」を仮定する：

N の任意の素因子は Kで分解する．

Koo/Kを反円分Zp拡大とし， r:= Gal(K00/K), A:＝為［［月],I:= ker(A→ Zp)とおく＊5. ま
た， r:= r皿 k(E(K)),戸：＝ rank(E((Q)),r―:＝ r —けとおく．このとき， Bertolini-Darmonは

•5 §1では円分均拡大QOO/Qに対して r,A, Iを定義したが，本節では反円分Zp拡大Koo/Kしか考えないので，同
じ記号を用いることにする．
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Heegner点を用いてp進L関数の類似

£匹 E(Qp紅 (E(K00)露 E(K00)@z  A) 

を構成した．また，「導来 (derived)p進レギュレーター」

R杷 EQp露 v(E(K)露 E(K)露 I勺IV+1)

を構成した＊6. ここで

v := 2(ma:x:{r+,r-} -1) 

である＊7. Bertolini-Darmon予想は次のように述べられる．

予想 2.1(Bertolini-Darmon予想）．

(i) £杷 EQp露 (E(Koo)露 E(Koo)紅 Iu)が成り立つ．

(ii),C杷のふ露p (E(K00) @z  E(K00)露 IツIV+1）における像を£閃D,(v)と表すと，

虚D,(v)E Qp年 (E(K)露 E(K)翫 IりIV+1)

であり，

£BD,（U) ＝ A2. #III(E/K) ・ Tam(E/K) p p • RBD 
#E(K);。rs p 

が成り立つ． ここで

Ap:＝ {1―占 pがKで惰性するとき，
(1 -げa pがKで分解するとき

である．

次の定理が本稿の主結果である．

(2.1) 

定理 2.2.III(E / K)のp部分III(E/K)[p00]は有限であると仮定する． このとき， Heegner点に対

する岩澤主予想（以下の予想4.1参照）が正しければ，

£杷 EQp鱈 (E(Koo)露 E(Koo)露 Iり

が成り立ち，さらに

.c:D,(v) = U. A;. #III(E/K)[p00]. Tam(E/K) P •RBD 
#E(K)l。rs

を満たす単数 u€ZX が存在する．

*6構成には Bertolini-Darmon[BeDa95]が尊入した「導来p進高さ (derivedp-adic height)」を用いる．導来p進
裔さは， Howard[How04], Nekovaf [Nek06, §11.5]により異なる構成法が与えられている．本稿では， Nekov紅に
よる定義を用いる（定義6.1参照）．
*7 Heegner条件を仮定すると， rは奇数になることが知られているので， I/2'. 0である．
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3 Selmer複体

定理2.2の証明には Nekov紅の Selmer複体を用いる．本節では， Selmer複体の定義を述べる．

k を一般の代数体とする． K の代数閉包衣を固定する． pの上の K の素点全体の集合を Sp

とする． K の無限素点全体の集合を Sooとする． Sを， K の素点の有限集合で， Spu Sooを含
むものとする．また， S1:= S ¥ S00とお <.Ks/Kを， Sの外で不分岐な最大ガロア拡大とし，

Gx,s := Gal(Ks/K)とおく． Kの各素点 vに対し， vの上のrの素点を固定し，その分解群を
瓜の絶対ガロア群GK。と同一視する． Kの有限素点 vに対し， K位／Kvを最大不分岐拡大とし，

Iv:= G紅 r C GK。を惰性群とする．

X をZp加群で， Gk,sの連続な作用が入っているものとする． Rr(Gx,s,X):= C•(Gx,s,X) 

を，連続ガロア・コホモロジーの複体とする（例えば[Ser02,§1.2.2]参照）． Rr(Gxv,X)なども同

様に定義される．有限素点 vに対し，不分岐ガロア・コホモロジーの複体を

Rに (G瓜，X):= Rr(Gal(K翌／kふXり

と定める． このとき，自然な膨張 (Inflation)射

Inf: Rrur(Gxv,X)→Rr(Gx。,X)

がある．これを用いて

Rr;ur(Gxv,X) := Cone (Rrur(Gxv,X)--=-!:出Rr(Gxv,x))

とおく．

定義 3.1([Nek06, §6.1]参照）．次が与えられているとする：

（＊） 各 VESpに対し， Zp[Gxv]加群の完全列0→ x:→ X → XV―→0. 

これに対して， Selmer複体＊8を

匝(K,X),~ Cone (RI'(GK,s,X)→ ④ RI'(G応，x；頂④ Rr/ur(GKv,X) ［-1] 
と定める（右辺の射は制限写像から誘導さv;s;）．これは擬同型:ES̀：PてSのとり方に］らない
([Nek06, Proposition 7.8.8(ii)］参照）．

注意 3.2.EをK上定義された楕円曲線とし， Sは悪い素点＊9をすべて含むとする．このとき， X

として Eのp進Tate加群⑰(E)がとれる． Eは任意の VESpで良い通常還元を持つと仮定する

と，（＊）として次の標準的なものがとれる： VESpに対し，

0 →乃（瓦）→⑰(E)→ ⑰（瓦） → 0. 

ここで瓦，瓦は， Eを0広上の楕円曲線とみなしたときの，それぞれEの形式群， Eのmodvで

の還元を表す． Tp（瓦）， Tp（広）は階数1の自由 Zp加群である．

*8より正確には，「Greenberg局所条件」に関する Selmer複体である ([Nek06,§7.8]参照）．
*9すなわち， Eがvで悪い還元を持つような Kの素点 Vのこと．
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4 Heegner点に対する岩澤主予想

§2の設定に戻る．本節では， Heegner点に対する岩澤主予想を定式化する．

注意 3.2のように， Kの素点の有限集合Sを， SpU Boo及び悪い素点をすべて含むようにとる．

T :＝⑰(E)をEのp進Tate加群とする．このとき，

11':= T露 PA 

とおく．これに Gk,sの作用を

(J". (t@入） ：＝ 6賃万―1入 (uE Gx,s, t ET,入EA)

で定める． ここで万Erは， 自然な全射Gk,s→rによる 6 の像を表す．
Eはpで良い通常還元を持つと仮定しているので，注意3.2で述べたように，各VEふに対して

Zp[G応］加群の標準的な完全列

0 →冗→T→冗→0 

がある．これに対して Selmer複体Rr1(K,T)を定義する（定義3.1参照）． Tに対する Selmer複

体面f(K,'IT'）も同様に定義される．

有限生成 A加群の有界な複体 Cに対して， deい（C)をその determinant加群とする．また，

detA1(C) := HomA(detA(C), A)とおく．

Q(A)をAの商体とする．このとき， Heegner点を用いて「Heegner元」

Joo E Q(A)叡 detい（面¥(K,'IT'））

が定義できる．これを用いて， Heegner点に対する岩澤主予想は次のように定式化できる．

予想 4.1(Heegner点に対する岩澤主予想）． A・Joo= det入l(Rr1(K,'IT'））が成り立つ．

注意 4.2.Heegner点に対する岩澤主予想はもともと Perrin-Riou[Per87]により別の形で定式化さ

れたが，それが予想4.1と同値であることは [KaSa22,Proposition 5.12]において示された．

5 降下理論

本節では，定理 2.2の証明に用いる「降下理論」について述べる．本節の内容は純粋に代数的で

ある．

一般に，可換環RとR加群M に対して

M* := HomR(M, R) 

とおく． M のRねじれ (torsion)部分加群を Mtorsとし，ねじれ自由 (torsion-free)商を

Mtr := M/Mtors 

とおく．
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冗を離散付値環とし， Pをその極大イデアル， F:= R/Pを剰余体とする．次の形の複体を考

える：

C=［炉→炉'].

ここで d,d'~ 0で，冗dは次数1におく．び， TをそれぞれH1(C),H2(C)の冗階数とし，

p := length冗(H2(C)tors) 

とおく．（Fit阪 (H2(C)tors)＝炉が成り立つことに注意する．ここでFittはFittingイデアルを表

す．）また，

C。:=F鐸 C=［デ→戸］

とおく．

次の 4つの写像を考える：

T 

'P : det尉(C)= de阪(H1(C)）鐸det尉(H2(C)）ニ炉・パが（C）鐸I¥炉 (C)*'
冗 R

1r : det尉(C)→ F露 det尉(C)'::::'det云1(C。)，

Der ：岱•八；が(C)@R/¥；炉(C)*→八仄(C。)応I¥；が（C。)＊幻炉／pp+l,

Reg: deば(Co)→八：が(Co)0F/¥；炉(C。)＊幻炉／Pp+1.

ゃは自然な同型

de阪(H1(C)) -:::,:, /¥；が（C),det定(H2(C))-:::,:,Fit阪（が（C)tors)・八；が(C)*

から誘導される． T は自然な全射である． Derは“modulopP+l’'による自然な写像である． Regの

定義は少し複雑なので，本節の最後で述べる．

次が [San23]における代数的な主結果である．

定理 5.1.次の図式は可換である：

det尉(C)~炉•八砂(C)0̀が (C)*
T↓ ↓Der 
det-;c1(C。)上A：が（Co)0刀凡H如o)*幻炉／Pp+1.

注意 5.2.CJ"= T = 0のとき，定理5.1は本質的に Nekovaf[Nek06, (11.6.12.2)］によって示されて

いる．また， P・H2(C)tors= 0のとき，定理5.1は本質的にBurns-Kurihara-Sano[BKS16, Lemma 

5.22]によって示されている．

写像Regの定義を述べる．以後，記号の簡略化のため

Q':＝アソpi+1
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とおく．まず， Cのフィルター付け｛炉C}iから，

Eド＝ Hi+1(Co)@F Q' 

なるスペクトル系列 E~,J が定まる＊10．いま，

O"k := dimF(E~心），在：＝ dimF(E昆）

とおく．さらに，

とおく．すると，

が示せる．特に，

である．また，

が示せる．

微分

ko := min{k ~ 1 I炉．炉(C)tors}

E四＋1~圧(C）緑 F, E[9+1~が (C)tf0応 F

びK。＝び， Tk。=T 

K。
p = Lk(Tk-l -Tk) 
k=l 

(3 （ k):＝心： E~, 1 → Ez,2-k

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

を考える．（k=lのとき， 13(1): H1(C。)＝E『'1→ Eい＝炉(Co)⑳Fp／戸は Bockstein写像＊11
と一致するので， (3(k)はBockstein写像の一般化である．）スペクトル系列の定義より，完全列

0 → E晶→ E~,1 竺五z,2-k → E□-K→O 

がある．自然な同一視 E~,2-i = E~,2 ⑳F Qiができることに注意すると，上の完全列より同型

入k:detF(E四） ⑧F det-;:1(E竺）~ detF(E~'.責） Rrdet}1(Ei古） ⑭F Qk(Tk-1-Tk) 

が誘導される．（5.1),(5.2), (5.3)に注意して，写像Regを

Reg:＝入K。0 • • • 0ふ： deば(C。)＝ detF(E炉）幻deザ(E匹）
O T 

→八：（が（C)i?.9R ~)T@~/\r（が（C）尋豆）畜 QP

e /¥ rが (Co)@パ＼r炉 (C。)＊ ＠FQP 

と定める．

注意 5.3.構成より，写像Regは単射である．

*10スペクトル系列は普通Ef'qと表されるが，本稿では pは素数， rはMordell-Weil群の階数を表しているので，記号
を Ei,jに変える．
k 

*11複体の短完全列
0→C。RrP戸→CR冗冗／炉→Co→O

に付随する接続準同型

8: H1(Co)→炉(Co)0FP／炉

をBockstein写像という．
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6 定理 2.2の証明

本節では，定理2.2の証明について解説する． III(EI K) [p00]が有限であることと， Heegner点に
対する岩澤主予想（予想4.1)を仮定する．

AのIでの局所化R:＝ふを考える．冗は離散付値環で，極大イデアルは P:=IR,剰余体は

②である．炉／pi+l= Qp露 PJi/Ji+lに注意する．

Selmer複体のIでの局所化

C:=RRけ訊(K,11') 

を考える．これは [Rd→R町の形の複体で代表され， §5の結果が適用できる．また，このとき，
a=T=lである．よって定理5.1より可換図式

det尉(C)~ `炉・圧（C)露が(C)* (6.1) 

T↓ ↓Der 
det贔(Co)二が（Co)郊 H如o)*Rふ炉／p叶 1.

を得る．

定理2.2の前半，すなわち，

£杷 E(Qlp況 (E(Koo)露 E(Koo)露 I勺 (6.2) 

を示すことは比較的やさしいので，手短に証明の概略を述べる．まず， V:::;pであることが示せる．

岩澤主予想（予想4.1) より，特に

300 ERR砂 et]面 1(K,1')) = det尉(C)

が成り立つので，元外ぶ） €四 •H1(C) Rn H2(C)＊が定まる．この元と腐叩を比較することで，

それほど困難なく

£匹 EQp匁 (E(Koo)翫 E(Koo)露 Iり

が示せる．よって， I/:s: pより，（6.2)が従う．
次に，定理2.2の後半，すなわち，

#III(E/K)[p00]. Tam(E/K) 
ヨuE写 s.t..c:D,(v)= u ・ A; ・ . R"f!!D 

#E(K)l。rs p 

を示す．

(6.3) 

(6.4) 

ここで， R杷の定義を述べよう． V:= (Qp czp Tとおく．まず， Selmer複体のよく知られている

性質

Zp@け記(K,11')~面 1(K,T) (6.5) 

より，

C。=Q戸点C'=='面 t(K,V) 
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であることに注意する．仮定＃III(E/K)[p00]< ooより，

が(Co)~ (Qp露 E(K)

である．また，双対性より

が(Co)~ が (Co)*

である．よって，同一視

det贔(C。)＝Qp翫（八:E(K)tf@z八：E(K)tf)

ができる．

定義 6.1．樽来p進レギュレーター

R匹Eが (Co)@Qp H2(C。)＊ Rむ炉／PV+1= QpRzp (E(K)翫 E(K)御 IツIU+1)

を次で定める＊12:E(K加の Z基底{xi,...，叫｝をとり，

R匹：＝｛:eg((x1I¥・・・ I¥叫） ⑭（X1 I¥・・・ 叫^）） u ＝ pのとき，
v<pのとき．

（これは {xi,...，叫｝のとり方によらない．）

(6.6) 

さて，（6.4)を示す． v<pのときは，（6.3)より£りD,(v)= Qであり， R岬も定義より 0なので，

(6.4)は自明である．

よって，以後v=pとする． このとき，

Der(cp応）） ＝£9D,（P) 

であることが（ほぼ定義から）示せる．よって，岩澤主予想（予想4.1) より

Der(cp(detA1（面1(K,11')))) = Zp. [,:D,(p) 

が従う．これと可換図式 (6.1)及び

1r(detA尺面1(K,11'))) = detz:旦記(K,T)) 
であること ((6.5)より従う）に注意すると，

Reg(detら見記(K,T))) = Zp ・ £:D,(p) 

が得られる．よって，（6.4)を示すためには，

→ -

Reg(det―1(R乃(K,T))) = Zp ・A;・ #III(E/K)厨]• Tam(E/K) z:(RI'1(K,T))) = Zp ·A;·~· R:o 
#E(K);。rs p 

を示せば十分である．

(6.7)は計算により示される．次の事実が鍵となる．

(6.7) 

*12 RBDのこの定義の仕方は本質的にNekov紅 [Nek06,§11]による． この定義と Bertolini-Darmon[BeDa96]による
ものが一致することについては [San]に詳しく書く予定である．
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補題 6.2(Greenberg [Gre97]). v E Spとする． H0(Gxv,Tv-)= 0なので，が(G応 Jげ） C 

が (G瓦，T)とみなせることに注意する． Kummer写像 Zp露 E(Kv)→H1(Gx。,T)の像を
H}(Gxv,T)とする．このとき， H1(G応 9冗） cH}(Gxv,T)であり，

# (H}(Gxv,T)/H1(Gxv,Tv+)) =＃豆v(lFv)炉00]

が成り立つ．ここで瓦は vの剰余体を表し，瓦(JFけ[poo]はEv(lF』のp部分を表す．

(6.7)の証明の概略を述べよう．まず，ガロア・コホモロジーの長完全列や双対性を用いると，同

一視 (6.6)の下で

deti,：両(K,T)) 
= ［田（胃り：1h))（且＃且（恥）） • ＃III(E/：）：(OÒ :m(E/k) 

心 Rz（八：E(K)tf⑧z八；E(K)tf)
と計算できる．次に，心の定義 ((2.1)参照）から

Zp. Ap = Zp. IT＃瓦（]FV) 
vESp 

が容易にわかる．よって，補題6.2より

det以（匝(K,T))=A;・ 
#III(E/k)［p°°l •Tam(E/k) r r 

.z心（八:E(K)tf露八E(K)tf)
鱈 (K)？。rs

となる．これと RBDの定義より (6.7)が従う．p 

7 定理 1.3の証明

口

定理 1.3は，定理2.2と同様に Selmer複体を用いて証明できる．（定理 1.3の仮定 “RPヂ0’'は外

せる．）その概略を述べよう．

§1の記号を用いる． Eはpで良い通常還元を持つとする． T：＝⑰(E),11':= T⑭Zp A, V := 

Q戸迄,Tとお <.Q(A)をAの商体とする． EとQOO/Qに対する岩澤主予想は次と同値である．

予想 7.1(EとQOOIQに対する岩澤主予想）． Selmer複体Rr1((Q, 11')のコホモロジーはねじれA

加群であり，

<p: Q(A) C9A detA1（面j（Q,T)）..:'..tQ(A) 

を標準的な同型とすると，

A．ら＝ cp(de尉（面1((Ql,'II')))

が成り立つ．



269

注意 7.2.よく知られている岩澤主予想の定式化は

A・ら＝ charA(Selp=(E /(Q00) v) 

である．ここでSelp=(E/(Q00)は通常のp00-Selmer群であり，（一VはPontryagin双対を表す．こ
れが予想 7.1と同値であることは， jjf(Q,']['）~ （也恥jj}（ふ，V/T))vとSelp=(E/(Q00)vが擬同型
であること ([Nek06,Propositions 9.6.6, 9.6.7.5]参照）及び

叩(detい面J(Q,']['））） ＝charA（面（Q，']['））

であることから従う．

以下，＃III(E/(Q)[p00]< ooと岩澤主予想（予想 7.1)を仮定する．

前節と同様に， AのIでの局所化冗：＝ AIを考える． Rの剰余体は QPと同型である．複体

C := R@け記((Q,1') 

に対して定理5.1を適用すると，可換図式

<let尉(C)-----f-----a、 IPR 
71"↓ ↓Der 

<let贔(Co)~Qp露 IりIp+1

が得られる．ここで， C。：＝ Qp⑭長C-:::::Rr1(Q, V), p := lengthR(H2(C)）である．
岩澤主予想（予想7.1)を仮定すると

£p E <p(det尉(C))=JP.R,

がわかる．一方， rspは容易に示すことができる＊13．よって，

£pEfT•R 

が従う．これで定理 1.3の前半が示された．

(7.1) 

定理 1.3の後半を示す前に， p進レギュレーター RPの定義を述べよう．（6.6)と同様に，同一視

<let贔(Co)=(Qp @z（八；E((Q)tf露八E((Q)tf)
ができることに注意する．

*13証明： QpR長C'::eRむ(Q,V)と双対性より

Qp録が(C)'::e面(Q,V)'::e fi}(Q, V)*'::e Q茂 zE(Q)* 

である（最後の同型で＃Ill(E/Q)[p°°]＜ ooを用いる）．よって

r = dimQP(IQlp Rn祀 (C))'.'S'.length冗（祀(C))=p 

が従う．
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定義 7.3.p進レギュレーター
Rp E (Qp露 p町 r+1

を次で定める： E((Q))tfのZ基底｛お1,．．．，叫｝をとり，

恥：＝｛（一ltReg((x1八．．． A叫）R(x1 /¥ ・ ・ ・ /¥叩）） r ＝ pのとき，

0 r<pのとき．

（これは {xi,...ふ｝のとり方によらない．）

注意 7.4.p進高さペアリング

〈-,-〉P: E((Q)) x E((Q))→ふ年 I/12

は次で定義される：

〈x,y〉p:= -(3（l)(x)(y). 

ここで

(3（1) : (Qp @z  E((Q)'=" H1(Co)→が(Co)年 III2~ HomQp(Qp露 E((Q)畠露 I/Iり
はBockstein写像である (§5参照）．このとき，

凡＝<let(〈XぃX占）1:S:i,j玄

が成り立つことが確かめられる．（p進高さペアリングが非退化であるための必要十分条件は r=p

であることもわかる．）

定理 1.3の後半，すなわち，

ヨuE写 s.t.,C炉＝ U．(1 -：）2 #III(E/Q)厨］ •~-RP (7.2) 
#E((Q)rors 

を示す． r<pのときは，（7.1)より£い＝ 0であり， Rpも定義より〇なので，（7.2)は自明である．

よって r=pと仮定してよい．このとき，定理2.2の証明と同様に，（7.2)は次を示すことに帰着さ

れる：

1 ¥ 2 #III(E/(Q)[p00] ・ Tam(E/(Q) 
Reg(detら：両((Q,T)))= Zp ・ (1 -¾ a) ＃E(Q)f。rs •Rp 

これの証明は (6.7)と全く同様の計算でなされる． 口

注意 7.5.本稿では，簡単のために定理 1.3はEがpで良い通常還元を持つ場合にのみ述べたが， E

がpで乗法的還元を持つ場合の類似の結果も， Selmer複体を用いて以上と同様の方法により証明で

きる．

注意 7.6.[San23]では， Agboola-Castella[AgCa21]により定式化された Bertolini-Darmon-

Prasannaのp進 L関数に対する p進 BSD予想に関しても，定理 2.2の類似を証明している．

また， §1で述べた「一般Perrin-Riou予想」のHeegner点に対する類似に関しても同様の結果を得

ている．
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