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根付き木写像と多重ゼータ値，多重L値
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概要

Connes-Kreimerによる根付き木のホップ代数に墓づいて， (r+l)変数非可換多項
式環上の写像（根付き木写像）を構成する最近の研究により，この根付き木写像は
多重L値の関係式族を誘導することがわかってきたので，その報告をする．本稿では
まずr=lの場合にすでに得られていた多里ゼータ値に関する結果を復習し，次に一
般の rの場合に話をもっていく．

1 Connes-Kreimer's Hopf algebra of rooted trees 

閉路を持たない連結な有限（有向）グラフを杢 (tree)と呼ぶ．木であって，墾 (root)と

呼ばれる特別な頂点を持つものを根付き木 (rootedtree)と呼ぶ．すべての辺 (edge)が根

から離れる向きに向き付けられている，という性質で根は特徴付けられる．平面構造を持

たない根付き木 (non-planarrooted tree)とは，根付き木であって，各頂点から出ている辺

に順序関係がないものをいうたとえば，介とfは区別しない．
以後，根付き木は平面構造を持たないものとする

., I,!, A, i, A, ふ，介，．．．
などが根付き木である． （このように根付き木を図示する場合には，根を一番上に書くこ

とにする）

木の disjointunion を應 (forest) と呼ぶ森が生成する Q—ベクトル空間を 1icK と書く

ことにする：

1icK := L (Qf. 
/:forest 

このとき， 1icK は自由な可換 Q—代数になる（積は disjoint union. 積の単位元を l1と書い

て，空の森 (emptyforest) と呼ぶ）たとえば， 3.,1ヽ +iIA-8••I+2lIE1icK ・
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T を，すべての根付き木が生成する Q—ベクトル空間とする. (Q-線形写像B+:HcK→T 
を，凡(IT):=• と，森に対してはそれを構成している根付き木のすべての根を別の新たな
点（これが新たな根になる）につなげるものとして定義するたとえば

B+(•A) ='}._, B+(…-2U) =ふ— 2{?

などとなる．この B十を接ぎ木作用素 (graftingoperator)と呼ぶ．空でない任意の根付き

木tに対して， t= B+U)となる森fがただ一つ存在することがわかる (fはtの根を取
り除いたもの．）

接ぎ木作用素を用いて， 1-lcK上に余積 (coproduct)△： 1-lcK→ HcKR1-lcKを，

△ (Jg)=△ (f)△ (g) (f, g E 1-lcK), 

および根付き木t= B+U)に対して

△ (t) :=tRll+(idRB+)(△ (f)) 

で定義するこの定義により，たとえば，

△ (IT)= llRll, 

△ (•)=•®ll+ll ⑧ .' 

△ (••) =00®ll+2•®•+ll®••, 

△ (A) = A Q?: lI +・ • R ・+ 2・訂+llRA,

などと計算される最後の例は，この余積が余可換 (cocommutative)ではないことを示し

ている一方，この余積△ は余結合的 (coassociative)であることが知られている．

以下の定理1を述べるために， HcKの積 (disjointunionであった）をm: HcKR1-lcK→ 

礼CKと書く．単位元l1は， Qから HcKへの写像で， 1をl1に送る写像である．余単位元
(counit) ft尻 CK→Qを， IT(ll)= 1であることを除いて，すべての森を消す写像として定義
する．対菰射 (antipode)S : HcK→ HcKを，反代数準同型であって

mo (S⑳ id) Q?: △ = lI o ft = m o (idRS) o△ 

なる性質で定義する（ただし，本稿における次節以降の議論では，余単位元や対臨射は必

要ない）このとき，次が知られている．

定理 1([CK]). (1-lcK, m, lI△, ft, S)はHopf代数になる．

2 Rooted tree maps for MZV's 

この節では， Connes-Kreimerによる根付き木の Hopf代数1-icKから二変数非可換多項

式環Sj:= (Q〈x,y〉へのある作用を構成する
先に記号を準備しておく .M:SjRSj→りを，テンソル積を非可換積にする写像とす

る： M(vRw) := vw. また， uE Sjに対して，凡：幻→gを， uを右からかける写像とす
る：凡(w):= WU. 
さて，まず空の森l1を5上の恒等写像とみなすことにする．このとき，以下のようにg
上の線形写像を帰納的に定義することができる
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定理 2([Tl). 任意の森f(-/-II)に対し， (Q-線形写像f:SJ→ SJ (同じ記号fで表すことに
する）を，以下の4条件で定義することができる：

i) f =. のとき， f(x)= -f(y) = xy, 

i') (B+(f))(u) = RyRx+2yR:;;1 f(u), 

i") f = gh (g, hヂII)のとき， f(u)= g(h(u)), 

ii) f(wu) = M((△ (f))(w⑧ u)). 

ただし， uE {x,y}, w E Sj. 

これによって定義される写像 fを根付き木写像 (rootedtree map)と呼んでいる条件

i') 中の R~→がf(u)にいつでも適用できることや，条件 i")中のf(u)はfのg,hへの分解

の仕方によらないことがわかるはじめの3条件が初期条件で， 4つ目が帰納的なルール

を与えている写像fの帰納的なルールは，対応する森fの余積ルールからきている．根
付き木写像は 1icKから 5への作用を与えていることも確認できる．根付き木写像の間の
可換性は非自明だが，証明できる．

例 3.根付き木写像の像をいくつか計算してみる．△(・) =. ⑧ lI 十 lI0•なので，

••(x) =•(xy) =•(x)y + x■(y) = x炉ー炉y.

次に， A.=B+(••) なので，

A,(x) = (B+(••))(x) = RyRx+2yR戸•(x)

= xy(x + 2y)y —丑(x+ 2y)y = xyxy + 2xy3 -企y-2xザ．

さらに，△(A.) = A. ⑳ lI+••0•+2• ⑳ I+II0人なので，

A.(xy) = A.(x)y +••(x)•(y) + 2■(x)I(y) + xA,(y). 

A.(y) = -A.(x)が成り立つことや， I(y)= (B+(-))(y) =凡Rx+2yR戸(y)= -x(x+2y)yを
用いると，

A.(xy) =企y+xザー4x2炉ー 2xy炉y-3xyx炉―xy2xy+ 2xy4 

を得る．

3 Rooted tree maps relations 

3.1 Multiple zeta values 

多重ゼータ値(multiplezeta values, MZV)とは，正の整数 k1,k2, ... , 似(n:::: 1, k1 > 1) 

からなるインデックス k= (k1, k2, ... , kn)に対して，以下の（収束）級数で定義される実

数である．
1 

く(k)= ((k1, k2, ... , k砂= L 
k1 k2 

m1>叩＞…＞叫＞〇
m1叫... k mn n 
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.fjO := (Ql + X珈は8の部分環になる.Hoffman [H]にしたがい， (Ql-線形写像z:.fjo→股
をZ(l)= 1および

Z(xk1-lyx知ーly... X知ーly)=〈(k1,k2, ... , k砂

で定義する.MZVの間のQ線形な関係式を見つけるというのは， kerZの元を見つけると
いうことに等しい

3.2 Rooted tree maps relations 

以下の定理にあるように，根付き木写像はMZVの関係式を誘導することがわかる．

定理 4([Tl). 任意のrootedtree map f (-=/-ll)に対し， f(対0)C kerZ. 

この定理は，純代数的に川島関係式 [K]の線形部分に帰着させることで証明できる．

例 5.たとえば， xyE i:i0だから，例3で計算した

,h(xy) =企y+xザー4丑炉ー 2xy丑y-3xyxy2 -xy2xy + 2xy4 

をzでうつすと 0になるわけなので，以下の関係式を得る

く(5)+ ((4, 1) -4く(3,1,1)-2く(2,3) -3く(2,2, 1) -((2, 1, 2) + 2((2, 1, 1, 1) = 0. 

3.3 Derivation relations 

正の整数nに対し， (Q-線形写像8n:fJ→gを

叫x)=—叩y) = x(x + Yt-lY 

およびライプニッツ則

8n(vw) = 8n(v)w + v8n(w) (v, w E jj) 

で定義する．このとき，次が知られている．

定理 6([IKZ]). 任意の n~l に対し， an⑮0) C ker Z. 

これを， MZVの樽分関係式という

幹のみからなる次数（点の個数） mの根付き木（およびそれに対応する根付き木写像）

を心とおく．たとえば，

入1= ., ふ=I, ふ＝！，入4=I
などこのとき，以下の等式が成り立つ．

n 

定理 7([BT2]). 任意の n~l に対し， On= n こ(-1{+1 L 入m1・・・入叫・
2n -1 

d=l m叶…＋叫=n
m1, …，md2'.1 
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1 
例 8.たとえば， 81=•, 82 = 3 (21-・・)'03 = 7 (叶ー31・＋…）など．
この定理は， MZVの導分関係式は根付き木写像からくる関係式族に含まれることを示し

ている

注意 1.さらなる考察として，論文 [BTl]では， HenrikBachmannと共同で，根付き木写像

からくる MZVの関係式族はMZVの）ii島関係式の線形部分と同じ族であることを示した．

4 Problems 

根付き木写像の話はできたばかりで，いろんな課題が残っているその一部を紹介する．

(1)根付き木写像はMZVの間の全関係式族を与えてはいない．そこで，それを与えるよ

うに根付き木写像をうまく拡張できるか

(2)根付き木写像の間に関係式が成り立つことがわかっている．たとえば，次数4の森に

対応する根付き木写像について，

人＋ふ— 2介一人・ +U=O

が成り立つ．次数4ではこれが唯一の関係式だが，次数5になると，次の4つの関係

式がなりたつ．

・（次数4の式の左辺） =0, 

凡（次数4の式の左辺） =0, 

ふ—舟"'-+ふ—ふ・＋ぶ =0,

令—A合＋ふ—かi —介・ +iI= o. 
このうち，はじめの 2つは次数4のものからくる，いわば古い関係式であるが，あと

の2つは低い次数のものからは来なさそうな，新しい関係式と見ることができる．根

付き木写像の間の全関係式を与えることはできるだろうか．（これは純代数的な間題

である）

(3)根付き木写像はそもそも Connes-Kreimerの根付き木Hopf代数に括づいて作られた

ものであるこの写像たちは何か数理物理的な対象と密接に関連しているのかた

とえば，周期 (periods)や振幅 (amplitudes)などとの関連が明確に説明できるか．

5 Rooted tree maps for MLV's 

ここでは，論文[TW]に纏まりつつある結果をかいつまんで紹介する.rを正の整数とし，

μrを1のr乗根全体のなす群とする.Arをr+l変数の非可換多項式環Q〈X,YsIS Eμr〉
とする. z = X + Yiおよび砂=x + b(s)ys (s E凸）とおく． ただし， 6はb(l)= 0 



75

および8(s)= 0 (s Eμr-{1})とする. MZVの場合と同様に， wE Arに対して， Rw

は w を右からかける Ar 上の線形写像とし， R~l をその (Arw 上での）逆写像とする：

応 (vw)= v (w,v E Ar). また， Mも同様に，テンソル積を非可換積にする写像とする：
M (WRV) = WV (W, V E Ar). 

空の森IlをA上の恒等写像とみなすことにする.MZVの場合と同様に，A上の根付き
木写像を次のように定義できる

定理 9.任意の森f(ヂIT)に対し， (Q-線形写像f:Ar→Aを，以下の4条件で定義するこ
とができる：

i) f =. のとき， f(zf)= zf(z -zf), f(z) = 0, 

i') B+(f)(zf) = Rz-zfR2z-zgR; —~zgf(zf), B+(f)(z) = 0, 

i") f = gh (g, hヂIT)のとき， f(zf)= g(h(zf)), f(z) = 0, 

ii) f(wu) = M(△ (!)(wRu)). 

ただし， sEμr,W E Ar,U E {x,y. Is Eμ}. 

A っ A~:= (Q + EsEμ,r xA叫＋区，tEμ,rYtArYsとおく.s EμrとfE 1-lcKに対して，
t# 

砂~l = [f,R』(=f Rzg -Rzg f)とおく.MZVの場合と同様に，森 fに対する根付き木写
像fの次数を，森 fのグラフの次数とするまた， deg(Rz)= 1とおく．このとき，

定理 10.空でない任意の森 f,gに対して，次が成り立つ．

(a) SEµr によらない写像釘が存在して，砂~) = Rz-zf釘R叶・

(b) f ((Qx十喜+A~) C LX凸+L YtArYs• 
sEμ,r sEμ,r s,tE/1,r 

(c)細 Ul= f + R占

(d)¢1 E (Q[Rz, t I t : rooted trees]deg(f)-1・

(e) [f, g] = 0. 

(f) f(wv) = M(△ (f)(wRv)) (w, v E Ar). 

(g) f = ghのとき， f(w)= g(h(w)) (w E Ar). 

tfl 

注意 2.r = 1のときはMZVの場合に帰将される．

k 2'. 1, s Eμrに対して Zk,s= Xk-lYsとおく．多重L値(multiple£-value,MLV)を割り

当てる Q線形写像£:Ao→Cを£(1)= 1および， (kい 1)=J (1, 1)に対して，

,C(zぃ...zい） = L(k1, ... , k叫釘，...,sn) = L 
m1>…>叫>0

s炉―m2••• 8叫—1-mn mn  
n-1 s n 

m古・・・mn知

と定義する.(MLVについては [AK]参照）また， TをA上の反自己同型で， T(x)= Yi, 
T(Y1) = x, T(y』=-y. (sヂ1)とする．
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定理 11.任意のrootedtree map f (ナ II)に対し， Tf T(A~) C ker ,C. 

注意 3.Tで共役を取ってあることに注意．共役を取らないものも MLVの間の関係式を

与えているかどうかは (r= 1の場合にはMZVの双対公式が川島関係式の線形部分に含
まれているという事実を用いれば肯定的に示せるが）一般にはまだわかっていない．定理

7の対応物については成り立つことが若林徳子（大阪電気通倍大学）との共同研究の中で

示されつつある．
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