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1 The folding familyとTherotation unfoldingについて

Mc配をz= f(x,y)で定義付けられた正則な曲面とする．（x,y,z)>--+(x, y生z)をこのグラフに制限した

写像(x,y) >--+ (x，砂J(x,y)）を曲面M のThefolding mapと呼びF:配→配と置く．この写像が特異点

を持つ条件は仙面M の接平面がxy平面と一致するときであり，それがcross-capよりも退化する条件は曲面

M の主方向がy軸方向と一致する時であることが知られている．

この写像は曲面の無限小鏡映対称性 (Infinitesimalreflectional symmetry)を研究するために Bruceらに

よって導入された．（［1],[2]）通常の意味での鏡映対称性は曲面z= f(x,y)に対して f(x,y)= f(x,-y)が成

立することであるため，本稿では無限小鏡映対称性を f。(x,y) = ½U(x, y) -f(x, -y)）が原点の付近で0に

十分近いことであると考えよう．この f。(x,y)はyに関する fの奇関数部となる．このとき次が成立する．

• f。(xo,Yo)＝羞f。(xo,Yo)＝島f。(xo,Yo)= 0を満たす点 (xo,Yo)はF(xo,Yo) = F(xo, -yo)を満た
し，（xo,Yo),(xo, -yo)においてのFの像の接平面は一致する．そのような点を Self-tangencypointと

呼ぶ

• FがB2ー特異点 (x,y)>--+(x,y汽炉ー丑y)とA-同値であるとき，その写像を少し摂動すると Self-

tangency pointが生じる．（図 1)

• Fの特異点型を係数から判定するとき，その条件はyの奇数次の係数のみで決定される．（表．2)

a=O a= 0.6 

図1Self-tangency pointを持つ写像(x,y)>-+(x, y2, y5＿丑y＋企y-2a2炉）の像

[2]にて BruceとWilkinsonが示したことを，簡単にまとめる．まず Thefolding familyの特異点型を
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Mondの分類（表1,[8]）で整理した．そしてこの Thefolding mapの鏡映面に運動群を作用させることでThe

Germ f(x,y) Ae-codim Determinacy for A Name 

(x,y2,xy) 

゜
2 Cross-cap (S。)

(x, y2, y3士砂＋1y),k 2: 1 k k+2 st 
(x,y叫呼y土y2k+l),k 2 2 k 2k + 1 Bt 
(x,y汽 x炉土 x勺）， k~3 k k+l ct 
(x,y叫企y+炉） 4 5 F4 

表1Mond型の特異点

folding familyと呼ばれる写像族を導入する．この Thefolding familyがM の埋め込み全体の residualset 

でA-versa!であること，この族の分岐集合が曲面MO)焦曲面の dua]とSymmetrysetのdua]で表せること

を示し，分岐集合のモデルを与えたこのモデルは Ci—型の特異点の場合が抜けている．（図 2, 図 3) ここで，

ある写像の写像族がA-versa!であるとはその写像がとりうる変形をすべて持っているような写像族のことを

指す． A-versa!である写像族はその写像の各写像族に対してパラメータの同型が存在するため，分岐集合にも

同型が誘導される．よって A-versalな写像族の分岐集合のモデルを与えることで A-versalであるということ

を確認している写像族であればその分岐集合の微分同相類を知ることができる．

ニ ／
-B1 

／ 
Sl = S2 

B2 B3 C3 

図2 BruceとWilkinsonによる Thefolding familyの分岐集合のモデル([2]）．焦曲面のdua]に相当す

るのが白い部分， Thesymmetry setのdua]に相当するのが網掛け部分となっている．

図3 左が図 2の応のモデルでct型の特異点，右が載っていない Ci型の特異点の分岐集合のモデル
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本稿では， Thefolding familyとその自然な意味を持つ部分族の Versalityの微分幾何学的な条件を紹介

する．

2 焦曲面と劣放物点・峰点について

The folding mapの特異点や Thefolding familyのVersalityを特徴付ける微分幾何学的な性質に劣放物

点，峰点というものがある．この節ではそれらの概念を紹介する．詳しくは [7]を参照したい．腑点でない場

合を考える．曲面M の原点近傍における主曲率を凡，対応する主方向を Viと置く．

定義 2.1.原点がVi―劣放物点 (Vi-subparabolicpoint)であるとは， Vi朽＝ 0,(i=Jj)を満たす時であり，そ

の点全体が 1次元であればVi―劣放物線 (Vi-subparabolicline) と呼ぶ．また，原点が Vi—峰点 (Vi-ridge point) 

であるとは， Vふ＝ 0を満たす時であり，その点全体が 1次元であればViー峰線 (Vi-ridgeline)と呼ぶ．

劣放物線は曲面M の焦曲面の放物線に，峰線は曲面M の焦曲面の cuspidaledgeに対応することが知られ

ている．分岐集合が焦曲面またはThesymmetry setのdualであることに注意すると図 2にそれらの特徴が

表れていることが読み取れる．このことから BruceとWilkinsonはThefolding mapの特異点の条件を次の

ように整理した．（［2])

ふ焦曲面上の滑らかな点となる

ふ焦曲面上の放物点となる（分岐集合上で尖点）

品焦曲面上の滑らかな点でガウス写像の尖点となる（分岐集合上でつばめの尾）

凡焦曲面上の尖点となる（分岐集合上で放物点．モデルでは平面になっている）

凡焦曲面上の尖点がSymmetryset上の放物点軌跡の閉包上となる

ら焦曲面上の cuspidaledgeと放物線の交点となる

3 The folding familyとTherotation unfoldingのVersality

今回，我々が取り組んだ研究は Thefolding familyと作用する運動群 Eucを回転のみに制限して考えた

The rotation unfolding Rについての Versalityの幾何学的条件を考察するものである．

BruceとWilkinsonは鏡映面に運動群を作用させるためその鏡映面を保つような変形を除くことで The

folding familyを次のようにして得た．

F: 配 xEuc/H---+ 配
U} U) 

(p,A) ←+ A-1oFoA(p) 

ここで， Hは平面： y=Oを保つような運動群の部分群とする． これは鏡映面の回転の 2個のパラメータと平

行移動による 1個のパラメータを持つ．［6]ではこのように構成した開折を用いて versalityを検討している．

これを回転のみに制限した部分族R:配 x炉→配を Therotation unfoldingと呼ぶ

[5]ではもう少し直接的に構成したものを検討している．曲面Mの法ベクトルッ，運動群が作用して摂動さ

れた鏡映面IIvの法ベクトルを VES2と置き，摂動された鏡映面II。が U := V XV, W := U XVで張られて

いると仮定すると，配のフレームとして {u,v,w}が取れる． Thefolding map Fは鏡映面： y=Oの法方

向の成分を 2乗することで曲面の折り返しを実現しているため，同様にこのフレームにおける v成分を 2乗す

ることで Therotation unfoldingを得ることができる．またこの方法で Thefolding familyを得るには鏡映
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面を平行移動する必要があるが，その代わりに曲面を yー軸方向に平行移動して (x,y)>-+(x, y -E, J(x, y)）の

像を v方向に折り返せばいい．この具体的に書かれた形を使って分岐集合に関する計算などを行った．

以上の方法で構成された写像族らの versalityをまとめると以下の定理を得る．

定理 3.1([5],[6]). FをFの Thefolding family, RをFの Therotation unfoldingとする．

1. Fがふ型の特異点であるとき， R,Fは常に A-versalになる．

2. Fがふ型の特異点であるとき， RがA-versalであることと M力ゞ原点で開点でないことが必要十分で

あり， Fは原点で睛点でなければA-versalである．

3. Fが品型の特異点であるとき，冗は常に A-versalでなく， rは原点を通る劣放物線が非特異であれ
ばA-versalである．

4.Fが凡型の特異点であるとき， RがA-versalであることと「峰線が鏡映面： y=Oに横断的である

か，原点が広型以上に退化している謄点でないこと」と必要十分であり， rは原点を通る峰線が非特
異であればA-versalになる．

5. F が凡型の特異点であるとき， R は常に A-versal でなく， F は 6—ジェットによる条件 ((2)，本稿末

尾）を満たすと A-versalになる．

6. Fが応型の特異点であるとき，冗は常に A-versalでなく， Fは劣放物線と峰線が横断的に交わって

いればA-versalになる．

曲面が謄点を持つとき， Darbouxによる分類で与えられる Lemmon,monstar, star型であればFがで

あるための必要十分 qversa]になることが分かっている． A-versa]であるための必要十分条件は Fukui,

Hiramatsu ([6])にて与えられているが，胴点であるとき条件が煩雑であるためここでは割愛する．

証明の概略． 1.のTherotation unfoldingの場合のみを述べる．曲面M がMonge形式

m 

f(x,y) = ~(k1丑＋ K虻）＋と一a;j心＋O(m+ 1) 
i+j23 
i!j! 

で与えられていたとする．このとき， Fの特異点の判定条件は以下で与えられる ([4]).

特異点型 係数の条件

s庁
S2 

Sま
Bi 

士a21a。3>0
a21 = 0, ao3 # 0, a31 # 0 
a21 = 0, a31 = 0,土a。四41> 0 

a21 i= 0, a。3= o,士（3a21ao5 -5aむ） ＞〇
B臣 a21i= 0, ao3 = 0, 3a研 05-5aむ＝0,

土(9a。7咄ー63a1訊13心＋105a23ai呼21-35a31aむ） ＞〇
ct a21 = 0, a。3= 0,土a31叩＞〇

表 2 Mondの分類と係数の条件

ある C文写像芽g:野n,o→即，0の開折 G:町 X即，0→即，0がA-versa!であることの条件は Uiを

Gのパラメータとすると次であることが知られている ([9]).

TAeg+〈詈知xo'……，已 JRnxo/JR= 0(g) (1) 
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これを Therotation unfolding Rの場合で考えると，次のような行列が誘導される．この行列は自明な行や

列を削除している． b;j,Ci]は右からの作用の部分， q;は左からの作用の部分， r,は開折をパラメータで微分し
て0に制限した部分となっている．縦列には0(F)の生成元が並んでいる．

|| boo bn b01 bn b21 b03 | coo C10 幻1C20 Cn Co2 | q1 ゃ q3 | n r2 

ye1 
山m -1 

xye1 

x2 -ye1 

叫］
叫
2 

y 3 e1 苧
ye2 

囚囚
xye2 2 

x 2 ye2 囚
贔

k1 

y 3 e2 2 k2 

ye3 k2 ヒ
xye3 邑 k1 a12 k2 

x2 -ye3 咽□苧 k1 寄 a12苧 k2 味
y 3 e3 苧 苧 繁 竺］ k2 咽

ふ型の特異点の場合，枠で囲まれた係数はすべて 0でないため行列の階数が最大となり（1)を満たす． ロ

4 話さなかったトピックについて

以上の話は ([5],[6])にてまとめられている．本稿に触れていない話として，前者には Therotation 

unfoldingとThefolding familyの分岐集合上での関係がある． Therotation unfoldingのパラメータ集合は

The folding familyのパラメータ空間上の曲面としてみなせるが，この曲面が Thefolding familyの分岐集合

に横断的に交わることが Therotation unfoldingが versa!になることの必要十分条件である．後者について

は膊点についての細かい分類や B2,B3型特異点の係数による条件の意味付けを行った

The foldong familyについて曲面M の原点がジェネリックな膊点よりも退化していればversa!にならない

か，と問われるとそういうわけでもなく versalになる場合が発見されている．また B3型特異点の時の The

folding familyがversalになる条件が以下であるが，これの微分幾何学的意味は未解明である．

a12 + a13(k2一柘）3a21 
ao4-3k~ -~ a21 

宇＋晶(k2-k1)＋認(ao4-3a22 + ~)＋喜(_aao -2a12 +図（k2-k1)) 
迎，ao4碕 3a31a2 2 # 0 
10 
＿ 2 -一＋叫(-a14+ 6a12碕十四平＋宇(a22-k渇ー四立））

a21 四 1 a2l a21 a21 
(2) 
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