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第 1章

序論

1.1 研究の背景
スタジアムやドームのように，建築の大空間を覆う構造を空間構造という [1]．空間構造には，コ

ンクリートや組積造によるシェル構造，鉄骨部材や木材などの線材によるトラス構造，膜やケーブ
ルを用いた張力構造など，様々な構造形式がある [2]．
工学分野では一般に，薄肉の曲面の板をシェルと呼ぶ [3, 4]．空間構造の 1つであるシェル構造

は，構造体の形状を表す寸法のうち 1方向の寸法（厚み）が他の寸法（スパンや曲率半径）に対し
て十分小さい曲面構造である [5, 6]．シェルと同様に厚みが他の寸法に対して小さい構造として平
板構造がある．曲率を持たない平板構造が面に垂直な方向の外力に対して主に曲げ応力で抵抗す
るのに対して，シェル構造は曲率を有することで主に膜応力（面内力）で抵抗することができる．
よって，シェルの構造体としての性能は，曲面形状（曲率）と板厚に依存する．曲面形状の設計は
シェル構造の構造計画において非常に重要な要素であり，設計者は無数の可能性の中から適切な曲
面形状を選択する必要がある．
空間構造の曲面形状と力学的性能には強い相関があり，その形状設計手法は form-findingと呼ば

れる [5]．特に，引張力を負担することができないコンクリート造や組積造のシェル構造の設計に
おいて，主にシェル面内の圧縮力により外力に抵抗することのできる形状を設計することは重要で
ある．シェルに生じる面外曲げモーメントを小さくすること，および膜応力を圧縮力のみとするこ
とが求められる．

17世紀の科学者 Robert Hookは，懸垂線がアーチ構造の合理的な形状として利用できることを
指摘した [7]．自重を受けて垂れ下がったケーブルの形状を反転させることで，アーチ構造の形状
を設計するこの方法は，form-findingの最も単純な例といえる．より複雑な例として，Antoni Gaudí
はグエル公園やサグラダ・ファミリアの設計において，鎖と錘からなる模型を建築の形状決定に利
用した [8, 9]．また Heinz Islerは，逆さ吊り模型を用いた実験に基づくコンクリートシェル構造の
設計手法を提案した [10]．これらの実験に基づく設計手法で得られた形状のように，面外方向の変
形に関する曲げモーメントとせん断力は考慮せずに，自重に対して軸方向力もしくは膜応力のみで
抵抗する構造は funicular structureと呼ばれ，特にシェル構造については membrane shell [11]また
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は funicular shell [12]と呼ばれる．
2000年以降，数値計算技術の発展に伴い，模型や実験によらず数値解析によって曲面構造を形

状設計する手法が多く提案されている [13]．また，図式力学（graphic statics）に基づく数値計算に
よって funicular structureを設計する手法が提案されている [14]．形と力の双対関係を幾何学的に
表現する図式力学を利用することで，応力を指定して形状を設計することが可能となる．
シェル構造の中でも円筒形や球形，円錐形のような古典的な形状ではない複雑な形状を有するも

のを自由曲面シェル構造 [2]という．自由曲面は古典的な曲面と比べて複雑な曲面形状を実現でき
ることから，様々な空間構造やファサードデザインに利用されている [15]．一方で，複雑な形状は
製作性・施工性において課題となるため，これらの合理化のために幾何学の理論を用いた曲面形状
の合理化が求められる．離散微分幾何学は，なめらか（微分可能）な曲線や曲面を対象として空間
や図形の性質を微分法を用いて表す微分幾何学に対して，ジオメトリの特徴量を微分法を用いるこ
となく離散化された曲面（離散曲面あるいは多面体曲面）によって表す数学の研究分野である．こ
の離散微分幾何学の理論を利用することにより，曲面設計の自由度と製作・施工合理性を両立する
設計手法が提案されている [16, 17]．
本論文は，シェルの膜応力の釣合い方程式に基づく曲面の形状設計について論じる．連続体シェ

ルの応力と形状の関係を整理するとともに，荷重条件や境界条件が形状に与える影響を考察する．2
階の偏微分方程式として表される鉛直方向の釣合い方程式に着目し，パラメトリック曲面を用いた
手法に比べて自由度の高い，応力分布をパラメータとする曲面構造の新たな設計手法を提案する．

1.2 先行研究
本節では，本研究で対象とする曲面構造の形状設計における既往の先行研究を引用し，既往の手

法における課題を明確にする．

1.2.1 自由曲面シェルに関連する先行研究

力学的合理性に優れた自由曲面シェルの設計手法として，構造解析と最適化手法を組み合わせ
て，シェル構造の形状を設計変数として自重作用時の剛性の指標であるひずみエネルギーを最小化
する手法が提案されている [18, 19]．藤田・大崎 [20]はパラメトリック曲面の代数的不変量を用い
て，意匠性や施工性に関する制約の下で力学的合理性に優れたシェルを設計する手法を示した．曲
面の代数的不変量に関する制約条件の下でシェルのひずみエネルギーを最小化することで，局所的
及び大域的特性を指定した形状生成手法が提案されている．永田・本間 [21]は群知能による優良
解探索手法を用いて，ベジェ曲面として定義した自由曲面シェルのひずみエネルギー最小化と重量
最小化の多目的最適化問題を解くことで，シェル形状を設計する手法を提案した．
またシェル構造の設計において，剛性だけでなく，シェルに生じる応力が想定する材料に応じた

許容値の範囲内であることも重要である．下田ら [22]は，シェルに生じる最大応力を最小化するこ
とで，自由曲面シェルに生じる応力を一様分布とする手法を提案した．大山・諸岡 [23]は球形シェ
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ルを対象に，シェル厚さを変数として，シェルに生じる応力を一様化する手法を提案した．
力学的合理性に優れたシェル構造の形状設計において，外力に対して膜応力が卓越し，面外

曲げモーメントの小さい形状とすることが望ましい．Gabriele ら [24] は，膜応力により外力
に抵抗するシェル構造の設計のために，シェルに生じる膜応力と面外曲げモーメントに基づく
R-Funicularityという指標を提案した．面外曲げモーメントの膜応力に対する比率に基づいて定義
された R-Funicularityを小さくすることで，主として膜応力で外力に抵抗する形状が得られる．塩
見・山本 [25]は，シェルのスラストに相当する外力と板厚を設計変数とし，有限要素解析を用いて
釣合い条件を満たすシェルの水平投影応力分布を導出することで，膜応力の鉛直方向成分が自重と
釣合うシェル形状を求める手法を提案した．塩見・山本 [26]は，シェルに生じる曲げモーメントを
膜応力で除して得られる偏心距離を用いて曲面形状を修正することで，自重に対して膜応力のみで
釣合うシェル形状を求める手法を提案した．この手法は有限要素解析を利用して釣合い条件を満た
す応力分布を容易に得られるという利点を有する．また，打樋・山本 [27]は，シェルの面外曲げ応
力によるひずみエネルギーの外力により生じるひずみエネルギーに対する比率を用いて，膜応力が
卓越する形状を探索する方法を提案した．
これらの既往の手法は，外力に対して膜応力が卓越するシェル形状が得られ，応力の一様化や面

外曲げモーメントの低減が可能であるが，シェル内部の応力分布を詳細に制御することは難しい．
また，解析的に（数式によって）定式化することの難しい自由曲面シェル構造の形状は NURBS
（Non-Uniform Rational B-Spline）曲面 [28]などのパラメトリック曲面を用いて設計されることが
多い．パラメトリック曲面は，制御点座標を設計変数とすることで少ない変数で形状を決定するこ
とができるという利点を有するが，一方でパラメトリック曲面による形状の定義は，シェル曲面の
取りうる形状を限定することになる．

1.2.2 図式力学やシェルの膜理論に基づく形状設計に関連する先行研究

図式力学（graphic statics）は，構造体の形状と力の釣合いを，構造部材の配置を表すダイアグラ
ムと力の釣合いを表すダイアグラムの，2つの双対となるダイアグラムでグラフィカルに表現する
手法である [29–31]．2000年以降，3次元コンピュータグラフィックス (3 Dimensional Computer
Graphics, 3DCG)技術の発展に伴い，図式力学に基づいて外力に対して軸力・膜応力のみで抵抗す
る構造を設計する手法が，多く提案されている [32–35]．例えば Luら [36]は，多面体を用いて 3
次元に拡張した図式力学により構造体の形状と生じる応力の双対関係を定式化し，線材からなる骨
組構造の形状設計手法を示した．
連続体シェル構造についても，Thrust Network Analysis（TNA）により，図式力学を用いて，外

力に対して膜応力のみで抵抗する形状と膜応力との関係を離散的な双対関係として表現する手法
が提案されている [14, 37]．Panozzoら [38]は，設計者の指定した初期形状をもとに，最適化手法
と TNAを用いて膜応力で外力に抵抗する形状を生成する手法を提案した．しかし，TNAを連続体
シェルに適用する際に形状をパラメトリックな形式で定義する必要がある．
曲面の高さを水平座標の関数として表すグラフ曲面としてシェルを定義したとき，シェルに生
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じる膜応力の釣合いはその水平投影成分を用いて Pucher’s formulation [39, 40]により記述される．
この定式化を利用して形状と応力の関係を双対関係として表現することで，力学的合理性に優れた
membrane shellとしての曲面形状を設計する手法が提案されている [41]．Mikiら [42]は，Airyの
応力関数 [43, 44]により水平投影応力を定義することで，自重作用時のシェル曲面形状を NURBS
曲面により設計する手法を提案した．この手法は，Airyの応力関数とシェル形状をともに NURBS
曲面で定義することで，応力関数の制御点座標を変数として非常に複雑な自由曲面シェル構造を生
成できる．また，Xiaら [45]は，NURBS曲面と isogeometric解析 [46]を用いて，膜応力のみで
自重に抵抗するシェルの設計手法を提案した．Chiangら [47]は Airyの応力関数とシェル形状をと
もに放射基底関数（radial basis function）[48]を用いて定義し，最小 2乗法を用いて鉛直荷重・水
平荷重に対して膜応力のみで抵抗するシェル形状を設計する手法を提案した．Chianeseら [49]は，
Airyの応力関数とシェル形状をともに NURBS曲面で定義してシェルの形状を生成する手法を用
いて，最適化問題を解くことで境界部のスラストを低減する手法を提案した．
これらの応力関数を用いる手法は，シェル膜応力を応力関数のみで制御することができ，設計者

は応力関数を変数としてそれと双対関係にあるシェル形状を設計することができる優れた手法であ
る．しかし，これらの手法では曲面形状や応力関数の定義に NURBS曲面を用いていることから，
NURBS基底関数の高階の導関数が必要であり，微分方程式を解析的に解くことが困難である．ま
た，シェル曲面と応力関数をパラメトリック曲面でモデル化することは，シェル曲面の取りうる形
状を限定することになる．
これに対し，パラメトリック曲面を用いない membrane shellの設計手法が提案されている．堺・

大崎 [50]は，自重に対して指定した水平方向反力（スラスト）で釣合うシェルの設計法を提案し
た．この手法は，シェルの境界部を介して支持構造に作用する水平方向反力を指定することがで
き，シェルの下部構造への影響を制御できる．Olivieriら [51]は鉛直方向の釣合い方程式において
水平投影応力に圧縮力を指定することで．外力に対して圧縮力のみが生じるシェル構造の形状設計
手法を提案した．また，Takeokaら [52]は文献 [50]の手法の対象を曲線の境界形状をもつシェル
に拡張して指定水平投影応力で釣合う形状を生成するとともに，有限要素解析によって変形を考慮
した時の水平投影応力分布を検証している．しかし Takeokaら [52]の手法は，シェルの面外曲げ
変形やポアソン比による横ひずみ等の弾性変形により，水平投影応力はとくに境界付近で指定値と
一致しない．そのため，指定水平投影応力分布を得るために境界に強制変位を与える必要がある．
図式力学や Pucher’s formulationに基づく設計手法の多くは形状と応力の双対関係を利用するが，

このとき構造の材料の特性に基づくひずみや変形の影響は考慮しない．よって得られた形状に材料
特性を与えて有限要素解析を行うと形状生成で想定した応力分布と厳密に一致しない．しかし，そ
の差異が構造の力学性能に及ぼす影響が小さいと判断できる場合や，基本設計段階（詳細な部材断
面設計を行う前段階）における形状決定手法として有効な設計手法であるといえる．
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1.2.3 圧縮と引張の混在するシェルの形状設計手法に関連する先行研究

鉄筋コンクリート造や組積造のシェル構造は，主にシェル面内の圧縮力により外力に抵抗する構
造であり，一般に引張力が生じない形状が合理的とされる [18, 53]．しかし，シェル面内に引張力
が生じない，という非常に強い制約条件の下で実現できる形状は限定的である．一方で，鉄鋼など
の金属系材料や CLTなどの木質材料など，引張応力に対して抵抗可能な材料を用いることで，圧
縮と引張の混在を許容したより多様なシェル形状の設計が可能となる．Mikiら [54]は圧縮と引張
の混在するシェルの実施例として，Félix Candela が設計した双曲放物面シェルによるソチミルコ
のレストラン（Los Manantiales shell in Xochimilco, Mexico City）[55]を挙げている．
水平投影応力を指定したとき，膜応力のみで外力と釣合うシェル構造の鉛直方向の釣合い方程式

は，シェルの鉛直方向座標に関する 2階の偏微分方程式（partial differential equation, PDE）として
記述される [11]．2階の偏微分方程式は，各偏導関数の係数の値に応じて，楕円型，放物型，双曲
型に分類される．シェルの水平投影応力について圧縮力と引張力が混在するとき，鉛直方向の釣合
い方程式は双曲型となる．双曲型の釣合い方程式について，境界条件が適切に設定されないとき解
の存在が必ずしも保証されないことが指摘されている [56]．

Miki and Mitchell [54] は，釣合い方程式が双曲型となるシェルについて応力関数とシェル形状
をともに変数として解形状を得る方法を提案した．応力関数とシェル形状のうち一方を固定し他方
を変数として釣合い方程式を最小二乗法により交互に解いて，応力関数と解形状の組合せを求める
ことができ，指定した境界条件を満足する解形状が必ず得られる．また，Miki and Mitchell [57]は
この手法を拡張し，得られる解形状の主応力方向と主曲率方向をそろえることで製作性に配慮した
グリッドシェルの設計手法を提案した．ただしこれらの手法は，応力と形状がともに変数となるた
め，設計者が応力分布を指定することができない．
また，自重に対して指定した水平投影応力で釣合う自由曲面シェルの設計設計法 [50, 52]では，

膜応力で外力と釣合うことができる形状が存在するような境界形状の指定方法について，十分に議
論されていない．

1.2.4 離散微分幾何学と可展面の設計に関連する先行研究

自由曲面は形状が複雑であることから，例えば鉄筋コンクリート造のシェル構造であれば型枠や
鉄筋の，ガラスファサードであれば支持構造やガラス板材の製作・加工が困難となる．この課題に
対し，曲面形状に制約を設けることで資材の製作・加工を容易にするための設計手法が提案されて
いる．西森ら [58]は自由曲面グリッドシェル構造に対して部材長一様化と接合角一律化を力学的
合理性とともに考慮した設計法を提案した．Mesnilら [59]はmarionette meshによる平面要素で構
成される曲面を用いて，施工性を考慮した自由曲面シェル構造を設計する手法を提案した．藤田・
大崎 [20]は曲面の代数的不変量に関する制約条件の下でシェルのひずみエネルギーを最小化する
手法を示した．Cuiら [60]は，可展性に加えてグリッドを構成する板材の向きを制約条件として与
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えてグリッドシェルのひずみエネルギーを最小化することで構造形態を生成する手法を提案した．
これらの手法のように，曲面を平板やねじれのない直線材の組合せに近似することで，製作性・施
工性を改善することが可能となる．
製作性・施工性に配慮した曲面構造の設計手法として，可展面を利用した設計手法が多く提案さ

れている [61, 62]．可展面は平面から面内変形を与えることなく曲げ変形のみによって生成できる
曲面として定義され，ガウス曲率が曲面のいたるところで 0であるという特徴を有する．可展面は
平面に展開可能な曲面であるため，例えばコンクリートシェルに可展面を用いることで型枠の作成
が容易になるなど，建築の形状設計において可展面を採用することは製作・施工におけるメリット
を生む．
可展面には柱面，錐面と接線曲面があるが，1つの可展面で実現できる形状は可展性を考慮しな

い場合と比べて限定される．一方，建築の空間を覆う曲面屋根構造やファサードでは，区分的に滑
らかな曲面が用いられることが多いため，複数の可展面が接続された「区分的可展面」として設計
することで，建築意匠に求められる多様な曲面が生成可能となる．Cui and Ohsaki [63]は =次 ×1
次のベジェ曲面を接続した区分的可展面の生成手法を提案した．しかしこの方法では一部の境界が
直線である必要があり，またパラメトリック曲面を用いているため，曲面の取りうる形状が基底関
数の次数により限定される．

2000年以降，プロダクトデザインや 3DCGの分野で，離散微分幾何学 [64]を曲面形状生成に適
用する研究が活発に行われている [65, 66]．ガウス曲率や平均曲率などの幾何学的不変量について
も，離散曲面上の定義が提案されている [67,68]．離散微分幾何学を曲面の設計に利用することで，
曲面形状の生成や構造解析において同じ離散モデルを用いることができ，高階の導関数を用いるこ
となく差分や離散曲面での定義を用いて曲面の特性量を評価できる [69]．
区分的可展面の設計においても，離散微分幾何学を利用したさまざまな方法が提案されてい

る [70, 71]．しかし，目標とする曲面形状や展開図をあらかじめ定義せずに可展面を生成する場
合，離散曲面の頂点でのガウス曲率の定義を単純に用いて頂点座標を最適化すると，平面が波打つ
corrugated surfaceが生じる可能性がある [72]．一方，離散ガウス写像を用いて可展条件を定義す
ると，内部境界（区分的可展面において可展面が接続される曲線）をあらかじめ指定する必要がな
く，corrugated surfaceが生じる可能性も軽減されるが，滑らかでない曲面も許容されるため，収束
性が悪い [73]．滑らかな区分的可展面を生成する手法として局所ガウス写像の面積を用いる手法が
提案されているが，母線がグリッドに依存するため錐面や接線曲面の生成は難しく，また各グリッ
ド位置の高さが最適化の設計変数となるため多くの計算量を必要とする [71, 74]．

1.3 本研究の目的と概要
本研究の目的は，連続体シェルの釣合い方程式に基づき，応力分布をパラメータとする自由曲面

構造の設計手法を提案することである．応力と形状の関係を整理し，荷重条件や境界条件が形状に
与える影響を考察することで，曲面構造の新たな設計手法を提案する．シェル曲面そのものをパラ
メトリック曲面で定義せず，応力分布をパラメータとすることで，シェル曲面の取りうる形状を限
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定しない形状設計手法を提案する．
本論文では，前節で示した既往の研究における課題に対して，応力分布をパラメータとする次の

3つの曲面設計手法を提案する．

水平投影応力分布を設計パラメータとするシェルの形状設計
連続体シェル曲面の水平投影応力を指定し，膜応力の鉛直方向の釣合い式に基づきシェル構造の

形状を設計する手法を提案する．提案手法は，有限差分法で離散化した釣合い方程式を線形連立方
程式として解くことで，既往の研究に比べて小さな計算コストで自由曲面シェル構造を設計するこ
とが可能となる．
さらに，一様な水平投影応力分布の場合を対象として，生成したシェル形状を対象として弾性変

形を考慮した有限要素解析を行い，得られた水平投影応力と形状設計の際に指定した水平投影応力
の誤差を反復計算により補正する手法を提案する．これにより材料特性と変形を考慮した場合にも
シェル境界部分の水平投影応力（水平方向反力）を指定できる．

圧縮引張混在型シェルの形状設計
外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合うことができるシェル構造の設計手法を提案す

る．提案手法により圧縮力のみが生じるシェルよりも多様な形状の生成が可能となる．また設計者
は形状設計において水平投影応力を直接指定することができる．
まず，波動方程式の初期値境界値問題を参照することで，圧縮引張混在型シェルの形状を生成す

るための境界形状の指定方法について考察する．提案手法では，有限差分法で離散化した釣合い方
程式について，解の存在や不定性について判定するための指標を提示する．解が不定となる場合に
安定的に解形状を得るため，および得られる形状を滑らかな形状とするために，正則化手法とス
ムージング項を導入する．さらに，解形状が特定の方向に伝播する双曲型偏微分方程式の特徴を用
いて，複数の領域からなるシェル曲面形状を接続する，区分的に滑らかなシェルの形状設計手法を
提案する．

区分的可展面の形状設計
可展面の設計に関する既往研究において，頂点座標を変数とし離散曲面の頂点でのガウス曲率の

定義を用いて可展性を評価する手法では，平面が波打つ corrugated surfaceが生じるという課題が
ある．また滑らかな区分的可展面を生成する手法として局所ガウス写像の面積を用いる手法が提案
されているが，母線がグリッドに依存するため錐面や接線曲面の生成は難しく，また各グリッド位
置の高さが最適化の設計変数となるため多くの計算量を必要とする．
これらの課題を解決することを目的として，水平投影応力の主応力と仮想の荷重の分布を設計パ

ラメータとした区分的可展面を生成する手法を提案する．シェルの釣合い方程式を可展面の設計に
利用することで，少ない設計変数で多様な可展面形状の生成を可能とし，かつ corrugated surface
の生じない手法を提案する．
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1.4 本論文の構成
本論文は，全 6章より構成されている．各章の詳細は以下のとおりである．なお本論文は，著者

および共著者による複数の発表論文をまとめたものであり，各章の内容を発表した論文を各項目の
末尾に示す．

第 2章
第 2章では本研究の理論準備として，まず，グラフ曲面として定義した連続体シェル曲面の釣合

い方程式について示す．Pucher’s formulationに基づくシェルの釣合い方程式を導出し，鉛直方向の
釣合い方程式が 2階線形偏微分方程式として表されることを示す．また釣合い方程式の有限差分法
による離散化について示す．
次に，2階線形偏微分方程式を対象としてその理論の概要を示す．2階線形偏微分方程式は各偏

導関数の係数に応じて 3つの型（楕円型・放物型・双曲型）に分類される．本章では，偏微分方程
式の分類について示すとともに，双曲型の 2階線形偏微分方程式の特徴の 1つである特性曲線につ
いて述べる．

第 3章
第 3章では，水平投影応力を設計パラメータとして自由曲面シェルの形状を設計する方法を提案

する．膜応力の鉛直方向の釣合い式を差分法で離散化して，線形連立方程式を繰り返し解く方法に
よりシェルの形状を得る．提案手法で生成したシェル形状を対象として，鉄筋コンクリートとして
の材料特性を与えて面外曲げ変形および境界条件を考慮した有限要素解析を行う．得られた水平投
影応力と，形状設計で指定した設計パラメータとしての水平投影応力の差について検証するととも
に，指定応力との差を反復計算により補正することで，変形を考慮した場合にも水平投影応力を一
様化する手法を提案する．

• 中嶋拓，大崎純: 指定水平投影応力分布を有する自由曲面シェルの形状設計,日本建築学会
構造系論文集, Vol.88, No.808, pp.945–953, 2023.

第 4章
第 4章では，外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合う自由曲面シェルを対象とする．

圧縮と引張が混在するとき，連続体シェル曲面の鉛直方向の釣合い方程式は双曲型となる．本章で
はまず，外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合う形状を得るための境界条件の指定方法
について，波動方程式の初期値境界値問題を参照することで考察する．次に，有限差分法で離散化
したシェルの釣合い方程式を，線形連立方程式として解くことで釣合い形状を求める手法を提案す
る．提案手法では線形連立方程式の係数行列を用いて解の存在や不定性について判定する．解が不
定となる場合にも安定的に解形状を得るため，正則化手法を導入する．また滑らかな曲面形状を得
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るためにスムージング項を導入する．さらに双曲型偏微分方程式の，特性曲線の方向に沿って形状
の影響が伝播する特徴を用いて，複数の領域からなるシェル曲面形状を接続することで，区分的に
滑らかな圧縮引張混在型シェルの形状設計手法を提案する．

• 中嶋拓，大崎純，三木優彰: 圧縮と引張が混在する自由曲面シェルの双曲型釣合い方程式
に基づく形状設計,日本建築学会構造系論文集, Vol.90, No.831, pp.568–578, 2025.

第 5章
第 5章では，連続体シェルの釣合い式に基づく形状設計法を応用し，水平投影応力の主応力と仮

想の荷重の分布を設計パラメータとして，区分的可展面を設計する手法を提案する．釣合い方程式
における水平投影応力分布もしくは荷重分布を変数として，可展面が生成される応力分布や仮想の
荷重分布を与えることで，数個の少ない変数で曲面の全ての内部格子点でガウス曲率が 0となる曲
面を生成する．微分方程式に基づき曲面を生成することで，滑らかな可展面を生成する．さらに，
得られた可展面の精度を，曲面の展開図を生成することで確認する．

• 中嶋拓, 大崎純: シェルの釣合い方程式を用いた区分的可展面の形状生成法, 日本建築学会
構造系論文集，Vol.89, No.822, pp.897–907, 2024.

第 6章
第 6章では，前章までに得られた知見をまとめ，本研究を総括する結論を述べる．
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第 2章

連続体シェル構造の釣合い方程式と偏
微分方程式

本章では，応力分布を変数とする自由曲面構造の形状設計手法において基盤となる，連続体シェ
ルの釣合い方程式に関する理論と，偏微分方程式に関する理論の概要を示す．

2.1 連続体シェルの膜理論による釣合い方程式
シェル構造は，構造体の形状を表す寸法のうち 1方向の寸法（厚み）が他の寸法（スパンや曲率

半径）に対して十分小さい構造である．薄肉シェルの弾性理論は 20世紀初めに著しい発展を遂げ，
その後のコンクリートシェルの実現に大きな役割を果たした [75]．当時，Kirchhoff-Loveの仮定を
導入した面外せん断変形を考慮しない微小変位弾性理論 [4]が展開された．文献 [40, 44]にはこの
仮定に基づいて導出された，様々な形態のシェルに対する応力やひずみに関する理論解が示されて
いる．
シェルは曲率を有することから，面に垂直な方向の外力に対して膜応力（面内力）で抵抗するこ

とができる．シェルの膜理論 (membrane theory)は，シェルの面外方向の変形に関する曲げモーメ
ントが十分小さいと仮定して，膜応力を扱う近似理論である [40]．本研究ではシェルの膜理論に基
づき，面外方向の変形に関する曲げモーメントとせん断力は考慮せず，膜応力によって自重に抵抗
するシェルを対象とする．このようなシェルは，membrane shell [11]または funicular shell [12]と
呼ばれる．
本節では，シェルの膜理論に基づく釣合い方程式の導出について説明する．また，偏微分方程式

として表される釣合い方程式について，有限差分法（finite difference method, FDM）を用いた差分
近似について示す．
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2.1.1 直交座標系におけるシェルの釣合い方程式

直交座標系である GHI 座標系において，G, H 方向を水平方向，I 方向を鉛直方向とする．曲面の
高さ ℎが G, H の関数 ℎ(G, H) で表されるグラフ曲面のシェルを考える．ここでは，シェルの膜理論
を用い，面外方向の変形に関する曲げモーメントとせん断力は考慮しない．シェルを GI 平面と HI

平面にそれぞれ平行な平面で切断した微小要素を考える．微小要素に作用する応力を図 2.1 に示
す．Pucher’s formulation [39, 40]に基づき，シェルの面内応力と外力の釣合いを，それらの水平面
への投影成分を用いて示す．このような表現はMonge’s descriptionとも呼ばれる [76]．以下では，
シェル断面の単位長さあたりの断面力を簡単のため応力とよぶ．また本研究では，シェルに作用す
る荷重として鉛直荷重のみを対象とする．
HI 平面と GI 平面にそれぞれ平行な曲面の切断面での垂直応力を BG，BH とし，HI 平面と GI 平

面にそれぞれ平行なせん断応力を CGH，CHG とする．ここで，BG と BH はシェルの接平面内の力であ
る．BG，BH，CGH ( = CHG)のベクトルを GH 平面に投影し，水平面単位長さあたりの力に換算した断
面力を，それぞれ fG，fH，gGH ( = gHG )とし，水平投影応力とよぶ．水平投影応力 fG，fH，gGH
はそれぞれ G，H の関数 fG (G, H)，fH (G, H)，gGH (G, H) として定義する．
シェル曲面を GI 平面と HI 平面にそれぞれ平行な面で切断したときに得られる曲線と，水平面

（GH 平面）とのなす角を qG，qH とする．BG，BH，CGH ( = CHG)と fG，fH，gGH ( = gHG)は，次式の
ような関係を満たす．

fG = BG
cos qG
cos qH

, fH = BH
cos qH
cos qG

, gGH = CGH (2.1)

ℎと qG，qH の関係は次のように書ける．

mℎ

mG
= tan qG ,

mℎ

mH
= tan qH (2.2)

鉛直荷重のみが作用するとき，シェルの水平方向の釣合い方程式は次式で表される．

mfG

mG
+
mgGH

mH
= 0,

mgGH

mG
+
mfH

mH
= 0 (2.3)

また，鉛直方向の釣合い方程式は 2階の偏微分方程式として次のように書ける．

fG

m2ℎ

mG2 + 2gGH
m2ℎ

mGmH
+ fH

m2ℎ

mH2 = 5 (2.4)

ここで， 5 は鉛直方向下向き（I 軸の負の方向）のシェルの単位水平投影面あたりの分布荷重であ
る． 5 をシェルの自重とする場合，材料密度 d，重力加速度 6，板厚 C を用いて，曲面の勾配の関
数として次式で表される．

5 = d6C

√
1 +

(
mℎ

mG

)2
+

(
mℎ

mH

)2
(2.5)

12



sx sx
txy txy

tyx

tyx

�x�y

sy

sy

τxy τxyσx
σx

σy

σy

τyx

τyx

x

y
z

図 2.1: シェルの微小要素に作用する力の釣合い

式 (2.4)について，鉛直荷重 5 と水平投影応力 fG，fH，gGH が与えられたとき，シェル曲面の高さ
ℎについて偏微分方程式を解くことでシェルの曲面形状が得られる．
水平投影応力は応力関数 Φ(G, H) を用いて次のように書ける．

fG =
m2Φ

mH2 , gGH = − m2Φ

mGmH
, fH =

m2Φ

mG2 , (2.6)

この応力関数 Φ(G, H) を Airyの応力関数 [43,44]という．応力関数はシェル膜応力を応力関数のみ
で制御することができるが，設計者が各応力成分の値を直接指定することができない．本研究では
応力関数は用いず，水平投影応力 fG，fH，gGH を設計パラメータとして用いる．

2.1.2 曲線の境界形状をもつシェルの釣合い方程式への拡張

ここでは，Takeoka ら [52] の手法を導入し，グラフ曲面の平面座標をパラメータ表示すること
で，曲線の水平投影境界形状をもつシェルに拡張する．
まず，グラフ曲面の G，H 座標をパラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 の関数として G(D, E)，H(D, E) と表

す．D，E の G，H に関する偏導関数を DG = mD/mG，EG = mE/mG，DH = mD/mH，EH = mE/mH とす
る．これらは，以下に示すヤコビ行列 Jの逆行列 J−1 の成分である．

(
dG
dH

)
= J

(
dD
dE

)
, J =

©­­«
mG

mD

mG

mE
mH

mD

mH

mE

ª®®¬ , J−1 =

(
DG DH
EG EH

)
(2.7)

合成関数の連鎖律 (chain rule)により，G，H に関する 1次と 2次の偏導関数は，それぞれ D，E お
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よび DG，EG，DH，EH を用いて以下のように表すことができる．

mℎ

mG
= DG

mℎ

mD
+ EG

mℎ

mE
(2.8)

mℎ

mH
= DH

mℎ

mD
+ EH

mℎ

mE
(2.9)

m2ℎ

mG2 =
mDG

mG

mℎ

mD
+ mEG
mG

mℎ

mE
+ DG

(
DG
m2ℎ

mD2 + EG
m2ℎ

mDmE

)
+ EG

(
DG

m2ℎ

mDmE
+ EG

m2ℎ

mE2

)
=

(
DG
mDG

mD
+ EG

mDG

mE

)
mℎ

mD
+

(
DG
mEG

mD
+ EG

mEG

mE

)
mℎ

mE
+ D2

G

m2ℎ

mD2 + 2DGEG
m2ℎ

mDmE
+ E2

G

m2ℎ

mE2

(2.10)

m2ℎ

mH2 =
mDH

mH

mℎ

mD
+
mEH

mH

mℎ

mE
+ DH

(
DH
m2ℎ

mD2 + EH
m2ℎ

mDmE

)
+ EH

(
DH

m2ℎ

mDmE
+ EH

m2ℎ

mE2

)
=

(
DH
mDH

mD
+ EH

mDH

mE

)
mℎ

mD
+

(
DH
mEH

mD
+ EH

mEH

mE

)
mℎ

mE
+ D2

H

m2ℎ

mD2 + 2DHEH
m2ℎ

mDmE
+ E2

H

m2ℎ

mE2

(2.11)

m2ℎ

mGmH
=
mDH

mG

mℎ

mD
+
mEH

mG

mℎ

mE
+ DH

(
DG
m2ℎ

mD2 + EG
m2ℎ

mDmE

)
+ EH

(
DG

m2ℎ

mDmE
+ EG

m2ℎ

mE2

)
=

(
DG
mDH

mD
+ EG

mDH

mE

)
mℎ

mD
+

(
DG
mEH

mD
+ EG

mEH

mE

)
mℎ

mE

+ DGDH
m2ℎ

mD2 + (DGEH + EGDH)
m2ℎ

mDmE
+ EGEH

m2ℎ

mE2

(2.12)

よって，式 (2.4)は，DG，EG，DH，EH と D，E を用いて次のように書ける．(
D2
GfG + 2DGDHgGH + D2

HfH

) m2ℎ

mD2

+ 2
[
DGEGfG + (DGEH + EGDH)gGH + DHEHfH

] m2ℎ

mDmE

+
(
E2
GfG + 2EGEHgGH + E2

HfH

) m2ℎ

mE2

+
[(
DG
mDG

mD
+ EG

mDG

mE

)
fG + 2

(
DG
mDH

mD
+ EG

mDH

mE

)
gGH +

(
DH
mDH

mD
+ EH

mDH

mE

)
fH

]
mℎ

mD

+
[(
DG
mEG

mD
+ EG

mEG

mE

)
fG + 2

(
DG
mEH

mD
+ EG

mEH

mE

)
gGH +

(
DH
mEH

mD
+ EH

mEH

mE

)
fH

]
mℎ

mE
= 5

(2.13)

DG，EG，DH，EH の D，E に関する偏導関数はそれぞれ次のように書ける．

©­­­«
mDG

mD

mDH

mD

mEG

mD

mEH

mD

ª®®®¬ = −
(
DG DH
EG EH

) ©­­­«
m2G

mD2
m2H

mD2

m2G

mDmE

m2H

mDmE

ª®®®¬
(
DG DH
EG EH

)
(2.14)
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©­­­«
mDG

mE

mDH

mE

mEG

mE

mEH

mE

ª®®®¬ = −
(
DG DH
EG EH

) ©­­­«
m2G

mDmE

m2H

mDmE

m2G

mE2
m2H

mE2

ª®®®¬
(
DG DH
EG EH

)
(2.15)

2.1.3 有限差分法による釣合い方程式の離散化

有限差分法は微分方程式を解くための数値解法の１つである [77]．解析対象領域を格子状に分割
し，微分方程式における導関数を格子点での差分商で近似して解く．一般に有限差分法は，有限要
素法や境界要素法に比べて，近似式を記述するのが容易であることや計算負荷が小さいことなどの
利点がある．
グラフ曲面で定義したシェルの釣合い方程式は，偏微分方程式として表される．本研究では，偏

微分方程式として表される鉛直方向の釣合い方程式を有限差分法によって近似することで，シェル
曲面の鉛直方向の座標に関する線形連立方程式として表し，これを解くことで曲面形状を得る．こ
こでは，差分近似による釣合い方程式の離散化の詳細について述べる．

有限差分法
曲面の高さ ℎ が G, H の関数 ℎ(G, H) で表されるグラフ曲面のシェルについて，シェルの GH 平面

における定義域を，G，H 方向にそれぞれ # × # 分割した格子点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . # + 1) を考え
る．格子点の G，H 方向の間隔をそれぞれ XG，XH とする．このように定義した差分法によるグリッ
ドを図 2.2に示す．
格子点 (8, 9) における G に対する偏導関数は，

mℎ(G, H)
mG

= lim
XG→0

ℎ(G + XG, H) − ℎ(G, H)
XG

(2.16)

として定義される．|XG | が十分小さいとき，

mℎ(G, H)
mG

≈ ℎ(G + XG, H) − ℎ(G, H)
XG

(2.17)

と近似できる．導関数をこのように近似するとき，式 (2.17)の右辺の分子を差分，右辺を差分商と
呼ぶ．また式 (2.17)による近似は 1階前進差分近似と呼ばれる．同様に，

mℎ(G, H)
mG

≈ ℎ(G, H) − ℎ(G − XG, H)
XG

(2.18)

を 1階後退差分近似という．1階前進差分近似，1階後退差分近似の誤差の大きさは O(ℎ) である
ことが知られている [78]．
式 (2.17)，(2.18)の両辺を足して 2で割ると，次式を得る．

mℎ(G, H)
mG

≈ ℎ(G + XG, H) − ℎ(G − XG, H)
2XG

(2.19)
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図 2.2: 有限差分法による離散化

これを 1階中心差分近似という．1階中心差分近似の誤差の大きさは O(ℎ2) になるため，前進差分
近似，後退差分近似に比べて誤差が小さい．また，2階中心差分近似は次のように書ける．

m2ℎ(G, H)
mG2 ≈ ℎ(G + XG, H) − 2ℎ(G, H) + ℎ(G − XG, H)

2XG
(2.20)

この近似の誤差も O(ℎ2) である．

直交座標系における矩形平面形状のシェルの釣合い方程式の差分近似
次に，有限差分法を用いて直交座標系における矩形平面形状のシェルの釣合い方程式を近似す

る．格子点 (8, 9) の I 座標を ℎ8, 9 とする．変数 ℎ の G，H に関する偏導関数は，有限差分法により
離散化された格子点の座標を用いて，中心差分近似により次のように計算できる．

mℎ

mG
:=
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XG
(2.21)

mℎ

mH
:=
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XH
(2.22)

m2ℎ

mG2 :=
ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XG)2 (2.23)

m2ℎ

mH2 :=
ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XH)2 (2.24)
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m2ℎ

mGmH
:=
ℎ8+1, 9+1 − ℎ8−1, 9+1 − ℎ8+1, 9−1 + ℎ8−1, 9−1

4XGXH
(2.25)

以上の差分近似により，鉛直方向の釣合い式 (2.4)は中央差分を用いて次のように書ける [50]．

fG

ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XG)2 + 2gGH
ℎ8+1, 9+1 − ℎ8+1, 9−1 − ℎ8−1, 9+1 + ℎ8−1, 9−1

4XGXH

+fH

ℎ8, 9+1 − 2ℎ8, 9 + ℎ8, 9−1

(XH)2 = 58, 9

(2.26)

式 (2.26)の右辺は次のように書ける．

58, 9 = d6C

√
1 +

(
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XG

)2
+

(
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XH

)2
(2.27)

曲線の境界形状をもつシェルの釣合い方程式の差分近似
曲線の水平投影境界形状をもつシェルを対象とするため，パラメータ D，E の平面を D，E 方向に

それぞれ # × # 分割した格子点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . # + 1) を考える．格子点の D，E 方向の間隔をそ
れぞれ XD，XE とすると，XD = XE = 1/# である．格子点 (8, 9) の I 座標を ℎ8, 9 とする．変数 ℎ の
パラメータ D，E に関する偏導関数は，中心差分を用いると，次のように計算できる．

mℎ

mD
:=
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XD
(2.28)

mℎ

mE
:=
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XE
(2.29)

m2ℎ

mD2 :=
ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XD)2 (2.30)

m2ℎ

mE2 :=
ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XE)2 (2.31)

m2ℎ

mDmE
:=
ℎ8+1, 9+1 − ℎ8−1, 9+1 − ℎ8+1, 9−1 + ℎ8−1, 9−1

4XDXE
(2.32)

式 (2.3)を満たす水平投影応力 fG，fH，gGH をパラメータとして，式 (2.13)は，差分を用いて次
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のように表される．(
D2
GfG + 2DGDHgGH + D2

HfH

) ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XD)2

+ 2
[
DGEGfG + (DGEH + EGDH)gGH + DHEHfH

] ℎ8+1, 9+1 − ℎ8+1, 9−1 − ℎ8−1, 9+1 + ℎ8−1, 9−1

4XDXE

+
(
E2
GfG + 2EGEHgGH + E2

HfH

) ℎ8, 9+1 − 2ℎ8, 9 + ℎ8, 9−1

(XE)2

+
[(
DG
mDG

mD
+ EG

mDG

mE

)
fG + 2

(
DG
mDH

mD
+ EG

mDH

mE

)
gGH +

(
DH
mDH

mD
+ EH

mDH

mE

)
fH

]
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XD

+
[(
DG
mEG

mD
+ EG

mEG

mE

)
fG + 2

(
DG
mEH

mD
+ EG

mEH

mE

)
gGH +

(
DH
mEH

mD
+ EH

mEH

mE

)
fH

]
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XE
= 58, 9

(2.33)

式 (2.33)の右辺は次のように書ける．

58, 9 = d6C

√√√√√√√√√√1 +
(
D2
G + D2

H

) (
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XD

)2
+2

(
DGEG + DHEH

) (
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9

2XD

) (
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XE

)
+

(
E2
G + E2

H

) (
ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9−1

2XE

)2

(2.34)

2.2 偏微分方程式

2.2.1 2階線形偏微分方程式の分類と標準形

偏微分方程式とは，2つ以上の独立変数を持つ従属関数に対する微分方程式である．独立変数 G，
H に関する関数 ℎ(G, H) に対する，次の 2階線形偏微分方程式を考える．

�
m2ℎ

mG2 + 2�
m2ℎ

mGmH
+ � m

2ℎ

mH2 = 5 (G, H) (2.35)

独立変数 b，[ を導入し，変数変換 b = b (G, H)，[ = [(G, H) を行う．偏微分方程式 (2.35)は次の
ように書ける [79]．

�∗ m
2ℎ

mb2 + 2�∗ m
2ℎ

mbm[
+ �∗ m

2ℎ

m[2 + �∗ mℎ

mb
+ �∗ mℎ

m[
= 5 (G(b, [), H(b, [)) (2.36)

�∗，�∗，�∗，�∗，�∗ は次のように定義した．

�∗ = �b2
G + 2�bGbH + �b2

H (2.37)

�∗ = �bG[G + 2�
(
bG[H + bH[G

)
+ �bH[H (2.38)

�∗ = �[2
G + 2�[G[H + �[2

H (2.39)

18



�∗ = �
m2b

mG2 + 2�
m2b

mGmH
+ � m

2b

mH2 (2.40)

�∗ = �
m2[

mG2 + 2�
m2[

mGmH
+ � m

2[

mH2 (2.41)

(�∗)2 − �∗�∗ =
(
bG[H − bH[G

)2
(
�2 − ��

)
(2.42)

ここで，b，[ の G，H についての偏導関数をそれぞれ bG = mb/mG，bH = mb/mH，[G = m[/mG，
[H = m[/mH とした．係数 �∗，�∗ の関係式を次のように書き直す．

�∗

b2
H

= �

(
bG

bH

)2
+ 2�

(
bG

bH

)
+ � (2.43)

�∗

[2
H

= �

(
[G

[H

)2
+ 2�

(
[G

[H

)
+ � (2.44)

これらは bG/bH，[G/[H に関する 2次式とみなすことができる．2次方程式 �I2 + 2�I +� = 0の解
と式 (2.43)，(2.44)を比較することで，式 (2.35)は係数 �，�，� の関係により次のように分類さ
れる [79, 80]．

1. �2 − �� > 0のとき，2次方程式 �I2 + 2�I + � = 0は 2つの実数解をもつ．このとき偏微
分方程式は「双曲型（hyperbolic）」であるという．振動・波動現象を記述する波動方程式
は，双曲型偏微分方程式である．2つの実数解として bG/bH，[G/[H を採用すると，�∗ = 0，
�∗ = 0となり，式 (2.35)は次のように書ける．

m2ℎ

mbm[
= %(b, [, mℎ/mb, mℎ/m[) (2.45)

式 (2.45)は双曲型の 2階線形偏微分方程式の標準形 (normal form)とよばれる．
2. �2 − �� = 0のとき，2次方程式 �I2 + 2�I +� = 0は 1つの重解をもつ．このとき偏微分方
程式は「放物型（parabolic）」であるという．例えば熱方程式のような拡散方程式は，放物
型偏微分方程式に分類される．

3. �2 − �� < 0のとき，2次方程式 �I2 + 2�I + � = 0は 2つの共役複素数解をもつ．このと
き偏微分方程式は「楕円型（elliptic）」であるという．例えば物理現象の定常状態を記述す
るポアソン方程式は，楕円型偏微分方程式に分類される．

また，偏微分方程式 (2.35)は，独立変数 G, H のみの既知関数 5 (G, H) に応じて次のように分類さ
れる．関数 5 (G, H) が恒等的に 0であるとき，斉次（同次）であるといい，その方程式を斉次（同
次）線形偏微分方程式と呼ぶ．斉次でないときその方程式を非斉次（非同次）線形偏微分方程式と
呼ぶ．
シェルの鉛直方向の釣合い方程式 (2.4)は 2階の偏微分方程式であるから，釣合い方程式の係数

fG，fH，gGH に基づいて，次のように分類することができる．
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1. fGfH − g2
GH < 0のとき，シェルの鉛直方向の釣合い方程式は双曲型偏微分方程式である．

2. fGfH − g2
GH = 0のとき，シェルの鉛直方向の釣合い方程式は放物型偏微分方程式である．

3. fGfH − g2
GH > 0のとき，シェルの鉛直方向の釣合い方程式は楕円型偏微分方程式である．

釣合い方程式が双曲型となる形状設計において，境界条件が適切に設定されないとき解の存在が必
ずしも保証されない．これは，双曲型偏微分方程式に存在する特性曲線と，境界形状の関係による
ものであると指摘されている [56]．次の項で，特性曲線について述べる．

2.2.2 特性曲線

GH 平面上の曲線 Γ を考える．曲線 Γ 上の点をパラメータ B を用いて (b (B), [(B)) と表す．この
曲線 Γ上で偏微分方程式 (2.35)の解とその勾配が次のように与えられたとする．

ℎ(B) = i(B), mℎ(B)
mG

= k1(B),
mℎ(B)
mH

= k2(B) (2.46)

i(B)，k1(B)，k2(B)は曲線 Γ上で与えられた初期値である．このように偏微分方程式について，平面
上の曲線における初期値が与えられたときの偏微分方程式の解を求める問題をコーシー（Cauchy）
問題という．k1(B)，k2(B) のパラメータ B に関する 1次の偏導関数は合成関数の連鎖律により次
のように書ける．

mk1(B)
mB

=
m2ℎ(B)
mG2

mb (B)
mB

+ m
2ℎ(B)
mGH

m[(B)
mB

(2.47)

mk2(B)
mB

=
m2ℎ(B)
mGH

mb (B)
mB

+ m
2ℎ(B)
mH2

m[(B)
mB

(2.48)

式 (2.47)，(2.48)と，式 (2.35)から，m2ℎ/mG2，m2ℎ/mGH，m2ℎ/mH2 についての 3元 1次連立方
程式系として次のように書ける [80]．

©­«
mb/mB m[/mB 0

0 mb/mB m[/mB
� 2� �

ª®¬ ©­«
m2ℎ/mG2

m2ℎ/mGH
m2ℎ/mH2

ª®¬ =
©­«
mk1(B)/mB
mk2(B)/mB
5 (G, H)

ª®¬ (2.49)

このとき，係数行列式は次のように書ける．

Δ ≡

������mb/mB m[/mB 0
0 mb/mB m[/mB
� 2� �

������ = �
(
m[

mB

)2
− 2�

mb

mB

m[

mB
+ �

(
mb

mB

)2
(2.50)

Δ ≠ 0であれば 2次の偏導関数が一意に決まり，Δ = 0のとき 2次の偏導関数は１次従属となる．
Δ = 0のとき最初に定義した曲線 Γ は，偏微分方程式 (2.35)の特性曲線（characteristic curve）と
なる．特性曲線には，与えられた条件（情報）が偏微分方程式に従って伝わっていく道筋を表すと
いう特徴がある [79]．初期値条件や境界値条件として与えた従属関数についての条件が，特性曲線
上を伝播すると解釈することができる．
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式 (2.35) が双曲型偏微分方程式であるとき，係数 �，�，� に対して �2 − �� > 0 が成り立
つ．この偏微分方程式の特性曲線の GH 平面内の単位接ベクトルを (dG, dH) とすると，次式が成り
立つ [80]．

�(dH)2 − 2�dGdH + � (dG)2 = 0 (2.51)

�2 − �� > 0が成り立つことから，2次方程式 (2.51)は次式の通り，dH/dG についての異なる 2つ
の実数解をもつ．

dH
dG

=
� ±

√
�2 − ��
�

(2.52)

偏微分方程式の平面内の特性曲線が，変数変換に用いた関数 b = b (G, H)，[ = [(G, H) を用いて
b (G, H) = const.，[(G, H) = const.で表されるとき，特性曲線の単位接ベクトルについて次式が成り
立つ．

bGdG + bHdH = 0, [GdG + [HdH = 0 (2.53)

式 (2.52)から，これらの偏導関数は次式を満たす．

bG

bH
,
[G

[H
= −� ±

√
�2 − ��
�

(2.54)

よって特性曲線 b (G, H) = const.，[(G, H) = const.はそれぞれ次のように書ける．

b (G, H) = (� +
√
�2 − ��)G − �H = const., [(G, H) = (� −

√
�2 − ��)G − �H = const. (2.55)

このように，双曲型の場合は 2つの特性曲線の族がある．特性曲線は係数 �，�，� が定数のとき
直線となり，係数が平面座標の関数のとき曲線となる．
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第 3章

水平投影応力分布を設計パラメータと
するシェルの形状設計

3.1 はじめに
本章では，Takeokaら [52]の手法を拡張し，連続体シェル曲面の膜応力の鉛直方向の釣合い式に

基づいて，応力分布を設計パラメータとして自由曲面シェルの形状を設計する手法を提案する．グ
ラフ曲面として定義した連続体シェル曲面の膜応力の水平投影応力を設計パラメータとして，鉛直
方向の釣合い式を有限差分法で離散化して線形連立方程式を繰り返し解く方法により，自重に対し
て膜応力で釣合うシェル形状を生成する．膜応力の水平投影成分は，水平方向の釣合い方程式を満
足するように設定する．
既往研究のうち，応力関数を用いる方法 [42, 47]では，応力の各成分が 1つの応力関数で表現さ

れるため，得られるシェル形状の予測や，応力分布と境界での反力分布の細かな制御は，手法に対
する経験がないと難しい．そこでまず水平投影応力のうちせん断応力を指定し，垂直応力は水平方
向の釣合い方程式に基づき，せん断応力の関数と任意の関数の和として定義する方法を提案する．
この手順により，水平投影応力の各成分と境界の反力分布を応力関数を用いるより直接的に制御
し，それをシェル形状に反映することが可能となる．

Pucher’s formulation に基づく既往の形状設計手法 [42, 50] は構造の材料の特性に基づくひずみ
や変形の影響は考慮しない．したがって形状設計で想定した応力分布と有限要素解析で得られる応
力分布には誤差が生じる．本章では，形状設計手法と有限要素解析を組み合わせることにより，形
状設計手法における指定応力をと有限要素解析結果に基づいて繰り返し補正することで，変形を考
慮した場合にも水平投影応力（水平方向反力）を一様化する手法を提案する．
数値例題では，提案手法による結果と収束性および計算時間を既往の論文 [52]における逐次加

速緩和法（SOR法）による結果と比較する．また提案手法により，せん断応力を平面座標の関数と
して定義したモデルと，境界の一部を鉛直方向反力が生じない自由境界としたモデルを用いて，よ
り複雑なシェル形状が生成可能であることを示す．せん断応力を変化させたときの主応力方向と，
得られるシェル曲面形状についてのパラメトリックスタディを行う．
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次に，一様な水平投影応力分布を指定して提案手法で設計したシェル形状を対象として，鉄筋コ
ンクリートとしての材料の特性と，面外曲げ変形および境界条件を考慮した有限要素解析を行う．
得られた水平投影応力と形状設計で指定した水平投影応力の誤差について検証し，指定応力との誤
差を反復計算により繰り返し補正することで，変形を考慮した場合にも水平投影応力を一様化する
手法について，矩形境界の場合と曲線境界の場合を対象として検証する．また，設計したシェル構
造の力学的特性について，有限要素解析により得られたひずみエネルギーと鉛直変位に着目して考
察する．

3.2 釣合い方程式に基づくシェルの形状設計

3.2.1 シェルの釣合い方程式と設計パラメータとしての水平投影応力

2.1 節において図 2.1 に示した，曲面の高さ ℎ が G，H の関数 ℎ(G, H) で表されるグラフ曲面の
シェルを考える．2.1節で述べた通り，シェルの水平方向の釣合い方程式は式 (2.3)で表される．式
(2.3)をそれぞれ G，H で積分すると，fG，fH は gGH を用いて次のように表される．

fG = −
∫ (

mgGH

mH

)
3G + �G (H), fH = −

∫ (
mgGH

mG

)
3H + �H (G) (3.1)

ここで，�G (H)，�H (G) はそれぞれ H，G の任意の関数である．せん断応力を任意の関数として与え
る場合は，垂直応力 fG，fH は水平方向の釣合い方程式 (2.3)から導かれる式 (3.1)により，せん断
応力の関数とそれぞれ任意の関数 �G (H)，�H (G) の和として定義される．水平方向の釣合い方程式
を満足するため，関数 �G (H)，�H (G) は，それぞれ G，H 方向に一定である必要があるが，他の水平
投影応力とは相関なく，独立に定義することができる．垂直応力 fG，fH はシェルの曲率の大きさ
と，せん断応力 gGH はシェルの主曲率方向とそれぞれ相関があるため，これらの応力を調整するこ
とによりシェルの形状を制御することが可能となる．また，3.4.3項で示すように，自由境界の条
件も容易に満たすことができる．
水平投影応力の主応力を f1，f2 とすると，これらは fG，fH，gGH により次式で表される．

f1, f2 =
fG + fH

2
±

√(fG − fH

2

)2
+ gGH2 (3.2)

図 3.1に水平投影応力が負の場合について，応力の各成分と主応力との関係をモールの応力円を用
いて表す．主応力方向と G 軸のなす角 Uは次のように書ける．

U =
1
2

tan−1
( 2gGH
fG − fH

)
(3.3)

また，鉛直方向の釣合い方程式は 2階の偏微分方程式として式 (2.4)で表される．式 (2.4)の右辺
5 は鉛直方向下向き（I 軸の負の方向）のシェルの単位水平投影面あたりの分布荷重である． 5 を
シェルの自重とする場合，材料密度 d，重力加速度 6，板厚 C を用いて，曲面の勾配の関数として
式 (2.5)で表される．
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図 3.1: 水平投影応力におけるモールの応力円

曲線形状の水平投影境界形状をもつシェルを対象とするため，グラフ曲面の G，H 座標をパラ
メータ (D, E) ∈ [0, 1]2 の関数として G(D, E)，H(D, E) と表す．2.1節に示した通り，鉛直方向の釣合
い方程式 (2.4)は，式 (2.13)で表される．
グラフ曲面の G，H座標は，パラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2を用いたバーンスタイン多項式（Bernstein

polynomial）により表現する．バーンスタイン多項式はバーンスタイン基底関数の線形結合で表さ
れる多項式で，一般にベジェ曲線（Bezier curve）の定義などに用いられる．< 次のバーンスタイ
ン基底関数 18

<(C) は，次式で定義される．

18
<(C) = <!

8!(< − 8)! C
8 (1 − C)<−8 , (8 = 0, . . . , <) (3.4)

バーンスタイン多項式 �<(C) は，バーンスタイン基底関数の線形結合として係数 28 を用いて次の
ように書ける．

�<(C) =
<∑
8=0

2818
<(C) (3.5)

3.2.2 有限差分法による離散化

2.1節に示した手法により，グラフ曲面として定義した連続体シェル曲面における膜応力の鉛直
方向の釣合い方程式 (2.13)を有限差分法で離散化する．パラメータ D，E の平面を D，E 方向にそれ
ぞれ # × # 分割した格子点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . , # + 1)を考える．格子点 (8, 9) の D，E 方向の間隔を
それぞれ XD，XE，格子点の I 座標を ℎ8, 9 とする．鉛直方向の釣合い方程式 (2.13)は中央差分を用
いて式 (2.33)のように書ける．また，釣合い方程式 (2.33)の右辺 58, 9 は式 (2.34)のように書ける．
シェルの境界上の格子点を変数とする自由境界を有するモデルにおいて，境界上の格子点におけ

る偏導関数を定義する必要がある．ここでは，シェルの境界における ℎの D，E に関する 2階の偏
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図 3.2: 8 = 1の境界上の格子点 (8, 9) における偏導関数の導出

導関数は，近傍の格子点座標を用いて次のように定義する．

m2ℎ

mD2 :=
ℎ8+2, 9 − 2ℎ8+1, 9 + ℎ8, 9

(XD)2 ,
m2ℎ

mDmE
:=
ℎ8+1, 9+1 − ℎ8, 9+1 − ℎ8+1, 9−1 + ℎ8, 9−1

2XDXE
(8 = 1) (3.6)

m2ℎ

mD2 :=
ℎ8, 9 − 2ℎ8−1, 9 + ℎ8−2, 9

(XD)2 ,
m2ℎ

mDmE
:=
ℎ8, 9+1 − ℎ8−1, 9+1 − ℎ8, 9−1 + ℎ8−1, 9−1

2XDXE
(8 = # + 1) (3.7)

m2ℎ

mE2 :=
ℎ8, 9+2 − 2ℎ8, 9+1 + ℎ8, 9

(XE)2 ,
m2ℎ

mDmE
:=
ℎ8+1, 9+1 − ℎ8−1, 9+1 − ℎ8+1, 9 + ℎ8−1, 9

2XDXE
( 9 = 1) (3.8)

m2ℎ

mE2 :=
ℎ8, 9 − 2ℎ8, 9−1 + ℎ8, 9−2

(XE)2 ,
m2ℎ

mDmE
:=
ℎ8+1, 9 − ℎ8−1, 9 − ℎ8+1, 9−1 + ℎ8−1, 9−1

2XDXE
( 9 = # + 1) (3.9)

例として，8 = 1 の境界上の格子点における偏導関数の模式図を図 3.2 に示す．8 = 1 における
m2ℎ/mD2 は，1つ内側の (8 + 1, 9) における m2ℎ/mD2 と等しいと仮定して赤色点線で囲んだ 3つの
格子点の I 座標から求める．また，m2ℎ/mDmE は青色点線で囲んだ 4 つの格子点の I 座標から求
める．
シェルの境界における ℎの D，E に関する 1階の偏導関数は，前に述べた 2階の偏導関数と適合

するように，次のように定める．

mℎ

mD
:= 2

ℎ8+1, 9 − ℎ8, 9
XD

−
ℎ8+2, 9 − ℎ8, 9

2XD
(8 = 1) (3.10)

mℎ

mD
:= 2

ℎ8, 9 − ℎ8−1, 9

XD
−
ℎ8, 9 − ℎ8−2, 9

2XD
(8 = # + 1) (3.11)

26



mℎ

mE
:= 2

ℎ8, 9+1 − ℎ8, 9
XE

−
ℎ8, 9+2 − ℎ8, 9

2XE
( 9 = 1) (3.12)

mℎ

mE
:= 2

ℎ8, 9 − ℎ8, 9−1

XE
−
ℎ8, 9 − ℎ8, 9−2

2XE
( 9 = # + 1) (3.13)

3.2.3 シェルの釣合い方程式に基づく形状設計法のフロー

文献 [52]では，離散化した鉛直方向の釣合い方程式 (2.33)を，SOR法を用いて解いてシェルの
形状を導出している．一方，釣合い方程式 (2.33)は曲面の勾配の関数として表される右辺 58, 9 を仮
に定数とすると，格子点 (8, 9) の I 座標 ℎ8, 9 についての線形連立方程式とみなすことができる．し
たがって，各格子点における式 (2.33)を導出し，右辺 58, 9 を現在の形状で固定してこれを線形連立
方程式として解くことで，シェルの形状を求める．
格子点の数は (# + 1)2 であり，境界条件を指定した後の独立な変数の数を = とする．変数であ

前ステップで得られたシェル形状に基づきfi,jを得る

fi,jを定数として釣合い式の右辺に代入し，hi,jについての
線形連立方程式として解き，シェル形状を更新

各格子点でのhi,jの変化量の総和を得る

Start

End

解形状を出力

水平投影応力と境界条件を指定

釣合い方程式の右辺を として線形連立方程式
を解き，格子点のz座標hi,jを得る

gt

 

Yes

No

図 3.3: シェルの釣合い方程式に基づく形状設計法のフローチャート
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る I 座標 ℎ8, 9 をまとめたベクトルを x ∈ R=，変数 xの係数をまとめた行列を A ∈ R=×=，右辺 58, 9

を変数となる格子点についてまとめたベクトルを b ∈ R= とすると，式 (2.33)は次の線形連立方程
式として表される．

Ax = b (3.14)

右辺 58, 9 は形状に依存するため，線形連立方程式を繰り返し解いて得られた形状に基づき更新す
る．形状設計手法の手順を以下にまとめる．また，図 3.3にフローチャートを示す．

1. 水平投影応力と境界形状を設定する．
2. 初期形状として ℎ8, 9 = 0と仮定して釣合い方程式 (2.33)の右辺を 58, 9 = d6C とする．線形連
立方程式 (3.14)を解き，格子点の I 座標 ℎ8, 9 を得る．

3. 前ステップで得られたシェル形状に基づき式 (2.34)より 58, 9 を求める．
4. 得られた 58, 9 を定数として式 (2.33)の右辺に代入する．線形連立方程式 (3.14)の右辺を更
新し，線形連立方程式を解いてシェル形状 ℎ8, 9 を更新する．

5. 各格子点での ℎ8, 9 の変化の総和 Y を次式により求める．ここで上添え字 (;) は反復計算のス
テップ数を示す．

Y (;+1) =
#+1∑
8=1

#+1∑
9=1

���ℎ8, 9 (;+1) − ℎ8, 9 (;)
��� (3.15)

6. Y (;+1) が指定された正の微小値 Ȳ 以上のとき Step 3に戻る．
7. 解形状を出力して反復計算を終了する．

3.3 シェルの水平投影応力分布一様化のための形状補正手法
3.2節に示した形状設計で生成したシェル形状に材料特性を定めて有限要素解析を行い，シェル

の弾性変形が応力分布に与える影響について確認する．ここでは，gGH = 0の一様応力分布を指定
したモデルのみを対象とする．また，有限要素解析から得られた水平投影応力分布に基づき形状設
計過程での指定水平投影応力 fG，fH を補正する．したがって，形状設計過程の水平投影応力の指
定値と理想的な目標値は異なり，後者を以下では目標値とよぶ．例えば，境界部での応力を一様な
値（目標値）とすることで，領域内の応力を一様化することが可能となる．
図 3.4(a)，(b)に，水平投影応力 fG，fH をそれぞれ目標値に近づける形状補正手法において採用し

た応力の誤差評価範囲の模式図を示す．図 3.4(a)，(b)に示した境界 a (Ḡ! ≤ G ≤ Ḡ*，H̄! ≤ H ≤ H̄*)
の水平投影応力を，それぞれ目標値 f∗

G，f∗
H に近づけるように形状設計での指定値 fG，fH を補正

しながら，形状設計と有限要素解析を繰り返す．水平投影応力 fG，fH の作用する方向に平行な境
界付近（図 3.4に Bで示した範囲）では，境界での拘束によって境界と平行な方向の水平投影応力
を指定値に一致させることが困難である．したがって，直線または曲線で定められる図 3.4の aで
示す範囲の境界を誤差評価範囲とする．図 3.4に bで示す範囲は，範囲 aの端点における水平投影
応力の指定値を用いて形状設計を行う．
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図 3.4: 形状補正における応力の誤差評価範囲の模式図

以上の条件に基づき，指定値 f
(;)
G ，f

(;)
H の更新は，次式による．

f
(;+1)
G =


f

(;)
G − (f̄ (;)

G − f∗
G) ( H̄! ≤ H ≤ H̄*)

f
(;+1)
G |H=H̄! (H < H̄!)
f

(;+1)
G |H=H̄* (H > H̄*)

(3.16)

f
(;+1)
H =


f

(;)
H − (f̄ (;)

H − f∗
H) (Ḡ! ≤ G ≤ Ḡ*)

f
(;+1)
H |G=Ḡ! (G < Ḡ!)
f

(;+1)
H |G=Ḡ* (G > Ḡ*)

(3.17)

水平投影応力の指定値 f
(;)
G ，目標値 f∗

G，および有限要素解析により得られた応力値 f̄
(;)
G の関係を

図 3.5に示す．gGH = 0のとき fG，fH は水平方向の釣合い方程式 (2.3)よりそれぞれ mfG/mG = 0，
mfH/mH = 0を満たす必要があるが，式 (3.16)，(3.17)より，fG は G 方向に一定，fH は H 方向に
一定であり，水平方向の釣合い方程式は満たされる．
形状設計で生成したシェルに対して，長さのスケールを V1 倍，単位面積当たりの自重 d6C を V2

倍したとき，材料の特性による弾性変形や曲げ変形の影響を考慮しなければ，水平投影応力はシェ
ルの全範囲で V1V2 倍となる．したがって，水平投影応力の目標値は形状設計で指定した値の V1V2

倍とする．
形状補正手法の計算手順を以下にまとめる．また，図 3.6にフローチャートを示す．

1. 水平投影応力の目標値 f∗
G，f∗

H と境界形状を設定する．
2. 水平投影応力の指定値 f

(;)
G ，f

(;)
H に基づき，鉛直方向の釣合い式を解いてシェル形状を得

る．ここで，添え字 ; は反復計算のステップ数を示す．
3. 得られたシェル形状に基づき，有限要素解析を実行する．
4. 有限要素解析結果から，あらかじめ領域内に指定した応力の誤差評価範囲 aにおける水平投
影応力 f̄

(;)
G ，f̄

(;)
H を算出する．

5. 得られた水平投影応力 f̄
(;)
G ，f̄

(;)
H と，目標値 f∗

G，f∗
H との誤差に関して，次式で定められる
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水平投影応力の指定値を
に更新( 1) ( 1),  l l

x y + +

図 3.6: シェルの形状補正手法のフローチャート
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指標 Z
(;)
G ，Z

(;)
H を算出する．

Z
(;)
G =

1
=G

∑
=G

����� f̄ (;)
G

f∗
G

− 1

����� , Z
(;)
H =

1
=H

∑
=H

����� f̄ (;)
H

f∗
H

− 1

����� (3.18)

ここで，=G，=H は誤差評価範囲 aの格子点の数である．与えられた正の微小値 Z̄ に対して
Z
(;)
G ，Z

(;)
H が下記の収束条件を満たせば反復計算を終了する．

Z
(;)
G < Z̄, Z

(;)
H < Z̄ (3.19)

6. 収束条件を満足しないとき，ステップ ; での誤差評価範囲 aにおける誤差に応じて式 (3.16)，
(3.17)によりステップ ; + 1での水平投影応力の指定値を更新する．

7. 更新した水平投影応力の指定値 f
(;+1)
G ，f (;+1)

H に基づき，3.2節で示した形状設計法により
シェル形状を更新し，Step 2にもどる．

3.4 数値解析例
形状設計において，シェルの形状は自重と応力の比率により決定されるため，d6C = 1として無次

元化し，長さと荷重の単位は省略する．グラフ曲面の G，H座標は，パラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 を用
いた 3次のバーンスタイン多項式により表現する．パラメータ D，E 平面の格子の分割数は # = 50
とし，収束判定のためのパラメータは Ȳ = 1 × 10−9，Z̄ = 1 × 10−3 とする．形状設計のプログラム
は Python3を用いて作成し，鉛直方向の釣合い方程式を離散化した線形連立方程式は，数値計算ラ
イブラリである NumPy [81]を用いて解く．有限要素解析には，骨組解析ライブラリ OpenSeesの
Pythonモジュールである OpenSeesPy [82]を使用する．シェルのモデル化には，面内剛性に加え
て面外曲げ剛性とせん断剛性を有する，四辺形アイソパラメトリックシェル要素 ShellMITC4を用
いる．解析結果の図化にはMatplotlib [83]を用いる．
まず，モデル EL1，2により提案手法と文献 [52]の SOR法による手法を比較する．次に，せん

断応力を平面座標の関数として定義したモデル EL3，境界の一部を鉛直反力が生じない自由境界と
したモデル EL4により，提案手法がより複雑なシェル形状を生成可能であることを示す．またせ
ん断応力を変化させたときの主応力方向と，得られるシェル曲面形状についてのパラメトリックス
タディをモデル EL5，6で行う．さらに，モデル EL1，2を対象に有限要素解析を行い，シェルの
弾性変形が応力分布に及ぼす影響について確認するとともに，3.3節で提案した応力一様化手法に
ついて検証する．

3.4.1 既往の手法との比較による提案手法の検証

曲面の G，H 座標はパラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 を用いて，次のように定義する．

モデルEL1 : G = 0.2D3 − 0.3D2 + 2.1D − 1, H = 0.2E3 − 0.3E2 + 2.1E − 1 (3.20)

モデルEL2 : G = (2D − 1) (−E2 + E + 1), H = (−D2 + D + 1) (2E − 1) (3.21)
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(a)モデル EL1 (b)モデル EL2

図 3.7: モデル EL1，EL2 : 平面形状

図 3.7にモデル EL1，EL2のシェル曲面の水平面投影形状と格子点を示す．
モデル EL1は境界が G，H軸に平行な矩形平面形状であり，モデル EL2の境界は曲線である．ま

た，水平投影応力の指定値は fG = fH = −1，gGH = 0 とする．水平投影応力はシェルの領域内で
一定であり，荷重はシェルの面内圧縮力により境界に伝達される．境界が G，H 軸に平行なモデル
EL1の矩形平面形状は G = 2D − 1，H = 2E − 1としてモデル化することも可能であるが，ここでは
文献 [52]の解析との比較を行うため，文献 [52]の例題と同様の G，H 座標の定義を採用する．
形状設計により得られたモデル EL1，2の釣合い形状を図 3.8，3.9にそれぞれ示す．図中のコン

トアは曲面の高さ ℎ の分布を示す．平行投影図の I 座標のみ，G，H 座標の 2.0倍にスケーリング
して示す．どちらのモデルも，本章で提案する線形連立方程式を解く方法によって，文献 [52]での
SOR法による手法と同様の曲面形状が得られた．
ℎ8, 9 の変化の総和 Y が 1 × 10−9 以下となるまでの反復計算の回数は，モデル EL1，2でそれぞ

れ 10回，11回であった．モデル EL2での Y の履歴を図 3.10に示す．縦軸は対数であり，提案手
法が既往の手法より少ない反復回数で収束していることがわかる．連立方程式を解く必要がある
提案手法は，SOR法と比べて 1 stepに要する計算量は大きいが，設計に要した計算時間は，Core
i7-11800H CPU (2.30GHz，16GB memory)の PC を用いて 4.6 秒であった．文献 [52] の SOR 法
を採用したときの計算時間は 44 秒であり，提案手法は計算時間を 10% 程度に低減することがで
きた．
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(a)平面図 (b)直交投影図

図 3.8: モデル EL1:釣合い形状

(a)平面図 (b)直交投影図

図 3.9: モデル EL2:釣合い形状
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図 3.10: モデル EL2:形状生成における各格子点での ℎ8, 9 の変化の総和 Y の履歴
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(a)モデル EL3 (b)モデル EL4

図 3.11: モデル EL3，EL4 : 平面形状

3.4.2 せん断応力分布をパラメータ表示したシェルの曲面形状設計

曲面の G，H 座標は，パラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 を用いて，矩形境界となるよう次式で定義する．

モデルEL3 : G = 2D − 1, H = 2E − 1 (3.22)

図 3.11(a)にモデル EL3のシェル曲面の水平面投影形状と格子点を示す．モデル EL1，2では水平
投影応力はシェルの領域内で一定としたのに対して，モデル EL3では，水平投影応力のうちせん
断応力 gGH を G，H の関数として，次のように定義する．

gGH =
1
2
{(G + 1) (H − 1) + 1} (3.23)

gGH の H，G に関する偏導関数は mgGH/mH = (G + 1)/2，mgGH/mG = (H − 1)/2となる．fG，fH は，
水平方向の釣合い式 (2.3)を満たすように，式 (3.1)において �G (H) = �H (G) = −3/4とし，それぞ
れ −1.5から −0.5の間を変化するように次のように定義する．

fG = −1
2

{
1
2
(G + 1)2 + 1

}
, fH = −1

2

{
1
2
(H − 1)2 + 1

}
(3.24)

モデル EL3の指定水平投影応力分布を図 3.12に，釣合い形状を図 3.13に示す．非対称な水平投
影応力を指定することで，水平投影応力の絶対値が小さい G < 0かつ H > 0の部分において勾配の
大きい非対称なシェル曲面形状が得られる．また G > 0かつ H > 0の部分においてガウス曲率が負
となる曲面形状が得られた．以上より，対称な境界条件・平面形状のシェルに対して，水平投影せ
ん断応力分布を指定することにより，非対称な曲面形状が得られることが示された．
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(a) fG (b) fH (c) gGH

図 3.12: モデル EL3:水平投影応力分布

(a)平面図 (b)直交投影図

図 3.13: モデル EL3:釣合い形状

3.4.3 自由境界を有するシェル曲面の設計への適用

モデル EL4は，H 軸に平行な 2辺を有する台形平面とし，1辺を自由境界（高さ ℎを変数）とす
る．曲面の G，H 座標はパラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 を用いて次のように定義する．

モデルEL4 : G = 2D − 1, H = (0.6D + 0.7) (2E − 1) (3.25)

図 3.11(b)にモデル EL4のシェル曲面の水平面投影形状と格子点を示す．また，fG，fH，gGH を G，
H の関数として，次のように定義する．

fG = −G − 1, fH = −1, gGH = H (3.26)

これらはシェルの水平方向の釣合い方程式 (2.3)を満たす．
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(a) fG (b) fH (c) gGH

(d) fGfH − g2
GH

図 3.14: モデル EL4:水平投影応力分布

図 3.15にモデル EL4の水平投影応力分布を示す．モデル EL4では，G = −1における境界上の
格子点の I 座標を変数として扱う．また G = −1上の境界を自由境界として，形状設計のみならず
変形に対しても自由であると想定する．したがって，fG は G = −1において 0となるように指定
している．
第 2章で述べたように，2階の偏微分方程式である鉛直方向の釣合い方程式 (2.4)は，各偏導関

数の係数 fG，fH，gGH に応じて楕円型，放物型，双曲型に分類される．モデル EL1，2，3はすべ
て楕円型に分類されるが，モデル EL4 は，図 3.14(d) に示すように，自由境界付近の一部の領域
において fGfH − g2

GH < 0となる．すなわちこの領域において釣合い方程式は双曲型であり，また
(G, H) = (−1, 0) の点では fGfH − g2

GH = 0となり，放物型となる．
モデル EL4 の釣合い形状を図 3.15 に示す．鉛直方向の釣合い方程式が一部の領域で双曲型

となるモデルにおいても反復計算は収束し，シェル形状を得ることができた．シェル頂部は
(G, H) = (−0.4, 0) 付近にあり，G = −1上の自由境界はアーチ形状となる．境界形状が台形であるモ
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(a)平面図 (b)直交投影図

図 3.15: モデル EL4:釣合い形状

デル EL4は，G が大きいほど H 方向のスパンが大きくなり，また fH を一定値で指定していること
から，自由開口部分より原点に近い部分が頂部となる．水平方向の釣合い式 (2.3)を満たすように，
シェル頂部付近から自由境界に向かって伝達される直応力 fG の G 方向の変化率は，gGH の H 方向
の変化率と釣合う．gHG( = gGH)が H 方向に変化するとき，fG は G 方向に変化して自由境界で 0と
なることができる．このように，水平投影応力を平面座標の関数として定義し，境界に直交する方
向の直応力成分を 0とすることで，自由境界となるシェルを設計することができた．
自由境界には H 方向の直応力 fH とせん断応力 gGH が生じる．自由境界に生じるせん断応力は，

縁梁を設ければ，梁の軸力により端部の支持境界に伝達することが可能である．なお，文献 [84]に
おいて，同様の水平投影応力をモデル EL3で用いた矩形境界モデルに適用した場合には，自由境
界部分がシェルの頂部となることを別途確認している．
提案手法により，シェルの一部の領域が双曲型となるような場合でも釣合い形状を求めることが

できることが示された．なお，釣合い微分方程式が双曲型となる領域を含むモデルについて解が得
られた例としてモデル EL4を示したが，一般的に双曲型の問題を解くことができるわけではない．
特に，双曲型となる領域が大きい場合や四辺の境界が拘束されている場合には，繰り返し計算が収
束せず，解が得られなかった．

3.4.4 せん断応力を設計パラメータとしたパラメトリックスタディ

矩形境界を有するモデル EL5と曲線境界を有するモデル EL6を対象とする．曲面の G，H 座標
はパラメータ (D, E) ∈ [0, 1]2 を用いて次のように定義する．

モデルEL5 : G = 2D − 1, H = 2E − 1 (3.27)

モデルEL6 : G = −(2D − 1) (2E2 − 2E − 1), H = (2D2 − 2D + 1) (2E − 1) (3.28)
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(a)モデル EL5 (b)モデル EL6

図 3.16: モデル EL5，EL6 : 平面形状

表 3.1: モデル EL5，6 : 主応力方向 Uと，各水平投影応力成分

モデル 主応力方向 U fG fH gGH

EL5a, EL6a 0 −1.8 −0.2 0
EL5b, EL6b c/6 −1.4 −0.6 −0.4

√
3

EL5c, EL6c c/4 −1.0 −1.0 −0.8
EL5d, EL6d c/3 −0.6 −1.4 −0.4

√
3

EL5e, EL6e c/2 −0.2 −1.8 0

図 3.16にモデル EL5，EL6のシェル曲面の水平面投影形状と格子点を示す．モデル EL5はモデル
EL3と同様の矩形の平面形状である．水平投影応力の主応力を f1 = −0.2，f2 = −1.8とし，主応
力方向を U = {0, c/6, c/4, c/3, c/2} の 5つの値をとるよう変化させたときのシェル曲面形状を
生成する．モデルの平面領域内で水平投影応力は一様分布とする．各モデルについて，主応力方向
Uと，各水平投影応力成分を表 3.1に示す．
モデル EL5，6の主応力方向と得られたシェルの釣合い形状，およびシェル曲面の主曲率 ^1，^2

（^1 ≤ ^2）の分布を，それぞれ図 3.17，3.18 に示す．主曲率分布図の青色の線は上に凸，赤色は
下に凸であることを示し，線の太さは曲率の絶対値に比例する．凡例の線の太さは曲率 ^1 = −1，
^2 = 1を示す．最小主曲率の方向を示す青く太い線は，最小主応力方向と直交しながら，最小主応
力の方向に分布している．
モデル EL6は G 方向のスパンが H 方向のスパンに比べて大きいため，モデル EL6aの主応力方

向 U = 0のとき最もライズが大きな形状が得られた．またモデル EL6eの主応力方向 U = c/2のと
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図 3.17: モデル EL5:主応力方向と釣合い形状
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図 3.18: モデル EL6:主応力方向と釣合い形状
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き，H 方向のスパンに応じてライズが変化することで，2つの凸型が連続するシェル形状が得られ
た．このように，水平投影応力の主応力方向を変化させることで，シェル形状を特徴づける主曲率
方向を制御し，様々なシェル形状を生成することができた．

3.4.5 有限要素解析による鉄筋コンクリートシェルとしての応力分布

3.4.1項のモデル EL1，2を用いて，面外曲げ変形やポアソン比による横ひずみ等の弾性変形を考
慮した有限要素解析を行い，得られた応力分布と形状設計で指定した応力分布を比較する．形状設
計におけるグラフ曲面の座標 (G, H, ℎ) に対して，有限要素解析ではそれぞれの座標値を，係数 V1

を用いて (V1G, V1H, V1ℎ) (単位：m)としてスケーリングする．ここでは V1 = 10 mとする．スケー
リングの結果，シェルのスパンはモデル EL1で 20.0 m，モデル EL2で 25.0 mとなる．シェルの
ライズ � は，モデル EL1で � = 3.06 m，モデル EL2で � = 4.42 mである．有限要素解析におけ
る荷重や材料の諸元は，シェル厚さ C = 0.1 m，ヤング係数 � = 20.0 GPa，ポアソン比 a = 0.2と
する．シェルの自重について，コンクリートの材料密度 d = 2.4 kg/m3，6 = 10 m/s2 とし，d6C =
2.4 kN/m2 として検討する．指定水平投影応力 fG = −1は，有限要素解析での水平投影応力 fG =

−24 kN/m に相当する．3.3 項に示した係数は，V1 = 10 m，V2 = 2.4 kN/m2，V1V2 = 24 kN/m と
なる．
モデル EL1および 2について，有限要素解析により得られた水平投影応力の分布をそれぞれ図

3.19，3.20に示す．シェル中央での鉛直変位は，モデル EL1で 0.33 mm，モデル EL2で 0.31 mm
となった．モデル EL1，2における D = 0の左側境界の fG 分布を図 3.21に示す．有限要素解析の
結果得られる水平投影応力は，どちらのモデルも，図 3.4に aで示した境界中央では指定値より大
きく，図 3.4に bで示した境界端部では指定値より小さい．形状補正手法において誤差を評価した
境界 aにおいて指定水平投影応力との誤差は 10～15%程度であった．
図 3.22に，有限要素解析における G 方向の面内応力 BG の水平投影応力 fG に対する比率の分布

を示す．ライズが十分に小さいシェルでは，図 2.1に示す qG，qH が小さくなるため，水平投影応
力と曲面の膜応力の差は小さい．本検討で対象としているシェルについても，シェル曲面の大部分
において BG の fG に対する比率は概ね 1.0である．このことから，水平投影応力を指定値に近づけ
ることにより，シェルの面内応力を近似的に指定値に近づけることができることが確認できた．

3.4.6 シェルの水平投影応力分布一様化のための形状補正手法の検証

3.4.5項で示した有限要素解析モデルについて，3.3節に示したアルゴリズムを用いてシェル曲面
形状を補正する．図 3.4(a)，(b)に示した fG，fH それぞれの誤差評価範囲 aは，境界に沿った直線
または曲線で定められる以下の範囲とする．

モデルEL1 : − 0.50 ≤ G ≤ 0.50 , −0.50 ≤ H ≤ 0.50
モデルEL2 : − 0.65 ≤ G ≤ 0.65 , −0.65 ≤ H ≤ 0.65
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(a) fG (単位：kN/m) (b) fH (単位：kN/m)

図 3.19: モデル EL1:有限要素解析における水平投影応力分布

(a) fG (単位：kN/m) (b) fH (単位：kN/m)

図 3.20: モデル EL2:有限要素解析における水平投影応力分布

水平投影応力 fG，fH の作用する方向にそれぞれ平行な境界付近（図 3.4 に B で示した範囲）で
は，境界と平行な方向の水平投影応力を指定値に一致させることが困難であるため，境界付近の領
域 Bを除いた図 3.4に Aで示した内部領域での水平投影応力を目標値に近づける．モデル EL2は
モデル EL1に比べて境界部の影響が小さいため，モデル EL1より大きな指定範囲とした．3.3節
の計算手順で示した有限要素解析での水平投影応力の目標値は，3.4.5項に示したスケーリングに
基づき，形状設計における指定値を (V1V2) = 24倍した値（単位：kN/m）を用いる．
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図 3.21: モデル EL1，2:有限要素解析における境界 D = 0の水平投影応力分布

図 3.22: モデル EL2:水平投影応力 fG に対するシェルの面内応力 BG の比率の分布

指定水平投影応力を修正する繰り返し計算の最終ステップにおいて得られた解（以下，収束解と
呼ぶ）の水平投影応力分布を図 3.23，3.24 に，D = 0 の左側境界における fG 分布を図 3.25 に示
す．モデル EL1，2とも収束条件を満たす解を得られた．シェル形状を補正する領域において，水
平投影応力は目標値に一致していることがわかる．
図 3.26 に，モデル EL2 の各反復ステップでの誤差 Z

(;)
G の推移を示す．反復計算により，誤差

Z
(;)
G が収束していることがわかる．図 3.27に，モデル EL2のシェル左側の境界中央にあたる H = 0
の位置（図 3.24(a)に赤丸印で示す位置）における f

(;)
G と，更新された f

(;)
G の履歴を，形状設計

における無次元化した値として示す．反復計算により，形状設計過程での応力指定値の絶対値 f
(;)
G

は減少し，それにともない有限要素解析における境界の水平投影応力 f̄
(;)
G の絶対値も減少し，目

標値である f∗
G に収束している．
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(a) fG (単位：kN/m) (b) fH (単位：kN/m)

図 3.23: モデル EL1（収束解）:有限要素解析における水平投影応力分布

(a) fG (単位：kN/m) (b) fH (単位：kN/m)

図 3.24: モデル EL2（収束解）:有限要素解析における水平投影応力分布

3.4.7 提案手法により得られた自由曲面シェルの力学的特性の分析

形状補正手法により得られたシェルの有限要素解析結果について，モデル EL1，2の最大鉛直変
位と，ひずみエネルギーを表 3.2に示す．ひずみエネルギーは，シェル全体の面内応力によるひず
みエネルギー �m，面外曲げモーメントとせん断力によるひずみエネルギー �b およびそれらの総
和として得られる総ひずみエネルギー �t = �m + �b（単位：Nm）を示す．モデル EL1，2の最大鉛
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図 3.25: モデル EL1，2（収束解）:有限要素解析における境界 D = 0の水平投影応力分布
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図 3.26: モデル EL2:パラメータ Z
(;)
G の履歴
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図 3.27: モデル EL2:境界 (D, E) = (0, 0.5) における無次元化した水平投影応力の履歴
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表 3.2: モデル EL1，2（収束解）:有限要素解析における最大鉛直変位とひずみエネルギー

モデル 最大鉛直変位 ひずみエネルギー (Nm)（比率 (%)）
(mm) �m �b �t

EL1（収束解） 0.26 71.8 (99.3) 0.54 (0.7) 72.4 (100.0)
EL2（収束解） 0.25 121.6 (99.3) 0.82 (0.7) 122.4 (100.0)

図 3.28: モデル EL2（収束解）:面外曲げモーメント "H の分布 (単位：kNm/m)

直変位はそれぞれ 0.26 mm，0.25 mmであり，シェルスパンに対する比率はそれぞれ 1.32 × 10−5，
1.00 × 10−5 である．また，ひずみエネルギーに着目すると，どちらのモデルも，総ひずみエネル
ギーに対する面内応力によるひずみエネルギーの比率 �m/�t は 99%以上であり，自重に対して膜
応力で抵抗する合理的なシェル形状が得られていることがわかる．
有限要素解析ではシェルを面外曲げ剛性を有する要素でモデル化しており，曲げ応力が生じてい

る．モデル EL2の収束解について，図 3.28に H 軸回りの曲げモーメント "H (kNm/m)の分布を
示す．曲げモーメントと直応力から得られるシェル要素の縁応力 f1G は次式により得られる．

f1G =
BG

C
±

6"H

C2
(3.29)

図 3.29 に，モデル EL2 の収束解のシェル断面の上端と下端の縁応力 f1G(MPa) の分布を示す．
シェルのほとんどの領域において縁応力は負の値となり引張応力が生じていない．シェル上面の 4
隅の境界付近において縁応力が 0以上となる部分があり，引張応力が生じている．またシェル下端
はすべて圧縮状態である．
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(a)シェル断面上端の縁応力 (単位：MPa) (b)シェル断面下端の縁応力 (単位：MPa)

図 3.29: モデル EL2（収束解）:有限要素解析におけるシェル断面の縁応力 f1G の分布

3.4.8 応力一様化手法の適用範囲についての考察

3.1節で述べたように，Pucher’s formulationに基づく既往の形状設計手法 [42, 47]は，構造の材
料の特性に基づくひずみや変形の影響は考慮しないため，形状設計で想定した応力分布と有限要素
解析で得られる応力分布には誤差が生じる．ここでは，平面応力問題の理論を参考に，適合条件に
ついて考察する．
平面応力問題におけるひずみの適合条件は，G，H方向のひずみ YG，YH，およびせん断ひずみ WGH

を用いて次のように書ける．

m2YG

mH2 −
m2WGH

mGmH
+
m2YH

mG2 = 0 (3.30)

ひずみの適合条件 (3.30)と等方弾性体としての構成則から，式 (2.6)に示した Airyの応力関数 Φ

は次式を満たす重調和関数となる [85]．

∇2∇2Φ = 0 (3.31)

∇2 はラプラシアン (m2/mG2 + m2/mH2) を表す．応力関数を用いない場合，水平投影応力についての
条件として式 (3.31)は次のように書ける．

∇2(fG + fH) = 0 (3.32)

本研究は，形状設計手法において適合条件を考慮することはできず，また応力関数を用いた既往
の研究でも同様に適合条件は考慮されていない．また曲面を対象としており，曲面に平面応力問題
の理論を直接適用することがはできないが，シェルのライズが小さいとき，モデル EL1，2のよう
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に水平投影応力が適合条件を満たせば，膜応力も適合条件を概ね満たすと考えられる．モデル EL3
のように水平投影応力を変化させて形状を生成した場合には式 (3.32) に相当する条件が満足され
ない．この場合には，形状設計で想定した応力分布と有限要素解析で得られる応力分布の誤差が大
きくなる可能性があり，適合条件の影響の定量的検討については今後の課題としたい．

3.5 3章の結論
本章では，指定水平投影応力分布を有する自由曲面シェルの形状設計手法を提案した．また，有

限要素解析を用いて，材料の特性や境界条件に基づく変形の影響を考慮した場合の応力分布とシェ
ルの力学的特性を確認し，変形を考慮した場合にも一様な応力分布となるシェルの形状を設計する
手法を提案した．
本章で得られた知見は以下のとおりである．

1. グラフ曲面として定義した連続体シェルについて，膜応力の鉛直方向の釣合い式を離散化
し，線形連立方程式を繰り返し解く方法により，膜応力のみで自重と釣合う形状を設計する
方法を提案した．提案手法は既往の手法と同様のシェルの釣合い形状を，より少ない計算コ
ストで生成できる．

2. 水平投影応力分布を設計パラメータとし，せん断応力を平面座標の関数として定義すること
で，提案手法が非対称なシェル形状に適用可能であることを示した．水平投影応力分布は，
水平方向の釣合い方程式を満たすよう指定必要があるが，せん断応力分布をまず定め，これ
に応じて直応力分布を定める方法により，水平方向の釣合い方程式を満たす応力を指定する
手法を提案した．

3. シェルの 1辺を鉛直反力が生じない自由境界として水平投影応力を指定することで，アーチ
型の自由境界を有するシェル形状が得られることを示した．

4. 一様な水平投影応力分布を指定して提案手法で設計したシェル形状を対象として，材料特性
を定めて有限要素解析を行い，弾性変形を考慮した場合の水平投影応力分布を境界付近の領
域を除いて一様化する手法を提案した．提案手法により，境界付近の領域を除いて水平投影
応力分布を一様化することができた．水平投影応力の直応力・せん断応力の各成分を平面座
標の関数として定義した場合には，形状設計手法と有限要素解析の応力の誤差が大きくなる
と考えられるが，適合条件の影響の定量的検討については今後の課題としたい．

5. 数値例題において，シェルの一部の領域で鉛直方向の釣合い方程式が双曲型となるモデルに
ついて，提案手法を用いて釣合い形状を得ることができた．一方，提案手法は鉛直方向の釣
合い方程式が双曲型となる領域を含むモデルについて，常に収束解を得ることができるわけ
ではない．双曲型となる領域をもつシェルの形状生成において，解が得られるときの条件に
ついては第 4章で取り扱う．
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提案手法は水平投影応力を直接指定することができ，水平投影応力を指定することにより境界で
の水平反力（スラスト）を指定できる．また，ライズが十分に小さいシェルでは，水平投影応力と
曲面の膜応力の差は小さい．したがって，弾性変形を考慮した水平投影応力を一様化することで，
シェルを等厚断面により構成することが可能となる．
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第 4章

圧縮引張混在型シェルの形状設計

4.1 はじめに
第 3章では，主に圧縮力のみが生じるシェルを対象とした形状設計について述べた．鉄筋コンク

リートや組積造によるシェルの場合には，自重に対して面内の圧縮力のみで抵抗する形状が望まし
いが，シェル面内に引張力が生じないという非常に強い制約条件の下で実現できる形状は限定的で
ある．一方で，鉄鋼などの金属系材料や CLTなどの木質材料など，引張応力に対して抵抗可能な
材料を用いることで，圧縮と引張の混在を許容したより多様なシェル形状の設計が可能となる．
本章では，圧縮引張混在型シェルの形状設計法を提案する．圧縮引張混在型シェルの鉛直方向の

釣合い方程式は双曲型となることから，まず，外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合う
形状を得るための境界条件の指定方法について，双曲型偏微分方程式の一つである波動方程式の初
期値境界値問題を参照することで考察する．2.1節に示した有限差分法で離散化した釣合い方程式
について，線形連立方程式を解くことで外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合う解形状
を求める．
双曲型の釣合い方程式について，境界条件が適切に設定されないとき解の存在が必ずしも保証さ

れないことが既往の研究で指摘されている [56]．提案手法は，線形連立方程式の係数行列を用いて
解の存在や不定性について判定する．解が不定となる場合に安定的に解形状を得るため，および得
られる形状を滑らかな形状とするために，正則化手法とスムージング項を導入することで，圧縮引
張混在型シェルを生成することが可能である．また設計者は水平投影応力を直接指定することがで
きる．さらに，1つの矩形平面領域における形状設計だけでなく，指定した境界形状が特性曲線の
方向に伝播する双曲型偏微分方程式の性質を利用して，複数の領域からなるシェル曲面形状を接続
することで，区分的に滑らかなシェルの形状設計手法を提案する．
数値例題では，提案手法の妥当性を確認するため，波動方程式の初期値境界値問題の陽解法によ

る解形状と，提案手法のシェルの釣合い方程式により得られる解形状を比較する．特性曲線の両側
で境界条件が矛盾するときに解が得られない場合（不能）や，解が一意に決まらない場合（不定）
について，これらを係数行列のランクを用いて判定できることを示すとともに，解が不定となる場
合に正則化項が有効であること，またスムージング項が滑らかな曲面形状の生成に有効であること
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を示す．また，釣合い方程式の解について，偏微分方程式における重ね合わせの原理が成立するこ
とを確認する．さらに，提案手法を用いて複数の領域からなる圧縮引張混在型シェル曲面を生成す
る．得られた形状の主曲率分布を確認することで，指定した境界形状がシェル曲面内を特性曲線の
方向に伝播することを確認する．

4.2 双曲型偏微分方程式と波動方程式

4.2.1 偏微分方程式の分類

2.1 節において図 2.1 に示した，曲面の高さ ℎ が G，H の関数 ℎ(G, H) で表されるグラフ曲面の
シェルについて，HI平面と GI平面にそれぞれ平行な曲面の切断面での垂直応力，せん断応力を GH

平面に投影し，水平面単位長さあたりの力に換算した水平投影応力を，それぞれ fG，fH，gGH と
する．2.1節で述べた通り，鉛直方向の釣合い方程式は，シェルの I 座標 ℎの 2階の偏微分方程式
（partial differential equation, PDE）として式 (2.4)で表される．

2.2節で示した通り，釣合い方程式における各偏導関数の係数である水平投影応力 fG，fH，gGH
が次式を満足するとき，釣合い方程式は「双曲型」の偏微分方程式となる．

fGfH − g2
GH < 0 (4.1)

水平投影応力の主応力を f1，f2 とすると，これらは fG，fH，gGH により式 (3.2)で表される．式
(4.1)が満たされるとき，以下に示すように主応力の積は負となるため，シェルの膜応力において
圧縮応力と引張応力が混在する．

f1f2 =

(
fG + fH

2
+

√(fG − fH

2

)2
+ gGH2

) (
fG + fH

2
−

√(fG − fH

2

)2
+ gGH2

)
= fGfH − g2

GH < 0

(4.2)

釣合い方程式が双曲型の場合，境界条件によって解が得られない場合があることが，既往の研究
で指摘されている [56]．

4.2.2 波動方程式の初期値境界値問題

双曲型の偏微分方程式の例として，波動方程式がある．シェルの釣合い方程式が双曲型の偏微分
方程式となる場合について，波動方程式の解法を参照することで偏微分方程式の解が存在するため
の条件を整理することができる．
偏微分方程式において，独立変数（一般に時間を表す変数）のある点における従属変数の値やそ

の偏導関数を指定する条件を初期条件と呼ぶ．また，偏微分方程式において，対象とする領域の端
点における従属変数の値やその偏微分係数を指定する条件を境界条件と呼ぶ．従属変数の値を指定
する境界条件を固定境界条件またはディリクレ（Dirichlet）境界条件，従属変数の偏微分係数の値
を指定する境界条件をノイマン（Neumann）境界条件と呼ばれる．熱方程式や波動方程式のような
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図 4.1: 波動方程式における特性曲線

偏微分方程式において，初期条件が与えられた偏微分方程式の解を求める問題を初期値問題，境界
条件が与えられた偏微分方程式の解を求める問題を境界値問題という．また初期値と境界値がとも
に指定された問題を初期値境界値問題という．
まず，1次元波動方程式の初期値問題の解の導出について示す．次のような空間座標 G と時間 C

に関する 1次元波動方程式の初期値問題の解 ℎ(G, C) について考える．

m2ℎ

mC2
− 22 m

2ℎ

mG2 = 0 (−∞ < G < +∞, C > 0) (4.3a)

ℎ(G, 0) = i(G), mℎ

mC
(G, 0) = k(G) (−∞ < G < +∞) (4.3b)

ここで，i(G) と k(G) は指定された関数である．この問題の解は次のように書ける．これは
d´Alembertの公式と呼ばれる [80]．

ℎ(G, C) = 1
2
(i(G + 2C) + i(G − 2C)) + 1

22

∫ G+2C

G−2C
k(Z)dZ (4.4)

また，波動方程式 (4.3a)は双曲型偏微分方程式であり，以下に示す特性曲線をもつ．

G + 2C = const., G − 2C = const. (4.5)

2.2節に述べたように，特性曲線は与えられた条件が偏微分方程式に従って伝わっていく道筋を
表すと解釈することができる．図 4.1に示すように，特性曲線は 2つの曲線群として表される．波
動方程式の解は G − 2C = const. に沿って伝播する進行波と，G + 2C = const. に沿って伝播する後退
波の重ね合わせとなる．式 (4.5)で与えた初期値は，この特性曲線上を伝播すると解釈できる．図
4.1の点 %における解は，緑色で示した点 %以前の依存領域の解に依存し，また青色で示した点 %

以降の影響領域の解に影響を及ぼす．
波動方程式 (4.3a)は，独立変数のみの関数が恒等的に 0であることから，斉次方程式であった．
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以下では，次式に示すような非斉次の波動方程式の初期値問題について考える．

m2ℎ

mC2
− 22 m

2ℎ

mG2 = 5 (G, C) (−∞ < G < +∞, C > 0) (4.6a)

ℎ(G, 0) = 0,
mℎ

mC
(G, 0) = 0 (−∞ < G < +∞) (4.6b)

この問題では初期条件と境界条件は 0として与えた．非斉次の偏微分方程式の解を得るための手法
として，デュアメルの原理（Duhamel’s principle）[80]がある．この問題の解はデュアメルの原理
により次のように書ける．

ℎ(G, C) = 1
22

∫ C

0

∫ G+2 (C−B)

G−2 (C−B)
5 (Z, B)dZdB (4.7)

デュアメルの原理は，時刻 C = B における斉次の初期値問題の解を積分することで非斉次問題の解
を得るというものである．
偏微分方程式を解くためのもう 1つの重要な手法として，重ね合わせの原理 [78]がある．重ね

合わせの原理によれば，線形の偏微分方程式について複数の解が得られたとき，それらの線形結合
もまたもとの偏微分方程式の解となる．式 (4.6a)に対して初期値 ℎ(G, 0) = i(G), mℎ

mC
(G, 0) = k(G)

としたとき，波動方程式の解は，重ね合わせの原理により斉次方程式の解を表す式 (4.4)と，非斉
次方程式の特解 (4.7)の和として次のように表すことができる．

ℎ(G, C) = 1
2
(i(G + 2C) + i(G − 2C)) + 1

22

∫ G+2C

G−2C
k(Z)dZ + 1

22

∫ C

0

∫ G+2 (C−B)

G−2 (C−B)
5 (Z, B)dZdB (4.8)

次に，次式で表されるような 1 次元波動方程式の斉次方程式の初期値境界値問題について考
える．

m2ℎ

mC2
− 22 m

2ℎ

mG2 = 0 (0 < G < 1, C > 0) (4.9a)

ℎ(G, 0) = i(G), mℎ

mC
(G, 0) = k(G) (0 < G < 1) (4.9b)

ℎ(0, C) = i(0), ℎ(1, C) = i(1) (C > 0) (4.9c)

ここで，G = 0, 1を固定境界（ディリクレ境界）とした．この問題の解は次のように書ける．導出
の詳細を付録 Aに示す．

ℎ(G, C) =
∞∑
==1

i= cos 2=cC sin =cG +
∞∑
==1

k=

sin 2=cC
2=c

sin =cG + {i(0) + G(i(1) − i(0))} (4.10)

i= = 2
∫ 1

0
i(G) sin =cGdG, k= = 2

∫ 1

0
k(G) sin =cGdG (4.11)

54



4.2.3 直交する 2つの境界条件を指定した双曲型偏微分方程式の境界値問題

矩形平面領域で定義したシェルについて，互いに直交する 2つの境界での条件を指定したときに
双曲型の釣合い方程式の解が存在することを，重ね合わせの原理を用いて示す．次の偏微分方程式
の境界値問題 [PDE-1]について考える．

[PDE-1]

m2ℎ

mH2 − 22 m
2ℎ

mG2 = 5 (G, H) (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.12a)

ℎ(G, 0) = i0 (G) (0 ≤ G ≤ 1) (4.12b)
ℎ(0, H) = i1 (H) (0 ≤ H ≤ 1) (4.12c)

H = 0，G = 0における境界条件を式 (4.12b)，(4.12c)で与え，H = 1，G = 1における境界条件は与
えない．重ね合わせの原理により，非斉次の波動方程式について，斉次方程式の解（斉次解）と特
解の和として表される解も波動方程式の解となる．そこで，[PDE-1]の解を，以下に示す 2つの偏
微分方程式の初期値境界値問題の解の和として表す．

[PDE-2] : H 軸を波動方程式の C 軸とみなした，「非斉次偏微分方程式の初期値問題」

[PDE-3] : G 軸を波動方程式の C 軸とみなした，「斉次偏微分方程式の初期値境界値問題」

すなわち，荷重は [PDE-2] のみで作用させる．[PDE-2], [PDE-3] の解をそれぞれ ℎ0 (G, H) ,
ℎ1 (G, H) とする．それぞれの解形状の関係を図 4.2に示す．[PDE-2]は次のように書ける．

[PDE-2]

m2ℎ0

mH2 − 22 m
2ℎ0

mG2 = 5 (G, H) (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.13a)

ℎ0 (G, 0) = i0 (G),
mℎ0

mH
(G, 0) = k0 (G) (0 ≤ G ≤ 1) (4.13b)

解 ℎ0 (G, H) は式 (4.8)の C を H に，i を i0 に，k を k0 に置き換えることで，次のように書ける．
i0 (G) は任意の G の関数として与えることができるが，[PDE-1]の (G, 0) における勾配と一致する
必要はない．

ℎ0 (G, H) =
1
2
(i0 (G + 2H) + i0 (G − 2H)) +

1
22

∫ G+2H

G−2H
k0 (Z)dZ +

1
22

∫ H

0

∫ G+2 (H−B)

G−2 (H−B)
5 (Z, B)dZdB

(4.14)

次に，この結果を用いて，[PDE-3]を次のように定義する．
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[PDE-3]

m2ℎ1

mG2 − 1
22
m2ℎ1

mH2 = 0 (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.15a)

ℎ1 (0, H) = i1 (H) − ℎ0 (0, H) = ī1 (H),
mℎ1

mG
(0, H) = k1 (H) (0 ≤ H ≤ 1) (4.15b)

ℎ1 (G, 0) = ī1 (0), ℎ1 (G, 1) = ī1 (1) (0 ≤ G ≤ 1) (4.15c)

ここで，[PDE-2]の境界形状 ℎ0 (0, H) と [PDE-3]の境界形状の和が [PDE-1]の境界値 i1 (H) と
なるよう，関数 ī1 (H) を式 (4.15b)に示すように定義した．[PDE-2]の解が既知であれば ī1 (H) は
既知であり，ℎ1 (G, H) は式 (4.10), (4.11)の C を G に，G を H に，iを ī1 に，k を k1 に置き換える
ことで次のように書ける．

ℎ1 (G, H) =
∞∑
==1

i= cos
=cG

2
sin =cH +

∞∑
==1

k=

2

=c
sin

=cG

2
sin =cH + {ī1 (0) + H(ī1 (1) − ī1 (0))}

(4.16a)

i= = 2
∫ 1

0
ī1 (H) sin =cHdH, k= = 2

∫ 1

0
k1 (H) sin =cHdH (4.16b)

k0 (G) と同様に k1 (G) は [PDE-1]の (0, H) における勾配とは一致しない点に注意が必要である．ま
た [PDE-3]は初期値境界値問題であるため，式 (4.15c)の境界条件を満足するよう k1 (0) = k1 (1) =
0 を満足する関数として k1 (G) を定義する必要がある．重ね合わせの原理により，式 (4.14) の
ℎ0 (G, H) と式 (4.16a)の ℎ1 (G, H) の和は，[PDE-1]の解となる．以上より，互いに直交する 2つの
境界条件を指定したシェルの釣合い方程式の解の存在を，偏微分方程式の初期値境界値問題を参照
することで示すことができた．すなわち，境界条件の指定を互いに直交する 2つの境界のみに対し
て行うとき，シェルの釣合い方程式が双曲型となる場合においても解の存在が保証される．

4.2.4 波動方程式の陽解法

微分方程式の差分法による近似解法では，まず微分方程式の導関数・偏導関数を差分商で近似す
る．本研究では，2.1節に示したように差分近似を用いて偏微分方程式（釣合い方程式）を離散化
する．偏微分方程式の数値解法として，差分近似で離散化して得られる漸化式を用いて，初期値と
境界値に適合する各格子点の値を時間軸方向に逐次求めていく陽解法がある．提案手法では，陽解
法ではなく線形連立方程式を解く方法により解形状を求めるが，本項では提案手法との比較のた
め，波動方程式における陽解法について以下に示す．
式 (4.9)の波動方程式の初期値境界値問題を対象とする．ただし C 軸方向は 0 < C ≤ 1の範囲を対

象とする．G，C 方向にそれぞれ # 分割した格子点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . # + 1) を考える．格子点の G，
C 方向の間隔をそれぞれ XG = 1/#，XC = 1/# とし，格子点 (8, 9) の I座標を ℎ8, 9 とする．式 (4.9a)
について，C 軸（時間軸）方向および G 軸（空間軸）方向に 2階中心差分近似を用いると，次のよ
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図 4.2: PDE-1，2，3の解形状

うに書ける．

ℎ8, 9+1 − 2ℎ8, 9 + ℎ8, 9−1

(XC)2 − 22 ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XG)2 = 0 (4.17)

この式を変形して次式を得る．

ℎ8, 9+1 = 2ℎ8, 9 − ℎ8, 9−1 +
(
2
XC

XG

)2
(ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9) (4.18)

初期条件・境界条件と式 (4.18)から，C 軸方向に逐次 ℎ8, 9 を得ることができる．
初期値境界値問題における陽解法は，次式を満足するとき数値的に安定であることが知られて

いる [77, 78]．

2
XC

XG
≤ 1 (4.19)

この条件式は CFL条件（Courant-Friedrichs-Lewy condition）とよばれ，この条件が満たされない
とき数値解が発散する可能性がある．このように，波動方程式を陽解法を用いて解くとき，解の安
定性について差分近似の分割数に関する条件が存在する．
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4.2.5 境界値問題としてのシェルの形状設計

4.2.2項と 4.2.3項において，シェルの釣合い方程式が双曲型偏微分方程式となるとき，双曲型偏
微分方程式の一つである 1次元波動方程式の解法を参照することで，解の存在について考察した．
波動方程式は初期値問題や，ディリクレ境界条件やノイマン境界条件を与えた場合の初期値境界値
問題について，数値解法が確立されている．一方で，初期値問題ではなく境界値問題として定義さ
れるシェルの形状設計において，特性曲線により影響を受ける範囲の境界形状が矛盾する場合に
は，解が得られないことがわかっている [56]．
本研究では，双曲型偏微分方程式の境界値問題として定義される圧縮引張混在型シェルの形状設

計について，特性曲線の向きを確認し，既往の研究の主張のように特性曲線により影響を受ける範
囲の境界形状が矛盾する場合に解が得られないことを確認する．
特性曲線の向きは，水平投影応力分布によって定義される．鉛直方向の釣合い方程式 (2.4)にお

いて，水平投影応力が式 (4.1)を満たすとき，釣合い方程式は双曲型の偏微分方程式となる．2.2節
で述べた一般の双曲型偏微分方程式と同様に特性曲線の単位接ベクトルを (dG, dH) とすると，式
(2.51)の係数について � = fG , � = gGH , � = fH として次式が成り立つ．

fG (dH)2 − 2gGHdGdH + fH (dG)2 = 0 (4.20)

4.3 圧縮引張混在型シェルの形状設計

4.3.1 釣合い方程式の差分近似

本章に示す提案手法では，長方形の平面領域を G，H 方向に分割し，各格子点の I 座標を変数と
して，鉛直方向の釣合い方程式からなる線形連立方程式を解くことで，解形状を得る．まず，鉛直
方向の釣合い式 (2.4)を差分法で離散化する．GH 平面を G，H 方向にそれぞれ # × # 分割した格子
点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . , # + 1)を考える．格子点の G，H 方向の間隔をそれぞれ XG，XH，格子点 (8, 9)
の I 座標を ℎ8, 9，分布荷重を 58, 9 とすると，式 (2.4)は中央差分を用いて式 (2.26)で表される．
第 3章では，境界における曲率，勾配を定義する際にシェルの水平投影領域内の格子点の座標の

みを用いたが，ここでは図 4.3に示すように，境界の外側に仮想の格子点を新たに定義する．この
仮想格子点の I 座標 ℎ8, 9 (8, 9 = 0, . . . , # + 2) を用いることで，内側の格子点と同様の式を用いて
境界上の格子点の曲率および勾配を定義する．例として，8 = 1の境界上の格子点における仮想格
子点を用いた偏導関数の導出について図 4.4に示す．例えば，8 = 1における m2ℎ/mG2 は，仮想格
子点の I座標を含む赤色点線で囲んだ 3つの格子点の I座標から求める．仮想格子点を加えること
で，格子点の数は (# + 3)2 となる．仮想格子点の I座標も変数とするが，仮想格子点における釣合
い方程式は使用しない．
境界条件を指定した後の独立な変数の数を =，連立方程式の数を < とする．変数である I 座標

ℎ8, 9 をまとめたベクトルを x ∈ R=，変数 xの係数をまとめた行列を A ∈ R<×=，右辺 58, 9 を連立方
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図 4.3: シェルの平面投影領域と境界およびその外側の仮想節点
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図 4.4: 8 = 1の境界上の格子点 (8, 9) における偏導関数の導出

程式をたてる格子点についてまとめたベクトルを b ∈ R< とする．式 (2.4)は次の線形連立方程式
として離散化される．

Ax = b (4.21)

境界の外側に仮想格子点を設けるため，境界条件の指定によって方程式の数 <より変数の数 =が
大きくなる場合がある．このとき，係数行列 A ∈ R<×= について，係数行列のランクを A = rank(A)
とすると，A < =となり，線形連立方程式の解は不定（underdetermined）となる．また，係数行列
Aの列に右辺の bを組み合わせた拡大係数行列 [A, b] を考える．拡大係数行列のランク rank(A, b)
について A < rank(A, b) となるとき，解は不能（overdetermined）となり連立方程式の解は存在し
ない．あるいは，Aを線形写像とみなしたとき，b ∈ Im(A) が成り立たないとき，同様に連立方程
式の解は存在しないと判断できる．

4.2.4項で述べた通り波動方程式の差分近似による陽解法には，安定性に関して時間方向と空間
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方向の分割についての条件を満足する必要がある．提案手法は連立方程式を 1度解くだけでよく，
安定性に関する付加的な条件がない点において，陽解法に比べて優れているといえる．

4.3.2 解の不定性に対する正則化項の導入

線形連立方程式の解が不定となる場合には，係数行列の逆行列が定義できない．解が不定となる
問題について，ムーア・ペンローズ一般逆行列を用いて解を得る方法がある [86]．一般逆行列を用
いた場合，とりうる解のうち 2乗ノルムが最小となる解が得られる．一方で，無数に存在する解の
中で，2乗ノルムが最小となる解が本研究において望ましい形状であるとは限らない．提案手法で
は，解が不定となる場合に L2 正則化を用いて連立方程式を解く．L2 正則化は最適化問題におい
てパラメータの L2ノルムを用いて安定化する手法であり，回帰分析・機械学習の分野において過
適合・過学習を避けるための手法としてリッジ回帰とも呼ばれる [87,88]．正則化を用いることで，
解が不定となる場合に一般逆行列を用いず連立方程式を解くだけで解形状が得られる．
まず連立方程式 (4.21)について，xを引数とする以下の関数 � (x) を定義する．

� (x) = 1
2
(Ax − b)> (Ax − b) + 1

2
_1x>x (4.22)

右辺の第 2項は正則化項であり，変数 xの L2ノルムの 2乗にパラメータ _1 > 0をかけたものと
して定める．この関数 � (x) を最小化する問題の停留条件は次のように書ける．

m� (x)
mx

= A> (Ax − b) + _1x = 0 (4.23)

この式を整理すると，次式を得る． {
A>A + _1I

}
x = A>b (4.24)

行列 A>Aは半正定値である．一般に，ある対称行列M ∈ R=×= が半正定値であるとは，任意のベ
クトル x ∈ R= に対して x>Mx ≥ 0が成り立つことをいう．半正定値の行列の固有値は非負である
が，0の固有値を持つ場合がある．提案手法では，A>Aが 0の固有値を持つ場合でも，_1 に微小
な正の値を与えることにより左辺の係数行列を正則化でき，線形方程式 (4.24)を xについて解くこ
とで，解形状を得ることができる．

4.3.3 解形状の平滑化のためのスムージング項の導入

各格子点の座標を変数として曲面形状を生成すると，特に固定境界が少なく曲面の取りうる形状
の自由度が高い場合に，局所的に凹凸のある（corrugated）形状が得られる場合がある．そのよう
な状況を回避するため，Laplacianフィルタとよばれる平滑化手法 [89–91]を参考に，滑らかな曲
面が得られるようスムージング項を導入する．Laplacianフィルタはラプラシアン，すなわち各独
立変数に関する 2 階偏導関数の和に基づいて，曲面の曲率が大きいエッジとなる部分を検出した
り，エッジに作用して曲面を平滑化するフィルタであり，画像処理や 3Dモデリングの分野で利用
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される．提案手法では，4.3.2節で定義した目的関数に，解形状の平滑化のためのスムージング項
を加えることで，局所的に凹凸のある形状を回避する．
差分法で離散化した曲面の格子点 (8, 9) における G，H についての 2階の偏導関数は次のように

書ける．

m2ℎ

mG2 =
ℎ8+1, 9 − 2ℎ8, 9 + ℎ8−1, 9

(XG)2 (4.25)

m2ℎ

mH2 =
ℎ8, 9+1 − 2ℎ8, 9 + ℎ8, 9−1

(XH)2 (4.26)

式 (4.25)，(4.26)から仮想格子点を除く (# + 1)2 個の格子点における偏導関数を得る．各格子点に
おける G，H に関する 2階の偏導関数をまとめたベクトルをそれぞれ wG ∈ R<，wH ∈ R< とする．
式 (4.25)，(4.26)において形状生成における変数 xの係数をまとめた行列をそれぞれ DG ∈ R<×=，
DH ∈ R<×= とし，I 座標を固定した点の ℎ8, 9 に関する項をまとめたベクトルをそれぞれ qG，qH と
する．wG，wH は次のように書ける．

wG = DGx + qG (4.27)
wH = DHx + qH (4.28)

2階の偏導関数をまとめたベクトル wG，wH を式 (4.24)における関数 � (x) に利用することで，得
られる曲面の平滑性を考慮した形状生成が可能となる．
鉛直方向の釣合い方程式からなる連立方程式の変数 xについて，関数 � (x) を次のように再定義

する．

� (x) = 1
2
(Ax − b)> (Ax − b) + 1

2
_1x>x + 1

2
_2

{
w>

GwG + w>
HwH

}
(4.29)

右辺の第 2項は正則化項，第 3項はスムージング項であり，それぞれパラメータ _1, _2 (_1, _2 > 0)
をかけたものとして定める．この関数 � (x) を最小化する問題の停留条件は次のように書ける．

m� (x)
mx

= A> (Ax − b) + _1x + _2
{
D>

G (DGx + qG) + D>
H

(
DHx + qH

)}
= 0 (4.30)

この式を整理すると，次式を得る．{
A>A + _1I + _2

(
D>

GDG + D>
HDH

)}
x = A>b − _2

(
D>

GqG + D>
HqH

)
(4.31)

左辺の係数行列は正則であり，線形連立方程式 (4.31)を xについて解くことで，解形状を得る．パ
ラメータ _1, _2 を正の微小な値として与えることで，得られる解の誤差も微小な値に抑えること
ができ，かつ 2階の偏導関数の小さい曲面が得られる．2階の偏導関数は曲率に対応する．
スムージング項のみで式 (4.31) の係数行列が正則となるように偏微分方程式に適合する境界条

件を与える場合には，_1 = 0, _2 > 0とすることができる．一方，スムージング項のみで式 (4.31)
の係数行列が特異となるような，式 (4.29)の右辺第 3項が最小となる xが複数存在する場合には，
スムージング項のみでは解が一意に定まらないため，正則化項とスムージング項の両方の係数につ
いて _1, _2 > 0とする必要がある．
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4.3.4 荷重項をシェルの自重とする場合の解法

鉛直方向の釣合い方程式の荷重項 5 を定数とすると，連立方程式を 1度解くだけで釣合い方程
式を満たす曲面形状が得られる．一方，荷重項を 2.1節に示した式 (2.5)によって曲面の勾配の関
数として定義した場合には，繰り返し計算が必要となる．荷重項 5 は，シェルの GH 平面への単位
水平投影面あたりの I 軸負の方向の分布荷重である．シェルの材料密度を d，板厚を C，重力加速
度を 6 とすると，自重の作用するシェルの荷重項 5 は式 (2.5)で表され，また有限差分法により離
散化したとき式 (2.27)のように書ける．荷重が曲面形状の勾配に依存するときには，第 3章と同様
の繰り返し計算によりその影響を考慮する方法を採用する．繰り返し計算の概要を以下に示す．

1. 水平投影応力と境界形状を設定する．
2. ℎ = 0と仮定して釣合い方程式の右辺を 5 = d6C とする．線形連立方程式を解き，格子点の
I 座標 ℎを得る．

3. 前ステップで得られたシェル形状に基づき式 (2.27)より 5 を求める．
4. 得られた 5 を定数として式 (4.31)の右辺に代入し，鉛直方向の釣合い方程式に基づく連立
方程式を解き，シェル形状を更新する．

5. 各格子点での ℎ8, 9 の変化の平均 Y0 を次式により求める．ここで上添え字 (;) は反復計算の
ステップ数を示す．

Y
(;+1)
0 =

1
(# + 1)2

#+1∑
8=1

#+1∑
9=1

���ℎ8, 9 (;+1) − ℎ8, 9 (;)
��� (4.32)

6. Y (;+1)
0 が指定された正の微小値 Ȳ 以上のとき Step 3に戻る．

7. 解形状を出力して反復計算を終了する．

4.3.5 区分的に滑らかな圧縮引張混在型シェルの形状設計

4.2.3 項では，互いに直交する 2 つの境界条件を指定したシェルの釣合い方程式の解の存在を，
偏微分方程式の初期値境界値問題を参照することで示した．これにより，釣合い方程式が双曲型と
なる水平投影応力を指定した場合でも，互いに直交する 2つの境界に限り境界条件を指定すること
ができ，かつ解の存在が保証される．そこで本研究では，シェルの互いに直交する 2つの境界の形
状を指定して，図 4.5に A，B，C，Dで示す複数の領域でシェルを生成し，これらを接続する手
法を提案する．隣り合うシェルの境界部は，すでに生成したシェルの境界形状をもう一方のシェル
の境界形状として指定することで，各シェルの境界を G0 連続となるよう接続することが可能とな
る．G0 連続とは幾何学的な連続性を示す指標のうち，位置連続性のみを要求する指標である．G0

連続となる部分において，シェルの曲率や勾配は連続的に変化する必要がなく，曲面が折れ曲がる
ことも許容される．
例えば領域 Aのシェル形状を生成し，得られた境界 bの形状を，Bのシェル形状の生成の際に
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図 4.5: 各領域の境界形状の関係

境界条件として指定する．それぞれのシェルの形状生成においては，図中左側と下側の境界の形状
を指定し，釣合い方程式が双曲型となるよう水平投影応力を与えて 4.3.3節で提案した手法を用い
て解形状を生成する．本手法では，境界条件を指定する境界は矩形の境界において互いに直交する
2つの辺となるため，釣合い方程式が双曲型となる水平投影応力を指定した場合にも解形状を得る
ことができる．また，図 4.5では領域の数は 4としたが，領域の数を変えることも可能である．

4.4 数値例題
数値例題としてモデル HY1～5の結果を示す．それぞれのモデルの境界条件は各項に示す．モデ

ル HY1～4の水平投影応力と荷重を表 4.1に示す．
曲面生成において，曲面形状は荷重と応力の比率により決定されるため無次元化し，長さと荷

重の単位は省略する．モデル HY1～4の曲面の水平投影面は 0 ≤ G ≤ 1, 0 ≤ H ≤ 1の正方形領域
とし，格子の分割数は G，H 方向ともに # = 30とする．モデル HY1～4の平面形状，格子点配置
を図 4.6に示す．モデル HY5の諸元は 4.3.5項に示す．曲面生成のプログラムは Python3を用い
て作成し，鉛直方向の釣合い方程式を離散化した線形連立方程式は，数値計算ライブラリである
NumPy [81]を用いて解く．解析結果の図化にはMatplotlib [83]を用いる．

4.4.1 波動方程式の陽解法との比較による妥当性確認

まず，提案手法によって得られる解形状と，1次元波動方程式の 2階中心差分による陽解法によ
る解を比較することで，提案手法の解の妥当性を検証する．それぞれの手法で曲面形状を生成し，
各格子点における I 座標の差をもとに誤差を評価する．表 4.1に示すモデル HY1の鉛直方向の釣
合い方程式は次のように書ける．

m2ℎ

mG2 − m2ℎ

mH2 = 0 (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.33)
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図 4.6: モデル HY1～4 : 平面形状

表 4.1: モデル HY1～4: 水平投影応力 (fG , fH , gGH) と分布荷重 5

モデル (fG , fH , gGH) 5

HY1 (1.0,−1.0, 0) 0
HY2 (0, 0,−1.0) 4.0
HY3 (0, 0,−1.0) 0
HY4 (0, 0,−1.0) 式 (2.27)で定義される自重

モデル HY1の H = 0における境界形状を次の関数 i(G) で定義する．

i(G) =
{

0.2 cos {4c(G − 0.5)} + 0.2 (0.25 ≤ G ≤ 0.75)
0 (0 < G < 0.25, 0.75 < G < 1) (4.34)

G = 0, 1における境界は ℎ(0, H) = ℎ(1, H) = 0とする．以上の条件により得られるシェルの釣合い
方程式の解形状は，式 (4.33)で表される偏微分方程式（波動方程式）について，次の初期条件と境
界条件を与えたときの解と一致する．

ℎ(G, 0) = i(G), mℎ

mH
(G, 0) = 0 (0 < G < 1) (4.35a)

ℎ(0, H) = ℎ(1, H) = 0 (0 < H < 1) (4.35b)

式 (4.33)の波動方程式の特性曲線は G，H 軸と 45度, 135度で交差する方向であるため，H = 0に
おける境界形状の半分の振幅の波形が，H 軸に対して 45度方向と 135度方向にそれぞれ伝播する．
G = 0, 1のディリクレ境界（固定境界）では振幅の正負が反転するため，H > 0.5では ℎ < 0の波形
が伝播する．
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図 4.7: モデル HY1:解形状

図 4.8: モデル HY1:解形状の特性曲線の向き

まず，この波動方程式の初期値境界値問題を 4.2.4項で述べた陽解法で解く．すなわち，偏微分
方程式を 2階中心差分で離散化して得られる漸化式を用いて H = 0から順に H 軸方向に各格子点の
I 座標を算出する．得られた曲面形状を図 4.7に示す．図中のコントアは曲面の高さ ℎ の分布を示
す．また，格子点における特性曲線の単位接ベクトルの向きを図 4.8に示す．
次に，4.3節で提案した手法を用いて釣合い形状を求める．波動方程式の初期値境界値問題を陽

解法で解いて得られた解の H = 1における形状は ℎ(G, 1) = −i(G) であり，これを境界条件として
与える．このとき提案手法により得られた曲面形状は図 4.7と同様の形状であった．提案手法を用
いた形状設計において I 座標を指定した点を，図 4.7中に赤色で示す．本例題は，正則化項を与え
ずともスムージング項を与えれば線形連立方程式 (4.31) の左辺の係数行列が正則となるため，式
(4.29)の目的関数に用いたパラメータは _1 = 0，_2 = 10−9 とした．スムージング項に関する係数
_2 は大きいほどスパイク状の凹凸を小さくすることができ，これにより反復解法の収束性を改善

65



することができる．一方で，係数 _2 が大きいほど釣合い方程式の誤差は大きくなるため，得られ
る形状の精度の観点からは小さくすることが望ましい．
提案手法により得られた格子点 (8, 9) の I 座標を ℎ8, 9，陽解法によって得られた I 座標を ℎ̄8, 9 と

し，次式でその誤差を評価する．

4 =

#∑
8=1

#∑
9=1

���ℎ8, 9 − ℎ8, 9 ���
#∑
8=1

#∑
9=1

��ℎ8, 9 �� (4.36)

誤差 4 の値は 4 = 3.94 × 10−5 と非常に小さく，適切な境界形状を指定すれば，提案手法を用いて
陽解法と同等の精度で解形状を得ることができることを確認した．

4.4.2 解の存在と不定性についての検証

境界条件を変化させたときの，差分化した釣合い方程式の解の存在と不定性について検討する．
モデル HY2を対象として，釣合い方程式の解が不定となる場合に，式 (4.29)に示す正則化項とス
ムージング項の有効性，および境界条件が適合しない場合に釣合い方程式の解が存在しないことを
確認する．
表 4.1に示すモデル HY2の鉛直方向の釣合い方程式は次のように書ける．

m2ℎ

mGmH
= −2 (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.37)

式 (4.37)は，D = G + H，E = G − H と座標変換すると次のように書ける．

m2ℎ

mD2 − m2ℎ

mE2 = −2 (0 < (D + E)/2 < 1, 0 < (D − E)/2 < 1) (4.38)

上式と式 (4.3a)を比較すると，D方向を時間軸とする波動方程式とみなすことができ，また式 (4.5)
に示す特性曲線は G = const.，H = const.で表される．
以下に，式 (4.37)を満足するモデル HY2の解形状と，式 (4.29)の目的関数に用いたパラメータ

や境界形状を変更したモデル HY2a～2dの解形状の比較について述べる．

• 境界の I 座標をすべて指定したモデル HY2と，水平投影応力と荷重はモデル HY2と同様
であり，I 座標を指定する格子点を対角の 2つの頂点のみとしたモデル HY2aについて，提
案手法により得られた解形状を図 4.9に示す．このとき，式 (4.29)の目的関数に用いたパラ
メータは _1 = 10−9，_2 = 10−9 とした．

• モデル HY2, 2aに対して，_1 = _2 = 0とすると，線形連立方程式 (4.31)の左辺の係数行列
が特異行列となり解が得られない．モデル HY2, 2a では解形状を得ることができたことか
ら，提案手法が，係数行列が特異行列となり解が不定となる場合に有効であるといえる．
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(a) Model HY2 (b) Model HY2a

図 4.9: モデル HY2，2a:解形状

(a) Model HY2b (b) Model HY2c

図 4.10: モデル HY2b，c:解形状

• モデル HY2, 2aについて _1 = 10−9 は変更せず，_2 = 0とした場合に得られる解形状をモデ
ル HY2b, 2cとして図 4.10に示す．モデル HY2b, 2cとも解は得られるが，得られた解は格
子点ごとに細かなスパイク状の凹凸を持つ形状となっており，滑らかな解が得られない．図
4.9と図 4.10を比較することで，スムージング項の有効性を確認することができる．なお，
座標を固定する点が少ないモデル HY2aは _1 = 0のとき連立方程式 (4.31)の左辺の係数行
列が特異行列となり解が得られない．これは，座標を固定した格子点を通る平面が複数存在
するため，スムージング項によって解曲面の座標軸方向の曲率が一意に定まるときにも，固
定点を通る平面と曲率分布を満たす曲面との和として，解が複数定義できるためである．

• 次に，境界条件を満足する解がない場合について，モデル HY2dを用いて検討する．モデル
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図 4.11: モデル HY2d:解形状 (不能)

1e�10
1e�10

(a)Model HY2             (b)Model HY2d 

図 4.12: モデル HY2d:誤差の分布

HY2dは図 4.9に示したモデル HY2の H = 1における境界形状を正弦波の形状を加えるこ
とで変化させ，その他の条件を同一としたものである．パラメータは _1 = 10−9，_2 = 10−9

とした．得られる解形状を図 4.11に示す．境界条件が特性曲線の両端で矛盾するため，図
4.12に示すように，モデル HY2dの各格子点の釣合い方程式の誤差は，モデル HY2と比べ
て大きい．

表 4.2に，本項で示したそれぞれのモデル HY2～2dおよび後述するモデル HY2eについて，釣
合い方程式の係数行列 Aのサイズとランク A = rank(A)，および拡大係数行列のランク rank(A, b)
を示す．また各モデルの解の誤差ノルム ‖Ax − b‖ についても合わせて示す．

HY2d を除いた他のモデルは，A = rank(A, b) であることから解は存在するが，= > A である
ことから，係数行列が特異行列となり解は不定となる．境界条件が特性曲線の両端で矛盾するモ
デル HY2d は A < rank(A, b) となっており，連立方程式が不能となる．得られた解の誤差ノルム
‖Ax − b‖ も，他のモデルに比べて大きな値を示す．このように提案手法は，釣合い条件と境界条
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表 4.2: モデル HY2～2e: 釣合い方程式を離散化した線形連立方程式のパラメータ比較

モデル < = A rank(A, b) ‖Ax − b‖

HY2 961 961 900 900 （不定） 1.28 × 10−9

HY2a 961 1087 961 961 （不定） 4.88 × 10−9

HY2b 961 961 900 900 （不定） 4.17 × 10−10

HY2c 961 1087 961 961 （不定） 4.49 × 10−10

HY2d 961 961 900 901 （不能） 5.18 × 101

HY2e 961 961 900 900 （不定） 1.95 × 10−6

件を満足する解が存在するか否かを，釣合い方程式を差分化した線形連立方程式の係数行列のラン
クに基づく解の存在や不定性を確認することで判断できる．

4.4.3 重ね合わせの原理についての検証

偏微分方程式である釣合い方程式の解形状について，4.2.3項に示した重ね合わせの原理により，
斉次解と特解の和として表される解も釣合い方程式の解となることを示す．
表 4.1に示すモデル HY3の鉛直方向の釣合い方程式は次のように書ける．

m2ℎ

mGmH
= 0 (0 < G < 1, 0 < H < 1) (4.39)

水平投影応力の値が同じモデル HY2と同様の座標変換により，モデル HY3の釣合い方程式の特
性曲線は G = const.，H = const.で表される．モデル HY3の H = 0における境界形状はモデル HY1
と同様に式 (4.34)で定義し，G = 0, 1における境界は ℎ(0, H) = ℎ(1, H) = 0とする．モデル HY3の
釣合い方程式 (4.39)は 2.2節に示す式 (2.45)の形式となることから，特性曲線が G，H 軸に平行と
なるため，H = 1での境界条件は ℎ(G, 1) = i(G) とする．
提案手法で得られた解形状を図 4.13(a) に，格子点における特性曲線の向きを図 4.14 に示す．

H = 0における境界形状，すなわち波動方程式における初期値と同じ振幅の波形が，H 軸に平行に
伝播する形状が得られた．図 4.14に示す特性曲線の向きはこれと整合している．
モデル HY2とモデル HY3は水平投影応力の定義が一致するため，偏導関数の係数が同一の波

動方程式とみなすことができる．モデル HY3の解形状は斉次解，モデル HY2の解形状は非斉次波
動方程式の特解であり，釣合い方程式が各偏導関数の係数が定数の線形偏微分方程式であることか
ら，重ね合わせの原理によりこれらの解の和もまた釣合い方程式の解となる．そこで，境界形状は
モデル HY2と 3の和として定義し，水平投影応力と荷重をモデル HY2と同様としたモデル HY2e
を定義する．提案手法を用いて得られたモデル HY2eの解形状を図 4.13(c)に示す．得られた形状
は，各格子点について図 4.13(a), (b)に示すモデル HY3と 2の解形状の I座標の和をとることで得
られる形状と一致する．モデル HY2eの各パラメータについても表 4.2に示す．
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(a) homogeneous solution
 (Model HY3) 

(b) particular solution
(Model HY2)

(c) Model HY2e

図 4.13: モデル HY3:解形状

4.4.4 荷重項をシェルの自重とする場合の検討

ここでは，4.3.4項に示した荷重項が形状の関数として表される場合について検討する．G = 0，
H = 0の境界を次式で表される直線上の点として指定したモデル HY4を対象とする．

ℎ (G, 0) = 0.5G, ℎ (0, H) = 0.5H (4.40)

70



図 4.14: モデル HY3:解形状の特性曲線の向き

自重を想定して荷重 5 は式 (2.27)で定義し d6C = 1とする．式 (4.29)の目的関数に用いたパラ
メータは _1 = 10−9，_2 = 10−9 とする．また，4.3.4項に示した繰り返し計算における収束判定の
ためのパラメータは Ȳ = 1 × 10−11 とする．荷重項を一定値 5 = 1としたときの解形状を図 4.15(a)
に，自重を考慮して分布荷重とした場合の解形状を図 4.15(b)に示す．また図 4.15(c)に分布荷重と
シェル高さに関する 2つのモデルの比率を示す．図 4.15(a)に示した解形状の対角方向のライズス
パン比は 0.35程度である．荷重項を一定値としたときは，双曲放物面が得られ，自重とした場合
には荷重項の影響によりシェル形状が変化しているが，その変化率はシェル高さの 7%程度と小さ
い．荷重項はシェル曲面の勾配に応じて増加するが，本例題のように比較的シェルのライズが小さ
い場合には得られる形状への影響は小さい．

4.4.5 区分的に滑らかな圧縮引張混在型シェル曲面の形状設計

本節では複数の領域でシェル曲面を生成し，それらを接続する手法について有効性を検討する．
4.3.5項に示す手法を 2×2の領域からなるシェル曲面に適用する．
図 4.16に示すように曲面の水平投影面は 0 ≤ G ≤ 2，0 ≤ H ≤ 2の正方形領域とし，これを 4つ

の正方形領域に分割する．各領域の格子の分割数は G，H方向ともに # = 30とする．領域 A,B,C,D
の各領域における水平投影応力分布を表 4.3に示す．また，荷重項は 5 = 1として一定値とする．
指定する境界形状は次式による．

ℎ(0, H) = 0.5 sin
cH

2
(0 ≤ H ≤ 2) ,

ℎ(G, 0) =
{

0.1 sin 2cG (0 ≤ G ≤ 1)
0.2 sin 2cG (1 ≤ G ≤ 2)

(4.41)

式 (4.29)の目的関数に用いたパラメータは _1 = 10−9，_2 = 10−9 とする．
得られた解形状を図 4.17に，境界部や各領域の接続部を除く解形状の格子点における主応力方

向の分布を図 4.18(a)に，主曲率方向の分布を図 4.18(b)に示す．主応力分布図は線が赤のとき引
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(c)  Distribution of load f  (left) and distribution of height ratios (right)

(a)  f : constant

(b)  f : variable

図 4.15: モデル HY4:解形状
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表 4.3: モデル HY5: 各領域における水平投影応力

領域 fG fH gGH

A (0 ≤ G ≤ 1,0 ≤ H ≤ 1) 0 0 −1
B (0 ≤ G ≤ 1,1 ≤ H ≤ 2) −2G 0.5 2(H − 1) + 0.5
C (1 ≤ G ≤ 2,0 ≤ H ≤ 1) 1 −1 0
D (1 ≤ G ≤ 2,1 ≤ H ≤ 2) 2(G − 2) 0.5 −2(H − 2) + 0.5

x

y

A

1.0

1.0

0.0

0.0

2.0

2.0

C

B D

c

d

b e

図 4.16: モデル HY5:シェルの平面領域

張，青のとき圧縮であることを示し，線の長さが応力の大きさに比例するよう図示している．主曲
率分布図は線が赤のとき下に凸，青のとき上に凸であることを示し，線の太さは対応する主曲率の
大きさに比例するよう図示している．領域 A，Cに着目すると，それぞれモデル HY3, 1と同様に，
G 軸上の正弦波による境界形状が，特性曲線の方向にシェル曲面内を伝播するような形状であるこ
とが，曲面形状および主曲率方向の分布からわかる．B, Dの領域では水平投影応力を平面座標の
関数として定義することで，主応力の向きが平面座標に応じて変化していることが図 4.18(a)の分
布からわかる．また各領域の接続部では G0 連続が保証され，勾配が不連続となることで区分的に
滑らかな曲面形状を生成することができた．ただし，内部の境界では，シェルの面内応力のみでは
力の釣合いが成立せず，鉛直方向，水平方向に反力が生じるため，支持構造が必要となる．

4.5 4章の結論
鉛直方向の釣合い方程式が双曲型となる圧縮引張混在型シェルの形状設計法を提案し，波動方程

式の初期値境界値問題を参照することで，境界条件を適切に設定することで圧縮引張混在型シェル
の解形状が得られることを示した．提案手法は圧縮力と引張力が混在するシェルを生成することが
可能であり，圧縮力のみが生じるシェルよりも多様な形状の生成が可能となる．
また，1つの矩形平面領域における形状設計だけでなく，指定した境界形状が特性曲線の方向に
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図 4.17: モデル HY5:解形状

concave
convex

tension
compression

(a) principal stress (b) principal curvature

図 4.18: モデル HY5:主応力方向と主曲率方向

伝播する双曲型偏微分方程式の性質を利用して，複数の領域からなるシェル曲面形状を接続するこ
とで，区分的に滑らかなシェルの形状設計手法を提案した．
本章で得られた成果は以下のとおりである．

1. 外力に対して圧縮と引張が混在する膜応力で釣合う形状を得るための境界条件の指定方法に
ついて，双曲型偏微分方程式の一つである波動方程式の初期値境界値問題を参照することで
考察した．提案手法の妥当性を確認するため，波動方程式の初期値境界値問題の陽解法によ
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る解形状と提案手法のシェルの釣合い方程式により得られる解形状を比較し，提案手法が陽
解法と同等の精度で解形状を得ることができることを示した．双曲型偏微分方程式において
初期値・境界値に適合する解形状を逐次求める陽解法に比べて，安定性に関する付加的な条
件がなく，解が不定となる問題についても適用可能である点において，提案手法は陽解法に
比べて優れているといえる．

2. 有限差分法で離散化した釣合い方程式について，線形連立方程式の係数行列のランクを用い
て解の存在や不定性について判定する方法を提案した．指定した境界値が偏微分方程式の特
性曲線の方向に伝播し，これが境界条件と矛盾するときに解が存在しないが，このような場
合に線形連立方程式の係数行列のランクを用いて不能であると判断できることを示した．

3. 解が不定となる場合に安定的に解形状を得るため，および得られる形状を滑らかな形状とす
るために，正則化項とスムージング項を導入し，これらが有効であることを数値例題で確認
した．数値例題で，解が不定となる場合に正則化項が有効であること，またスムージング項
が滑らかな解形状を得るために有効であることを確認した．

4. 偏微分方程式である釣合い方程式の解について，重ね合わせの原理が成立することを確認し
た．数値例題において提案手法が斉次方程式の解，非斉次方程式の解，さらにこれらの和と
して表現される解を，それぞれ生成することが可能であることを示した．

5. 荷重項をシェルの自重とする場合に，第 3で提案した手法と同様の繰り返し計算によって荷
重項を逐次更新し，シェル形状を生成する方法を提案した．数値例題では，荷重項を自重と
した場合の影響について，収束解を得ることができた．

6. 双曲型の釣合い方程式に基づいて複数の領域でシェル曲面を生成し，これらを接続する手法
を提案した．各シェル曲面の境界を G0 連続となるよう接続することが可能となり，リズミ
カルな意匠をもつ曲面形状を生成可能であることを示した．得られた形状の主曲率分布を確
認することで，指定した境界形状がシェル曲面内を特性曲線の方向に伝播することを確認し
た．ただし，内部の境界では，シェルの面内応力のみでは力の釣合いが成立せず，鉛直方向，
水平方向に反力が生じるため，支持構造が必要となる．

7. 提案手法は線形連立方程式を 1度解くだけで解形状を得ることができるため，繰り返し計算
を必要とする既往の手法 [54, 56]に比べて計算コストが少ない．一方でパラメトリック曲面
を用いないことから形状表現の自由度が高く，これらの点は提案手法の優れた点である．
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第 5章

区分的可展面の形状設計

5.1 はじめに
本章では，特に主応力方向と主応力の大きさの分布が曲面形状に与える影響について着目し，

シェルの膜理論に基づく釣合い方程式を可展面の形状設計に応用する．可展面は平面から面内変形
を与えることなく曲げ変形のみによって生成できる曲面として定義され，ガウス曲率が曲面のいた
るところで 0であるという特徴を有する．また可展面は，空間内を直線が動いた軌跡として得られ
る線織面に，平面に展開可能であるという条件を与えたものとみなすことができる．移動する直線
を母線 (ruling line，または generatrix)，直線が沿って移動する道筋を定める曲線を導線（directrix）
という．可展面は図 5.1に示すように，母線が互いに平行な「柱面」，母線が 1点で交差する「錐
面」，導線となる空間曲線の接線を母線とする「接線曲面」の 3種類に分類される．
本章では，水平投影応力の主応力と仮想の荷重の分布をパラメータとして可展面の形状設計を行

う．また，可展面を曲線の内部境界で接続した区分的に滑らかな曲面（区分的可展面）を生成す
る手法を提案する．2.1節に示した有限差分法で離散化した釣合い方程式を応用し，線形連立方程
式を解くことで可展面形状を得る．曲面の可展性は，多面体の頂点における内角の和と 2c との差
（angle defect）に基づくガウス曲率を用いて確認する．可展面が生成される主応力と仮想の荷重の
分布を設計パラメータとして，可展面が生成される応力分布と荷重分布を与えることで，数個の少
ない変数で曲面の全ての内部格子点でガウス曲率が 0となる曲面を生成する．微分方程式に基づき
曲面を生成することで，angle defectを用いても corrugated surfaceが生じない滑らかな可展面を生
成する．
数値例題では，提案手法が一様荷重下で曲率が連続的に変化する滑らかな可展面を得ることがで

き，シェルの特定の領域に線荷重を与えることや，境界形状を変化させることにより，さまざまな
区分的可展面が生成可能であることを示す．また，水平投影応力や仮想の荷重を設計パラメータと
して基底関数を用いて定義することで，より複雑な応力分布を許容し，最適化手法を用いて離散曲
面の格子点でのガウス曲率の 2乗和を最小化することで，複雑な区分的可展面を生成する．提案手
法は，少ない設計変数で曲面形状を生成することが可能である．また，柱面だけでなく，錐面や接
線曲面を生成することができ，内部境界や外周部の境界が曲線となる区分的可展面にも適用可能で
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(a) 柱面 (b) 錐面 (c) 接線曲面

導線 母線

図 5.1: 可展面（柱面，錐面，接線曲面）

あることを示す．さらに，得られた可展面の精度を，曲面の展開図を生成することで確認する．

5.2 シェルの釣合い方程式を利用した可展面の生成法

5.2.1 シェルの釣合い方程式と目標形状の導入

2.1節において図 2.1に示した，曲面の高さ ℎが G, Hの関数 ℎ(G, H) で表されるグラフ曲面のシェ
ルについて，HI 平面と GI 平面にそれぞれ平行な曲面の切断面での垂直応力，せん断応力を GH 平
面に投影し，水平面単位長さあたりの力に換算した水平投影応力を，それぞれ fG，fH，gGH とす
る．2.1節で述べた通り，鉛直方向の釣合い方程式は 2階の偏微分方程式として式 (2.4)で表され
る．式 (2.4)の右辺 5 は鉛直方向下向き（I 軸の負の方向）のシェルの単位水平投影面あたりの分
布荷重である．次に，有限差分法により鉛直方向の釣合い式 (2.4) を離散化する．GH 平面を G, H
方向にそれぞれ # × # 分割した格子点 (8, 9) (8, 9 = 1, . . . , # + 1) を考える．格子点の G, H 方向の
間隔をそれぞれ XG，XH，格子点 (8, 9) の I 座標を ℎ8, 9 とする．鉛直方向の釣合い式 (2.4) は中央
差分を用いて式 (2.26)のように書ける．離散化した釣合い方程式 (2.26)の左辺は格子点の I 座標
ℎ8, 9 (8, 9 = 1, . . . , # + 1) が変数，その他のパラメータは定数であり，右辺 58, 9 も格子点ごとに定数
とする．境界上の格子点における ℎの G，H に関する偏導関数は，第 3章の式 (3.6)から式 (3.9)と
同様の方法により定義する．
格子点の数は (# + 1)2 であり，境界条件を指定した後の独立な変数の数を =とする．変数である

I 座標 ℎ8, 9 をまとめたベクトルを x ∈ R=，変数 xの係数をまとめた行列を A ∈ R=×=，右辺 58, 9 を
変数となる格子点についてまとめたベクトルを b ∈ R= とすると，離散化した釣合い方程式 (2.26)
は次の線形連立方程式として表される．

Ax = b (5.1)

式 (5.1)の解が一意であるとき，線形連立方程式を解いて変数 xが得られる．このように，本手
法は，線形連立方程式を 1度解くだけで曲面形状を得ることができるため，計算コストが小さいと
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いう利点がある．以下では，境界条件が適切に指定されて，式 (5.1)の解が存在しない場合は考え
ないものとする．しかし，境界条件によって式 (5.1)の解が不定となる場合がある．行列 Aのラン
クを A = rank(A) と表すと，A < =のとき Aは正則ではなく，解が不定となる．このとき，一般逆
行列を用いることで解が得られるが，第 4章でも述べた通り，2乗ノルムが最小となる解が本研究
において望ましい形状であるとは限らない．そこで本章では，式 (5.1)の解が不定となるとき，解
xの目標形状 x0 を設定する．式 (5.1)の両辺に −Ax0 を加えることで次式を得る．

A (x − x0) = b − Ax0 (5.2)

式 (5.2)の左辺の (x − x0) について最小 2乗法による解を求める，すなわち目標形状に対する偏差
量 (x − x0) の 2乗ノルムを最小化する xを求めることで，曲面形状を生成する．ここで提案した
手法は，第 4 章の手法と異なり，解を求めるために設計者が微小なパラメータを設定する必要が
ない．
釣合い方程式を利用する曲面形状設計は，主応力分布と荷重分布が設計パラメータとなるが，本

章の形状生成においてこれらは仮想の値として扱う．ただし，力学的な意味が得られる曲面形状の
理解を助けるという利点がある．よって生成される曲面形状を想定するために有効であると考えら
れる場合は，釣合い形状としての力学的な意味についても考察する．

5.2.2 水平投影応力の主応力方向と曲面形状

釣合い方程式を用いた形状設計法における設計パラメータは，応力分布と荷重分布，境界条件で
ある．可展面を得るためのパラメータの組み合わせをあらかじめ知ることは，生成する可展面が複
雑であるほど難しくなる．ここでは，パラメータのうち水平投影応力に対して制約を与え，曲面形
状を荷重が 1方向のみに伝達される形状とする．荷重伝達方向は水平投影応力の主方向となる．こ
のとき，荷重伝達方向に直交する方向に応力・荷重が一様であれば，可展面が存在するような境界
条件を与えることで，荷重伝達方向の曲線形状を推動させた柱面が得られる．
鉛直方向の釣合い方程式 (2.4)について，右辺の荷重項 5 が一様であり，かつ水平投影応力につ

いて次式が成り立つ場合を考える．

fGfH − gGH2 = 0 (5.3)

このとき，2階の偏微分方程式である釣合い方程式 (2.4)は放物型となる．水平投影応力の主応力
を f1, f2 とすると，これらは次式で表される．

f1, f2 =
fG + fH

2
±

√(fG − fH

2

)2
+ gGH2 = fG + fH , 0 (5.4)

主応力のうち一方は水平投影応力の直応力成分の和 f1 = fG + fH となり，もう一方は f2 = 0とな
る．図 5.2に水平投影応力が負の場合について，応力の各成分と主応力との関係をモールの応力円
を用いて表す．
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図 5.2: 水平投影応力におけるモールの応力円

主応力方向と G 軸のなす角 Uは次のように書ける．

U =
1
2

tan−1
( 2gGH
fG − fH

)
(5.5)

図 5.2に示すように f1, f2 の主応力方向に Ĝ,Ĥ 軸をとると，釣合い方程式を満足する曲面と任意の
ĜI 平面と交わる曲線は，ĜI 平面内の水平投影応力 f1，荷重 5，境界条件により一意に決まり，主
応力が 0となる Ĥ 軸方向と相互に影響しない．このように，主応力の一方が 0となるように水平投
影応力を定義することにより，荷重が 1方向のみに伝達される形状を得ることができるため，得ら
れる可展面の形状を想定しやすくなる．
Ĝ ĤI 座標系における水平方向，鉛直方向の釣合い方程式はそれぞれ次のように書ける．

mf1
mĜ

=0 (5.6)

f1
m2ℎ

mĜ2 = 5 (5.7)

このとき，鉛直方向の釣合い方程式の解は式 (5.7)を解くことで次のように表される．

ℎ =
5

2f1
Ĝ2 + �1Ĝ + �2 (5.8)

ここで，�1, �2 は積分定数である．
例えば，水平投影応力 f1，荷重 5 が曲面を定義する領域内で一様であるとき，曲面が Ĥ 方向に

直線となる解が存在するような境界条件を与えると，図 5.3に示すように曲面形状は Ĝ 方向を導線
方向，Ĥ 方向を母線方向とする柱面となる．なお，fGfH − gGH2 = 0を満たす水平投影応力を指定す
ることは，得られる曲面が可展面となることを保証する条件ではなく，水平投影応力分布・荷重分
布が母線方向である Ĥ 方向に一様でない場合には，得られる形状が可展面になるとは限らない．
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図 5.3: 主応力方向と柱面

5.2.3 可展面形状と形状生成における設計パラメータ

ここでは，可展面形状と設計パラメータの関係を整理する．また荷重を分布荷重と線荷重の和と
して定義し，線荷重により曲面の勾配が不連続となる領域を作ることで，複数の可展面が接続され
た区分的可展面を生成する手法を提案する．
図 5.3に示す曲面は水平投影応力，荷重が一様であることから，式 (5.8)に示すように，導線の

形状は放物線に限定される．導線を放物線ではない形状とするためには，水平投影応力や荷重を導
線方向に変化させればよい．水平投影応力を変化させる場合は，水平方向の釣合い方程式を満足さ
せるためにせん断応力が生じて水平投影応力の主方向が一様でなくなるため，荷重を変化させるほ
うが少ないパラメータで形状を生成できるといえる．ただし荷重を変化させて得られる形状が，力
学的に合理的な形状であるとは限らない点に注意が必要である．
式 (5.8)において f1 を Ĥ 方向に線形に変化させると，Ĝ 方向の曲線の曲率半径は線形に変化し，

錐面を生成できる．あるいは，1/ 5 を Ĥ 方向に線形に変化させても錐面を生成できる．また，G 軸
と Ĝ 軸との間の角度を変更することにより，さまざまな方向に母線を持つ可展面を生成できる．
次に，区分的可展面を生成するため，釣合い方程式の右辺の荷重項を分布荷重と線荷重の和とし

て定義する．線荷重を与えることで曲面の勾配は不連続となる．ここでは，曲面形状の特定の領域
に与える線荷重を形状生成のためのパラメータとして，区分的可展面を生成する手法を提案する．
シェル曲面に作用する荷重を分布荷重 5̄ S と線荷重 5̄ L の和として表す．線荷重を幅 XF の領域に
作用する分布荷重に置換すると，鉛直方向の釣合い方程式 (2.4)の右辺は次のように書ける．

5 = 5̄ S + 5̄ L = 5̄ S + �̄
L

XF
(5.9)

同様に，差分法により離散化した釣合い方程式 (2.26)の右辺は次のように書ける．

58, 9 = 5̄ S
8, 9 + 5̄ L

8, 9 = 5̄ S
8, 9 +

�̄L
8, 9

XF
(5.10)
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G, H 軸に平行に線荷重を与えるとき，XF はそれぞれ XG, XH とする．
分布荷重を正の値で（鉛直下向きに）与えたとき，線荷重を負の値で（鉛直上向きに）与えるこ

とは，曲面に中間支持点や補剛部材を配置することに相当し，荷重の大きさは支持点の反力や補剛
部材に伝達される荷重の大きさに相当する．また線荷重を正の値で（鉛直下向きに）与えたとき，
水平投影応力が変わらずに曲面が負担する膜応力が大きくなるため，より勾配の大きい曲面形状と
なる．

5.2.4 離散曲面のガウス曲率

ガウス曲率は曲面の 2つの主曲率の積として表される幾何学的不変量である．第 1章で述べた通
り，可展面はガウス曲率が曲面のいたるところで 0 であるという特徴を有する．離散ガウス曲率
は，離散曲面（多面体）上のガウス曲率であり，本章では，文献 [92]の方法を参考に，曲面を三角
形で離散化したときの内部格子点における離散ガウス曲率を用いて可展性を確認する．三角形メッ
シュによる離散ガウス曲率を用いることで，曲面の主方向と主曲率からガウス曲率を導出する方法
に比べて，より少ない計算負荷で可展性を確認できる．
まず，5.2.1項で示した曲面形状の生成法で得られる矩形に分割された離散曲面を，対角線で分

割することで三角形メッシュを生成する．図 5.4は離散曲面上の内部格子点 E と周囲の三角形を示
す．格子点 E に接続する =E 個の格子点を曲面の外側から見て反時計回りに E8 (8 = 1, ..., =E) とす
る．また，格子点 E の周囲の領域を ΩE とし，その面積を �E とする．この領域 ΩE においてガウ
ス曲率が一様に分布していると仮定することで，格子点 E における離散ガウス曲率を導出する．
格子点 E，E8 の位置ベクトルをそれぞれ xE，xE,8 とする．また，格子点 E，E8 からなる辺を含む

三角形の対角を図 5.4に示すようにそれぞれ UE,8，VE,8 とする．図 5.4のように格子点 E を囲む三
角形がいずれも鋭角三角形のとき，格子点 E に接続する辺の中点および格子点 E を囲む三角形の外
心を格子点とする領域（ボロノイ領域）として ΩE を定義する．このとき，面積 �E は次のように
書ける．

�E =
1
8

=E∑
8=1

(
cotUE,8 + cot VE,8

)
‖xE − xE,8 ‖ (5.11)

格子点 E の周りの三角形に直角三角形または鈍角三角形が含まれる場合には，Meyer らの手
法 [93]と同様に格子点 E における内角に応じて領域 ΩE の面積 �E を求める．すなわち，以下のよ
うな場合分けを行う．

• 図 5.5左に示すように，格子点 E を含む三角形が鋭角三角形の場合は，格子点 E と E を含む
辺の中点及び三角形の外心からなる四辺形を領域 ΩE とする．このとき，この三角形におけ
る領域 ΩE に含まれる領域の面積は (5.11)により得る．

• 図 5.5中央のように格子点 E が直角または鈍角の三角形の場合は，格子点 E および各辺の中
点からなる四辺形領域を ΩE とする．このとき，この三角形における領域 ΩE に含まれる領
域の面積は三角形の面積の 1/2である．
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図 5.5: 三角形メッシュの形状に応じた面積 �E の定義

• 図 5.5右のように格子点 E が鋭角で，その他の角のうちの一つが鈍角の三角形のとき，格子
点 E と E を含む 2辺の中点がなす三角形領域を ΩE とする．このとき，この三角形における
領域 ΩE に含まれる領域の面積は三角形の面積の 1/4である．

ΩE の境界の外角を \E,8 (8 = 1, ..., =E) とすると，\E,8 は格子点 E に接続する辺のなす角に等し
い．領域 ΩE の内部の点で定義されるガウス曲率を  E0 とすると，以下のガウス‐ボネの定理
（Gauss-Bonnet theorem）が成立する [67, 93]．∫

ΩE

 E03�E +
=E∑
8=1

\E,8 = 2c (5.12)

左辺の第 1項は領域 ΩE におけるガウス曲率の和であり，この領域における全曲率である．
多面体のある頂点における内角の和と 2cとの差は，一般に角度欠損 ( angle defect )と呼ばれる．

点 E における angle defect :E は次式で表される．

:E = 2c −
=E∑
8=1

\E,8 (5.13)
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図 5.6: パラメータ C と設計変数 -8 による水平投影応力の定義

格子点 E におけるガウス曲率  E が領域 ΩE に一様に分布していると仮定すると，式 (5.12)より  E

は angle defectを用いて次式で表される．

 E =
1
�E

(
2c −

=E∑
8=1

\E,8

)
(5.14)

本論文では，(5.14)により得られる格子点 E におけるガウス曲率を用いて，離散曲面の可展性を評
価する．

5.2.5 最適化手法を用いた可展面の形状設計

5.2.2項で示した単純な可展面は，指定すべき水平投影応力が容易に想定できる．多様な区分的
可展面を生成するためには，境界の高さ方向の形状や内部境界の形状に応じて，曲面の可展性が得
られる水平投影応力と荷重の組み合わせを指定する必要がある．しかし，生成する可展面が複雑で
あるほど可展面を得るためのパラメータの組み合わせをあらかじめ知ることは難しくなる．そこで
本節では，水平投影応力の主応力の母線方向の分布もしくは荷重分布を定めるパラメータを変数と
して，ガウス曲率が曲面のいたるところで 0であるという可展面の特徴を利用して，最適化手法を
用いて可展面を生成する手法を提案する．
変数のベクトルを X = (-1, · · · , -=)，離散曲面の内部格子点 E の集合を + とする．区分的可展

面を生成する際には，可展面を区分する内部境界上の格子点は集合 + から除く．集合 + 内の点に
おいて式 (5.14)に基づき格子点 E における  E を求める．目的関数を集合 + 内の内部格子点のガ
ウス曲率の 2乗和を  (X) とする．最適化問題を以下のように定式化する．

minimize  (X) =
∑
E∈+

{ E (X)}2 (5.15a)

subject to XL ≤ X ≤ XU (5.15b)

XU, XL はそれぞれ設計変数 Xの上下限値を表す．本章では，水平投影応力もしくは分布荷重を設
計変数 Xにより定義する．
水平投影応力分布を設計変数で定める場合，せん断応力 gGH を最適化問題の設計変数 Xを用い
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て，パラメータ C ∈ [0, 1] の関数として次式により定義する．

gGH (C) =
<∑
8=0

-8+118
<(C) (5.16)

18
<(C) は < 次のバーンスタイン基底関数であり，次式で定義される．

18
<(C) = <!

8!(< − 8)! C
8 (1 − C)<−8 (5.17)

図 5.6に 2次のバーンスタイン基底関数により定義した gGH と C の関係を例として示す．C は値を
変化させる方向の座標であり，H 軸方向に変化させる場合は C = H である．水平投影応力のその他
の成分は，主応力の一方が 0となる条件 fGfH − gGH2 = 0を満足するように定義する．ただし，主
応力方向を G, H 軸方向にとる場合には，gGH が 0となるため主応力のうち 0でない f1 をパラメー
タ C の関数として次のように定義する．

f1(C) =
<∑
8=0

-8+118
<(C) (5.18)

水平投影応力を設計変数で定めるとき，分布荷重は一様分布とする．水平方向の釣合い方程式 (5.6)
は，f1 を Ĥ のみの関数とすれば満たされる．
一方，分布荷重を設計変数で定める場合は，荷重を G, H 方向の関数として定義しても，水平

投影応力を一様分布とすれば水平方向の釣合い方程式は満たされる。分布荷重 5̄ S をパラメータ
(B, C) ∈ [0, 1]2 の関数として次のように定義する．

5̄ S(B, C) =
<1∑
8=0

<2∑
9=0

-:18
<1 (B)1 9

<2 (C), : = 8 + 9 (<1 + 1) + 1 (5.19)

18
<(C)，1 9

<(C) はバーンスタイン基底関数であり次式で定義される．

18
<1 (B) = <1!

8!(<1 − 8)!
B8 (1 − B)<1−8 , 1 9

<2 (C) = <2!
9!(<2 − 9)! C

9 (1 − C)<2− 9 (5.20)

パラメータ (B, C) はそれぞれ G, H 方向にとる．荷重を設計変数とする場合は水平投影応力は定数と
する．ただし，主応力の一方が 0となるよう式 (5.3)を満足するように定義する．
なお，本手法は釣合い方程式における荷重や応力を形状生成のためのパラメータとして可展面を

生成する手法であり，パラメータである荷重分布が実構造物の荷重条件と異なる場合には，得られ
る形状は力学的に合理的な形状であるとは限らない点に注意が必要である．

5.3 可展面の展開図の作成
平面に展開可能な曲面である可展面は，展開図を作成することができる．展開図を作成する手

法については，膜構造における裁断図の生成や，折紙工学の分野で多くの手法が提案されてい
る [94–96]．本研究では，得られた可展面の精度を曲面の展開図を生成することで確認する．
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5.2節で示した釣合い方程式に基づく曲面の生成法により得られた可展面について，文献 [94]の
手法を参考に，三角形メッシュで離散化された曲面を平面に展開することで展開図を作成する．ま
ず，5.2節で生成された三角形メッシュを水平面に投影する．次に，投影されたメッシュの各格子
点の平面座標を変数とし，水平面に投影した三角形メッシュと曲面の三角形メッシュの対応する辺
の長さの差の 2乗和を最小化する最適化問題を解くことで，展開図を生成する．三角形分割したす
べての格子点の G,H 座標を設計変数とするが，面全体の剛体変位は拘束する．曲面における三角形
要素の 8 番目の面の辺の長さをそれぞれ !0

8,1，!
0
8,2，!

0
8,3 とし，対応する展開図における三角形要

素の番目の辺の長さをそれぞれ !P
8,1，!

P
8,2，!

P
8,3 とする．三角形メッシュを構成する格子点の数を

=2，三角形要素の数を = 5 とする．三角形分割したすべての平面座標 (G: , H:) のベクトルを xP と
し，座標の上下限値を上添字 U，Lで表す．曲面における三角形要素と対応する展開図における三
角形要素のそれぞれの辺の長さの差 48, 9 (xP) は次のように書ける．

48, 9 (xP) = !P
8, 9 (xP) − !0

8, 9 (5.21)

48, 9 を曲面における三角形要素のそれぞれの辺の長さで基準化した値の 2乗和を目的関数 � (xP) と
し，最適化問題を以下のように定式化する．

minimize � (xP) =
=f∑
8=1

3∑
9=1

(
48, 9 (xP)
!0
8, 9

)2

(5.22a)

subject to GL
: ≤ G: ≤ GU

: , HL
: ≤ H: ≤ HU

: (: = 1, 2, . . . =c) (5.22b)

5.4 数値例題
数値例題として，以下では 6つのモデル DS1～6の結果を示す．モデル DS1, 2は水平投影応力

と分布荷重をともに曲面全体で一様とし，主応力のうち一方を 0とすることで可展面を生成する．
モデル DS3では一様分布荷重に加えて線荷重を与えることで，区分的可展面を生成する．モデル
DS1から 3は水平投影応力と分布荷重を一様分布とし，柱面からなる可展面および区分的可展面
を生成する．
次に，モデル DS4から 6として，5.2.5項で示した最適化手法を用いた可展面の生成手法により

区分的可展面を生成する．モデル DS4, 5 では水平投影応力を設計変数 X により定義し，モデル
DS6では分布荷重を Xで定義する．さらに，得られた可展面に対して，5.3節で示した方法で展開
図を作成し，可展性を確認する．
曲面生成において，曲面形状は荷重と応力の比率により決定されるため無次元化し，長さと荷重

の単位は省略する．曲面の水平投影面は −1 ≤ G ≤ 1, −1 ≤ H ≤ 1の正方形領域とする．格子の分割
数は G, H 方向ともに # = 50とする．モデル DS1～6の平面形状，格子点配置を図 5.7に示す．5.2
節で示した曲面生成のプログラムは Python3を用いて作成し，鉛直方向の釣合い方程式を離散化し
た線形連立方程式は，数値計算ライブラリである NumPy [81]を用いて解く．解が不定となるとき
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図 5.7: モデル DS1～6 : 平面形状

は，式 (5.2)を用いて目標形状に対する偏差量 (x − x0) の 2乗ノルムを最小化する xを求める．2
乗ノルムが最小となる解の導出には Numpyの linalg.lstsq関数を用いる．
可展面の生成および展開図作成における最適化問題の求解には，Python の数値計算ライブラ

リである SciPy [97] の内点法 trust-constr [98] を用いる．内点法は実行可能領域の内部を逐次探
索して最適解を求める最適化手法である．また，ここでは感度係数は差分近似する．最適化アル
ゴリズムにおける収束判定のためのパラメータは，1 × 10−5 とする．また，解析結果の図化には
Matplotlib [83]を用いる．

5.4.1 一様な水平投影応力と一様な分布荷重による柱面の生成

モデル DS1～3における水平投影応力と荷重を表 5.1に示す．すべてのモデルについて主応力の
うち一方を 0とすることで可展面を生成する．モデル DS1, 2は，水平投影応力と分布荷重を曲面
全体で一様とし，線荷重は与えない．モデル DS3では，一様分布荷重に加えて線荷重を与えるこ
とで，区分的可展面を生成する．また I 座標を ℎ = 0に固定する格子点を，モデル DS1, 3につい
ては G = −1，G = 1の 2対辺上の格子点とする．モデル DS2については正方形領域の 4隅の格子
点のうち (G, H) = (−1,−1)，(1, 1) の 2点の I 座標を ℎ = 0に，(G, H) = (−1, 1)，(1,−1) の 2点の
I 座標を ℎ = 1.0に固定する．
モデル DS2について，変数の数は = = (# + 1)2 − 4 = 2597である．一方，式 (5.1)の係数行列 A

の，特異値分解を用いて得られるランクは rank(A) = 2596 < = であった．この例では，形状を定
めるために十分な境界条件が与えられておらず，係数行列 Aが正則でないので，目標形状 x0 を与
え，式 (5.2)を解くことで解形状を得る．格子点 (8, 9) の G, H 座標を (G8, 9 , H8, 9) とし，目標形状 x0
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表 5.1: モデル DS1,2,3:水平投影応力と荷重

モデル (fG , fH , gGH) ( 5̄ S, �̄L)

DS1 (−1, 0, 0) (1, 0)
DS2 (−0.5,−0.5,−0.5) (1, 0)
DS3 (−1, 0, 0) (2,−1)

の格子点における I 座標を ℎ̄8, 9 とする．モデル DS2の目標形状を次式により定義する．

ℎ̄8, 9 = 1 − 1
2

��G8, 9 + H8, 9 �� (5.23)

得られた曲面形状を図 5.8に示す．図中のコントアは曲面の高さ ℎの分布を示し，赤い丸で示し
た格子点は，形状生成において I 座標を固定とした格子点を示す．得られた曲面形状のガウス曲率
分布を図 5.9に示す．モデル DS1～3は，水平投影応力と荷重を指定し，式 (5.1)または式 (5.2)を
1度解くだけで曲面形状が得られた．曲面の曲率は，一様な分布荷重が作用する範囲において連続
である．また線荷重を与えることで勾配が不連続となる内部境界を生成することができた．
各モデルごとの考察を以下に示す．

モデル DS1
モデル DS1は，水平投影応力の主方向が G 軸方向であり，得られた曲面形状は，G 方向に導線

を，H軸方向に母線を有する可展面（柱面）となる．導線の形状は放物線である．次に，モデル DS1
を用いて，分布荷重を導線方向である G 方向に変化させることで曲面形状が変化することを確認す
る．ここでは分布荷重は力学的な意味を持たない形状生成のためのパラメータとなる．式 (5.24)で
定義される分布荷重を与え，その他の条件をモデル DS1と同様としたモデル DS1aについて，GI
平面における曲面の形状を図 5.10に示す．

5̄ S = 2
(
1 − 1

4
(G + 1)2

)
(5.24)

yz平面に関して非対称な荷重分布を与えることで，モデル DS1aの導線は yz平面に関して非対称
な形状となる．

モデル DS2
モデル DS2は，水平投影応力の主応力が f1 = −1, f2 = 0, f1 の主方向が G 軸に対して反時計回

りに 45度の角度を持つよう (fG , fH , gGH) = (−0.5,−0.5,−0.5) とした．得られた可展面（柱面）の
導線方向はこれと一致し，直交する主応力 f2 に対応する主方向が母線方向となる．なお，本例題
の形状生成における線形連立方程式は解が不定であり，提案手法では式 (5.2)を満足する不定解の
うち目標形状 x0 からの偏差量の 2乗ノルムを最小化する解形状 xを求めている．したがって目標
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(a) Model DS1 (b) Model DS2

(c) Model DS3

図 5.8: モデル DS1，2，3:曲面形状（直交投影）

形状 x0 の与え方に応じて得られる解形状が異なる．本例題のように，主応力 f1 に対応する主方向
に直線の母線をもつ目標形状 x0 を与えることで，可展面を得ることができる．

モデル DS3
モデル DS3は，H 軸上に線荷重を与えたことにより，曲面の勾配が不連続である．母線が軸方

向に平行な 2つの柱面からなる区分的可展面が得られた．また，モデル DS3と荷重や水平投影応
力は同様とし，境界上の格子点位置を変化させたモデル DS3aについて，得られる形状とガウス曲
率分布を図 5.11 に示す．図 5.11 右に示したガウス曲率分布の Max・Min の値は，内部境界を除
く各格子点における離散ガウス曲率の最大値・最小値を示す．モデル DS3aは I 座標を固定とする
G = ±1 の境界上の格子点について，I 座標を線形に変化させ折れ線で定義した．得られる曲面は
G = 0および H = 0において区分され，母線が G = ±1の境界に平行な 4つの柱面からなる区分的可
展面となった．G = ±1の境界の I 座標を線形に変化させて折れ線で定義することで，可展面の母
線も境界の形状にしたがって変化していることがわかる．このように，支点となる境界を折れ線で
定義することで内部境界を生成することができた．このように，提案手法は荷重や境界の条件を操
作することで，設計者の意図した位置で曲面を区分することができる．

5.4.2 荷重分布と曲面形状のパラメトリックスタディ

モデル DS3を対象とし，荷重条件をパラメータとして得られる曲面形状を確認する．一様な分
布荷重 5̄ S と線荷重 �̄L を変化させたときの曲面形状を図 5.12に示す．モデル DS3は母線が H 軸
方向に平行な柱面となるので，GI 平面における立面図として図示する．
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(a) Model DS1 (b) Model DS2

(c) Model DS3

図 5.9: モデル DS1，2，3:ガウス曲率分布

図 5.10: モデル DS1と DS1aの導線形状の比較

分布荷重 5̄ S を一定値として線荷重 �̄L を変化させたとき，�̄L = 0を除いて曲面中央で分割され
た区分的可展面となるが，�̄L が正のとき荷重作用位置は上に凸，負のとき下に凸となる．�̄L が小
さいほどライズが小さくなる．
反対に，線荷重 �̄L を一定値として一様な分布荷重 5̄ S の大きさを変化させたとき， 5̄ S が大きい

ほど曲面のライズは大きくなり，曲面の最も I 座標の大きい頂部の位置は G = 0に近づく．
また，( 5̄ S, �̄L) = (2,−2)，(1,−1) のとき，両側の境界における鉛直反力と G = 0における線荷

重の比率が 1 : 2になるため，G = 0におけるライズは ℎ = 0となる．
このように，分布荷重と線荷重を変化させることで曲面形状を変化させることができる．
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Equilibrium shape Distribution of Gaussian curvature

図 5.11: モデル DS3a:曲面形状（直交投影），ガウス曲率分布

(  f 
S,  F

L )

図 5.12: モデル DS3におけるパラメトリックスタディ

5.4.3 最適化手法を利用した区分的可展面の設計

モデル DS4, 5, 6では，水平投影応力あるいは分布荷重を設計変数 Xにより定義し，5.2.5項で
示した最適化手法により区分的可展面を生成する．モデル DS4, 5, 6における水平投影応力と荷重
を表 5.2に示す．各モデルの条件に基づく釣合い方程式の変数の数は，式 (5.1)の行列 Aのランク
と一致することから，式 (5.1)により曲面形状を生成する．
各モデルごとの考察を以下に示す．

モデル DS4
モデル DS4は，水平投影応力の 0でない主応力の方向を G 軸方向とし，パラメータ C ∈ [0, 1] は

H 方向にとり，C = H とする．fG を H に関する 2次のバーンスタイン基底関数 12
8
(H) (8 = 0, 1, 2)
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表 5.2: モデル DS4, 5, 6の水平投影応力と荷重

モデル (fG , fH , gGH) ( 5̄ S, �̄L)

DS4 (fG (H), 0, 0) (1, |H | − 1)
DS5 (fG = gGH (C), fH = gGH (C), gGH (C)) (1,−0.02)
DS6 (−1, 0, 0) ( 5̄ S(G, H), (1 − |H |)

t

t

(a) Model DS4 (b) Model DS5

z

x
y

Line load

z

x
y

Line load

s

t

(c) Model DS6

Distributed
load
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load

Distributed
load

:Region defining horizontal projected stress or distributed load

:Planes of symmetry

z

xy
Line load

図 5.13: モデル DS4, 5, 6:適用荷重分布とパラメータ C の定義

を用いて次のように定義する．

fG (H) = -110
2(H) + -211

2(H) + -312
2(H) (5.25)

水平投影応力のその他の成分 fH , gGH は 0とする．設計変数の範囲は −1.0 < -8 ≤ −0.1 (8 = 0, 1, 2)
とする．モデルの検討条件および水平投影応力の定義範囲を図 5.14(a)に示す．式 (5.25)を用いて
平面領域の 1/4に対して水平投影応力をパラメータによって定義し，モデルの対称性を考慮してそ
の他の領域の水平投影応力を定義する．I座標を固定する格子点を G = −1，G = 1の 2対辺とする．
また，G = 0の領域に次のように三角形分布の線荷重を与える．

�̄L = |H | − 1 (5.26)

最適化問題を解いて得られた曲面形状を図 5.14(a)に，曲面形状のガウス曲率分布を図 5.15(a)に
示す．
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(a) Model DS4

(b) Model DS5

(c) Model DS6

図 5.14: モデル DS4, 5, 6:曲面形状（直交投影）

モデル DS5
モデル DS5は，水平投影応力のせん断応力成分 gGH を，パラメータ C ∈ [0, 1] についての 2次の

バーンスタイン基底関数 12
8
(C) (8 = 0, 1, 2) を用いて次式のように定義する．パラメータ C は G 軸

を時計回りに 45度回転させた方向にとる．

gGH (C) = -110
2(C) + -211

2(C) + -312
2(C) (5.27)
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(a) Model DS4 (b) Model DS5

(c) Model DS6

図 5.15: モデル DS4, 5, 6:ガウス曲率分布

設計変数の範囲は −2.0 < -8 < −0.1とする．水平投影応力のその他の成分は，fGfH − g2
GH = 0が

成り立つように次のように定義する．

fG (C) = gGH (C), fH (C) = gGH (C) (5.28)

モデルの検討条件，水平投影応力の定義範囲を図 5.13(b) に示す．式 (5.27), (5.28) を用いて，図
5.13(b)右側の図に赤色で示した平面領域の 1/8に対して水平投影応力をパラメータで定義し，モ
デルの対称性を考慮してその他の領域の水平投影応力を定義する．これにより，GI 平面，HI 平面
で分割された 4つの領域ごとに主応力方向の異なる水平投影応力分布を定義する．また，内部境界
となる G = 0および H = 0の領域の水平投影応力は，水平方向の釣合い方程式を満足するよう，内
部境界の両側の領域で定義した水平投影応力の合力として，次のように定義する．

fG = 0, fG = 2fG (C), fG = 2fG (C), (G = 0) (5.29)
fH = 2fH (C), fH = 0, fH = 2fH (C), (H = 0) (5.30)
gGH = 0, gGH = 0, gGH = 0, ((G, H) = (0, 0)) (5.31)

I 座標を固定する格子点は 4隅の 4点と境界の 4辺の中点とし，4隅の格子点の I 座標を ℎ = 0
に，中点の I 座標を ℎ = 0.75に固定する．また，G = 0および H = 0の領域に表 5.2に示す線荷重

94



図 5.16: モデル DS6:分布荷重 5̄ S 分布

�̄L を与える．最適化問題を解いて得られた曲面形状を図 5.14(b)に，曲面形状のガウス曲率分布を
図 5.15(b)に示す．

モデル DS6
モデル DS6 は，分布荷重を G, H 座標の関数として設計変数を用いて定める．水平投影応力は

表 5.2 に示す通り一様分布とし，主応力方向を G 軸方向とする．パラメータ (B, C) ∈ [0, 1]2 は G,
H 軸と同じ方向にとり，B =, C = H とする． 5̄ S を G, H についての 2 次のバーンスタイン基底関数
18

2(G), 1 9
2(H) (8, 9 = 0, 1, 2) を用いて次のように定義する．

5̄ S(G, H) =
2∑
8=0

2∑
9=0

-:18
2(G)1 9

2(H), : = 8 + 3 9 + 1 (5.32)

設計変数の範囲は 0 < -: ≤ 2.0 (: = 1, · · · , 9) とする．モデルの検討条件および水平投影応力の
定義範囲について図 5.13(c) に示す．式 (29) を用いて平面領域の 1/4 に対して水平投影応力をパ
ラメータによって定義し，モデルの対称性を考慮してその他の領域の水平投影応力を定義する．ま
た，G = 0の領域に次のように三角形分布の線荷重を与える．

�̄L = −(|H | − 1) (5.33)

I 座標を固定とする G = ±1の境界上の格子点について，I 座標 ℎを次式の双曲線で定義する．

ℎ =
1

|H | − 2
+ 1 (5.34)

最適化問題を解いて得られた曲面形状を図 5.14(c)に，曲面形状のガウス曲率分布を図 5.15(c)に
示す．またモデル DS6の荷重 5̄ S の分布を図 5.16に示す．
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表 5.3: モデル DS4, 5, 6:初期解と最適解の目的関数，設計変数，反復計算回数の比較

モデル  (X) design variables X Iteration

DS4 (Init) 2.83 × 102 (−0.50, −0.50, −0.50) -
DS4 (Opt) 4.64 × 10−3 (−0.508, −0.752, −0.998) 52
DS5 (Init) 1.16 × 103 (−1.00, −1.00, −1.00) -
DS5 (Opt) 4.50 × 10−6 (−0.500, −0.500, −0.500) 50
DS6 (Init) 2.84 × 101 -8 = 1.0 (8 = 1, ..., 9) -
DS6 (Opt) 1.77 × 10−2 shown in Fig.5.16 85

可展面形状の考察
モデル DS4, 5, 6について，初期解と最適解の目的関数値，設計変数値，最適化に要した反復計

算の回数を表 5.3に示す．図 5.15からいずれのモデルも，モデルが区分的可展面の内部境界を除い
て曲面全体でガウス曲率が微小な値となり，GI 平面と HI 平面で 4つに区分された区分的可展面で
あることがわかる．モデル DS4, 5, 6の最適解について，曲面の −1 < G < 0,−1 < H < 0の範囲に
含まれる各格子点における，可展面の導線方向の最大主曲率の分布を図 5.17に示す．図中の青線
の向きが主曲率方向を示し，線の太さは曲率の絶対値に比例する．凡例の線の太さが曲率を示す．
内部境界部分の主曲率方向の記載は省略する．また生成した曲面の，−1 < G < 0,−1 < H < 0の範
囲に含まれる各格子点における母線方向（最小主曲率方向）を図 5.18に示す．
モデル DS4は，線荷重の大きさに応じて曲面中央がくぼんだ曲面形状となる．線荷重 �̄L を負

の値としているため，線荷重を与えた H 軸上で下に凸の形状となる．曲面は G 方向に放物線であ
り，放物線の曲率は指定水平投影応力に応じて H 座標の絶対値が小さいほど大きくなる．また図
5.18(a)から，母線は 1点で交わっており，可展面は錐面である．また，G = 0の内部境界は双曲線
となる．
モデル DS5の曲面形状について，図 5.18(b)から，各可展面の母線は G,H 軸に対して 45度また

は −45度の角度で交わり，区分された可展面ごとに平行であることがわかる．このことから，各可
展面は柱面であるといえる．
モデル DS6の曲面形状について，図 5.18(c)から各可展面の母線は 1点で交わらずねじれの関係

にあることがわかる．したがって，得られた可展面は接線曲面であるといえる．
このように，最適化問題を解いて可展面を得る方法により，5.4.1, 5.4.2項に示した例より複雑な

形状の区分的可展面を得ることができた．また，各モデルの内部境界は直線である必要はなく，応
力や荷重条件に応じて曲線となる．提案手法は，基底関数を用いて応力もしくは荷重をパラメータ
表示することにより，少ない設計変数で曲面形状を生成することができ，最適化に要する繰り返し
回数が少ないという利点がある．
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(a) Model DS4 (b) Model DS5

: Principal direction

(c) Model DS6

図 5.17: モデル DS4, 5, 6:可展面の導線方向の最大主曲率の分布

5.4.4 可展面の展開図作成による可展性の検証

本節では，5.4.3節で得られた可展面の展開図を作成する．モデルの対称性を考慮し，図 5.19に
示す曲面の 1/4の範囲の展開図を作成する．また，展開図の剛体変位を拘束するため，モデルごと
に特定の格子点の G, H 座標に制約を与える．図 5.19に円で示した点は座標を指定し，四角形，三
角形で示した点はモデル DS4, 5, 6で変位を拘束する点を示し，モデル形状に応じて G，Ḡ 方向の変
位を拘束した．
モデル DS4, 5, 6 に対して得られた展開図を図 5.20 に示す．薄い線が元の曲面の水平投影平面

を示し，濃い黒線が展開図の形状を示す．また 5.4 に，最適化の結果得られた展開図の目的関数
� (xP) と，各辺の長さの誤差の二乗和 �ss，最大値，平均値および標準偏差を示す．各辺の長さの
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(a) Model DS4

(b) Model DS5

(c) Model DS6

図 5.18: モデル DS4, 5, 6:可展面の母線方向分布
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: Region of development diagrams

: Fixed

: Constrained in x-direction(Model DS4, 6)

: Constrained in x-direction(Model DS5)

図 5.19: モデル DS4, 5, 6:展開図を作成する領域と制約条件

表 5.4: モデル DS4, 5, 6:最適化の結果得られた展開図の誤差指標

モデル � (P) 二乗和 �ss Max. 平均値 標準偏差

DS4 2.60 × 10−4 8.74 × 10−7 3.41 × 10−4 6.63 × 10−6 1.38 × 10−5

DS5 9.14 × 10−6 5.81 × 10−8 1.05 × 10−4 1.23 × 10−6 3.77 × 10−6

DS6 1.33 × 10−6 5.42 × 10−9 1.95 × 10−5 6.66 × 10−7 1.00 × 10−6

誤差の二乗和 �ss は次の式により求めた．

�ss(xP) =
=f∑
8=1

3∑
9=1

(
48, 9 (xP)

)2
(5.35)

すべてのモデルについて誤差が小さく，辺ごとの誤差のばらつきが小さいことから，精度の良い展
開図が得られていることがわかる．

5.5 5章の結論
本章では，主応力方向と主応力の大きさの分布が曲面形状に与える影響について着目し，シェル

の膜理論に基づく釣合い方程式を応用して可展面の形状を設計する手法を提案した．提案手法は，
水平投影応力の主応力と仮想の荷重分布を設計パラメータとして，釣合い方程式を離散化した線形
連立方程式を解くことで可展面，または区分的可展面を生成することができる．
本章で得られた成果は以下のとおりである．

1. 釣合い方程式を離散化した線形連立方程式を解くことで曲面形状を得る第 3章の手法を拡張
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:Fixed

:Constrained in x-direction

:Constrained in x-direction

(a) Model DS4 (b) Model DS5

(c) Model DS6

図 5.20: モデル DS4, 5, 6:展開図

し，水平投影応力の主応力もしくは仮想の荷重の平面分布を指定することにより，区分的可
展面を生成する手法を提案した．境界条件や荷重条件により線形連立方程式の解が不定とな
る場合には，特定の目標形状に対する偏差量の 2乗ノルムが最小となる解を求めることによ
り，曲面を生成することができることを示した．

2. 設計パラメータとして用いる水平投影応力に対して制約を与え，主応力のうち一方が 0 に
なるよう水平投影応力を指定した．荷重伝達方向は水平投影応力の主方向となり，1方向の
みに荷重が伝達される形状を得ることができるため，得られる可展面の形状を想定しやすく
なる．

3. 曲面の可展性を離散微分幾何学における angle defectに基づく離散ガウス曲率を用いること
で，主曲率と主方向を 2階の偏導関数に基づいて算出する場合よりも少ない計算コストで，
可展性を評価することができる．最適化手法を用いた手法においても離散ガウス曲率の 2乗
和を最小化する問題を解くことで可展面を得る手法を提案した．

4. 水平投影応力分布の主応力と仮想の荷重の分布を基底関数を用いてパラメータ表示し，関数
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の係数を設計変数として，曲面のガウス曲率の 2 乗和を最小化する最適化問題を解くこと
で，単純な柱面ではない錐面や接線曲面からなる複雑な形状を組み合わせた区分的可展面を
生成する手法を提案した．提案手法は，数個の少ない設計変数で応力もしくは荷重をパラ
メータ表示するため，最適化問題のサイズは小さく，最適化に要する繰り返し回数も少な
い．一方で，曲面はパラメトリック表示せず，全ての内部格子点の高さが変数である．

5. 数値例題では，一様な分布荷重と滑らかに変化する水平投影応力を指定することにより，曲
率が連続的に変化する滑らかな可展面が得られた．微分方程式に基づき曲面を生成すること
で，angle defectを用いても corrugated surfaceが生じない滑らかな可展面を生成することが
可能であることを確認した．また線荷重を与えて曲面の勾配が不連続となる領域を作ること
と，対称性を考慮して 4つの可展面からなる区分的可展面を提案手法で設計した．主応力を
設計パラメータで定義した例において柱面と錐面を，仮想の荷重を設計パラメータとした例
において接線曲面を，それぞれ生成できることを示した．区分的可展面における内部境界，
およびシェル領域の外周の境界は直線である必要がなく，曲線の内部境界をもつ区分的可展
面を生成することができた．

6. 提案手法により生成された区分的可展面に対して，展開図を作成することにより，数値例題
において得られた可展面の精度を確認した．例題モデルの結果はいずれも誤差が非常に小さ
い値となっており，確かに可展面が得られていることを確認した．
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第 6章

結論

6.1 研究の成果
本研究では，連続体シェルの釣合い方程式に基づき，応力分布を設計パラメータとする自由曲面

構造の設計手法を提案した．
本研究で得られた成果を第 3章から第 5章に分けて以下に示す．

第 3章では，グラフ曲面として定義した連続体シェル曲面の水平投影応力を指定し，自重に対し
て膜応力で釣合う自由曲面シェルの形状を設計する方法を提案した．提案手法は膜応力の鉛直方向
の釣合い式を有限差分法で離散化して，線形連立方程式を繰り返し解くことでシェル形状を設計す
ることができる．水平投影応力のうちせん断応力を平面座標の関数として定義し，水平方向の釣合
い方程式を満たすよう水平投影応力分布を指定することで，多様な曲面形状を有するシェルを生
成することが可能となる．また，提案手法で設計したシェルに材料特性を定めて有限要素解析を行
い，弾性変形を考慮した場合の水平投影応力分布を一様化する手法を提案した．
数値例題において，提案手法を用いて Takeokaら [52]の既往の手法と同様のシェルの釣合い形

状を求めることで，既往の手法に比べて計算コストを低減できることを示した．せん断応力を平面
座標の関数として定義した例題により，曲面形状が非対称となるシェル形状を生成可能であること
を確認した．また,水平投影応力の主応力方向を変化させることで，シェル形状を特徴づける主曲
率方向を制御し，多様なシェル形状を生成可能であることを示した．水平投影応力を直接指定でき
ることから，シェルの 1辺を鉛直反力が生じない自由境界として指定した例では，提案手法がアー
チ型の自由境界を有するシェル形状の設計に適用可能であることを示した．
また第 3章では，一様な水平投影応力分布を指定して提案手法で設計したシェル形状を対象とし

て，材料特性を定めて有限要素解析を行うことで，弾性変形を考慮した場合の水平投影応力分布を
確認した．形状設計において指定した水平投影応力と有限要素解析により得られた水平投影応力と
の誤差に対して，誤差を改善する形状補正手法を提案した．提案手法により，一様な水平投影応力
分布を指定した場合には，境界付近の領域を除いて水平投影応力分布を一様化することができた．
ライズが十分に小さいシェルでは，水平投影応力と曲面の膜応力の差は小さい．したがって，弾
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性変形を考慮した水平投影応力を一様化することで，シェルを等厚断面により構成することが可能
となる．構造種別として鉄筋コンクリートによるシェルを想定すると，シェルの設計においてひび
割れを生じさせる引張応力の発生は望ましくないが，数値例題に示したように引張応力が生じる範
囲は限定的であり，隅部にプレストレスを導入するなどの対応を行うことで，ひび割れを防止する
ことが可能と考えられる．

第 4章では，鉛直方向の釣合い方程式が双曲型となる圧縮引張混在型シェルの形状設計法を提案
し，波動方程式の初期値境界値問題を参照して，境界条件を適切に設定することで圧縮引張混在型
シェルの解形状が得られることを示した．金属系材料や木質材料など引張応力を許容する材料の適
用により，圧縮と引張の混在を許容したより多様なシェル形状の設計が可能となる．また，1つの
矩形平面領域における形状設計だけでなく，指定した境界形状が特性曲線の方向に伝播する双曲型
偏微分方程式の性質を利用して，複数の領域からなるシェル曲面形状を接続することで，区分的に
滑らかなシェルの形状設計手法を提案した．
まず，釣合い方程式が双曲型となるシェルについて，境界条件と水平投影応力分布が解の存在と

不定性に影響を与えることを，双曲型偏微分方程式の一つである波動方程式の初期値境界値問題を
参照して考察した．波動方程式の初期値境界値問題の理論に基づき，解が存在するための条件を整
理し，数値例題において波動方程式の解との比較による提案手法の検証を行った．双曲型偏微分方
程式において初期値・境界値に適合する解形状を逐次求める陽解法に比べて，安定性に関する付加
的な条件がなく，解が不定となる問題についても適用可能である点において，提案手法は優れてい
る．また，釣合い方程式を離散化した線形連立方程式の係数行列のランクを用いて解の存在や不定
性について判定する方法を提案し，解の不定性への対応と滑らかな解形状の設計のため，正則化項
とスムージング項を導入した．さらに，境界条件における解形状が特性曲線に沿って伝播する双曲
型偏微分方程式の性質を利用し，複数の領域でシェル曲面を逐次生成し，これらを接続する手法を
提案した．
数値例題では，まず提案手法によって得られる解形状と，1次元波動方程式の 2階中心差分によ

る陽解法による解を比較することで，提案手法の解の妥当性を検証した．解が不定となるような境
界条件を定めた例題により，正則化項が有効であること，およびスムージング項が滑らかな解形状
を得るために有効であることを確認した．また，双曲型偏微分方程式である鉛直方向の釣合い方程
式の解について，重ね合わせの原理が成り立つことを示した．荷重項をシェルの自重とした場合に
ついても検証を行い，第 3章で提案した手法と同様の繰り返し計算によって荷重項を逐次更新し，
シェル形状を生成する手法について収束解を得ることができた．さらに，複数の領域で圧縮引張混
在型シェルを生成し，これらを接続する手法について例を示した．この提案手法により，各シェル
曲面の境界を G0 連続となるよう接続することが可能となり，リズミカルな意匠をもつシェル曲面
形状を生成可能であることを示した．得られた形状の主曲率分布を確認することで，指定した境界
形状がシェル曲面内を特性曲線の方向に伝播することを確認した．
提案手法は，1つのシェル領域の形状生成において線形連立方程式を 1度解くだけで解形状を得

ることができるため，繰り返し計算を必要とする既往の手法 [54,56]に比べて計算コストが少ない．
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一方でパラメトリック曲面を用いないことから形状表現の自由度が高く，これらの点は提案手法の
優れた点である．

第 5章では，釣合い方程式を離散化した線形連立方程式を解くことで曲面形状を得る第 3章の手
法を応用し，水平投影応力の主応力もしくは仮想の荷重の平面分布を設計パラメータとして区分的
可展面を生成する手法を提案した．設計パラメータとして用いる水平投影応力に対して制約を与
え，主応力のうち一方が 0になるよう水平投影応力を指定する手法を提案した．提案手法は，荷重
が 1 方向のみに伝達される形状を得ることができるため，得られる可展面の形状を想定しやすく
なる．また，曲面の可展性を離散微分幾何学における angle defectに基づく離散ガウス曲率を用い
て評価し，一様な分布荷重と滑らかに変化する水平投影応力を指定することにより，曲率が連続的
に変化する滑らかな可展面が得られる．離散ガウス曲率を用いた可展性の評価を採用することで，
パラメトリック曲面を用いた際にガウス曲率の計算のために必要な基底関数の高階微分が不要と
なる．
また，水平投影応力分布の主応力と仮想の荷重の分布を基底関数を用いてパラメータ表示し，関

数の係数を設計変数として，曲面の離散ガウス曲率の 2 乗和を最小化する最適化問題を解くこと
で，単純な柱面ではない錐面や接線曲面からなる複雑な形状を組み合わせた区分的可展面を生成す
る手法を提案した．提案手法は，数個の少ない設計変数で応力もしくは荷重をパラメータ表示する
ため，最適化問題のサイズは小さく，最適化に要する繰り返し回数も少ないという利点をもつ．一
方で，曲面はパラメトリック表示せず，全ての内部格子点の高さが変数であることから，曲面を表
現する際の自由度は高い．
数値例題では，一様な分布荷重と滑らかに変化する水平投影応力を指定することにより，曲率が

連続的に変化する滑らかな可展面が得られた．微分方程式に基づき曲面を生成することで，angle
defectを用いても corrugated surfaceが生じない滑らかな可展面を生成することが可能であること
を確認した．また，対称性を考慮して 4つの滑らかな可展面からなる区分的可展面を提案手法で設
計した．主応力を設計パラメータで定義した例において柱面と錐面を，仮想の荷重を設計パラメー
タとした例において接線曲面を，それぞれ生成できることを示した．また，提案手法により生成さ
れた区分的可展面に対して，展開図を作成することにより，数値例題において得られた可展面の精
度を確認した．
提案手法で得られた形状のうち導線が放物線の柱面は，本手法を用いずとも，放物線を母線方向

に推動させることで幾何学的に生成することができる．しかし提案手法は荷重をパラメータとする
ことでより多様な導線形状の柱面を得ることが可能であり，内部境界や外周部の境界が曲面となる
区分的可展面にも適用できる．さらに数値例題で示したように，導線形状を推動させた柱面だけで
なく，錐面や接線曲面を生成することも可能である．このように，得られる形状の自由度が大きい
点は，本手法の利点といえる．
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6.2 今後の展望
第 3章から第 5章に示した提案手法について，今後の展望を以下に示す．

第 3章では，連続体シェルの鉛直方向の釣合い方程式に基づく曲面形状の設計手法を提案した．
有限要素解析に基づき水平投影応力を一様化する手法において，境界に平行な方向の直応力は，横
ひずみ等の弾性変形や面外せん断力の影響により境界付近では指定値に一致しない．また，シェル
隅部の断面において面外曲げモーメントによる引張応力が生じることがわかっている．これらの境
界の近傍における応力の誤差についての検討については，今後の課題である．
また，一般に曲面を対象とした形状設計手法において適合条件を考慮することは難しい．シェル

のライズが小さい場合は，投影応力が適合条件を満たせば膜応力も適合条件を概ね満たすと考えら
れる．第 3章では，有限要素解析と形状設計手法を組合せて応力を一様化する手法を提案し，指定
水平投影応力のうちせん断応力が 0 となる一様応力分布について検討した．水平投影応力の直応
力・せん断応力の各成分を平面座標の関数として定義した場合には，形状設計手法と有限要素解析
の応力の誤差が大きくなると考えられるが，適合条件の影響の定量的検討については今後の課題と
したい．

第 4章において，提案した手法で得られた形状は自重あるいは指定外力に対して面内応力のみで
釣合う形状であり，力学的合理性が確保される．一方で，形状設計の過程でシェルの剛性や変形を
考慮していないため，シェルの力学性状を把握するために有限要素解析による変形や曲げモーメン
トの影響について検証する必要がある．
また第 4章では，長方形平面を有するグラフ曲面のシェルに限定したが，第 2章に示したパラメ

トリックな表現を用いることにより，曲線の境界を有するシェルにも拡張可能である．さらに，自
由境界を実現する水平投影応力の分布を指定することで，曲線境界への拡張と合わせてより多様な
形状を生成することが可能となる．Mikiら [54,56]の研究においてパラメトリック曲面を用いた自
由境界・曲線境界に適用可能な手法はすでに提案されており，本研究の手法においても同様のアプ
ローチが有効と考えられるが，これについては今後の課題としたい．

第 5 章に示した可展面の生成手法において，得られる形状は荷重に対して膜応力のみで釣合う
シェル形状であるため，形状生成においてパラメータとして用いた荷重が実構造物に作用する荷重
と同等であるとみなせる場合には，得られる形状は力学的に合理的な形状である．第 3章に示した
ようにライズの小さいコンクリートシェルなど自重が水平投影面積に対して一様とみなせる場合
には，一様分布荷重を指定して合理的な形状を生成できる．さらに，荷重や応力を変数とすること
で，得られる形状と変数の定性的な関係が容易に想定できるという利点がある．
本手法で得られる可展面形状は，シェルの鉛直方向の釣合い方程式に基づいて可展面を生成して

いることから，形状生成において想定した境界条件，荷重条件に対してシェルの膜応力で釣合う．
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一方で，実構造物と異なる荷重条件を与えた場合や，曲面を生成する際の境界条件と整合しない支
持条件の構造となる場合は，提案手法で得られた可展面形状による構造は，必ずしも力学的に合理
的な形状とはならない．得られた可展面について有限要素解析を用いた力学的特性の検討には至っ
ておらず，可展面の力学的特性の把握は今後の課題である．
また本章では，長方形平面を有するグラフ曲面のシェルに限定したが，第 2章に示したパラメト

リックな表現を用いることにより曲線の境界を有するシェルにも拡張可能であり，曲線境界を有す
る可展面を生成する手法への展開が考えられる．
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付録 A

1次元波動方程式の初期値境界値問題

次の 1次元波動方程式の初期値境界値問題を考える．
m2ℎ

mC2
− 22 m

2ℎ

mG2 = 0 (0 < G < 1, C > 0)

ℎ(G, 0) = i(G), mℎ

mC
(G, 0) = k(G) (0 < G < 1)

ℎ(0, C) = i(0), ℎ(1, C) = i(1) (C > 0)

(A.1)

この問題の解 ℎ(G, C) を，変数分離法と重ね合わせの原理を用いて求める [78]．2 は正定数である．
まず，解が次に示す形をしていると仮定する．

ℎ(G, C) = - (G)) (C) + {i(0) + G(i(1) − i(0))} (A.2)

式 (A.2)のように，解 ℎ(G, C) を変数 G のみの関数 - (G) と変数 C のみの関数 ) (C) の積の形に分解
できると仮定する方法を変数分離法という．ここで，- (G) . 0, ) (C) . 0とする．式 (A.1)の第 1
式に式 (A.2)を代入すると，次式を得る．

- (G) d2) (C)
dC2

− 22 d2- (G)
dG2 ) (C) = 0 (A.3)

式 (A.3)は，- (G) ≠ 0, ) (C) ≠ 0を満たす G, C に対して，次のように変形できる．

1
22) (C)

d2) (C)
dC2

=
1

- (G)
d2- (G)

dG2 = W (A.4)

ここで W は G, C のいずれにもよらない定数である．式 (A.4) から次の 2 つの常微分方程式が得ら
れる．

d2) (C)
dC2

= 22W) (C), d2- (G)
dG2 = W- (G) (A.5)

式 (A.5)の第 2式は - (G) についての常微分方程式であり，この方程式の一般解は次のように書
ける．

(i) W = _2 > 0のとき : - (G) =�14
_G + �24

−_G (A.6)
(ii) W = 0のとき : - (G) =�1 + �2G (A.7)

(iii) W = −_2 < 0のとき : - (G) =�1 cos_G + �2 sin_G (A.8)
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�1, �2 は定数である．この式の境界条件は式 (A.1)から - (0) = 0, - (1) = 0である．W ≥ 0のとき
- (0) ≡ 0以外に解がなくなるため，W = −_2 < 0とする．このとき常微分方程式の一般解は，

- (G) = �1 cos_G + �2 sin_G (A.9)

と書ける．式 (A.9)が式 (A.1)の境界条件を満足するとき sin_ = 0でなければならない．よって，
_ = =c (= = 1, 2, . . .) として解 -= (G) は次のように書ける．

-= (G) = �2 sin =cG (= = 1, 2, . . .) (A.10)

次に，) (C) についての常微分方程式である式 (A.5)の第 1式を解く．W = −(=c)2 から常微分方
程式は，

d2) (C)
dC2

= −(2=c)2) (C) (A.11)

と書ける．この方程式の一般解は次のように書ける．

) (C) = )= (C) = �= cos 2=cC + �= sin 2=cC (= = 1, 2, . . .) (A.12)

�=, �= は (= = 1, 2, . . .) に応じて決まる定数である．以上により，次に示す関数 ℎ= (G, C) は，式
(A.1)の波動方程式と境界条件を満たす特解となる．

ℎ= (G, C) = -= (G))= (C) = (�= cos 2=cC + �= sin 2=cC) sin =cG (= = 1, 2, . . .) (A.13)

これは = = 1, 2, . . . で成り立つ．式 (A.1)は線形の偏微分方程式であるから，重ね合わせの原理に
より

ℎ(G, C) =
∞∑
==1

ℎ= (G, C) =
∞∑
==1

(�= cos 2=cC + �= sin 2=cC) sin =cG (A.14)

とおくと，式 (A.14)も式 (A.1)の波動方程式を満たす．�=, �= (= = 1, 2, . . .) は初期条件を満足す
るように定める．式 (A.1)の初期条件は，式 (A.14)を用いて次のように書ける．

i(G) =
∞∑
==1

�= sin =cG, k(G)=
∞∑
==1

2=c�= sin =cG (A.15)

これらの右辺は奇関数のフーリエ級数展開であるため，i(G), k(G) がともに奇関数であれば �=, �=

はそれぞれ i(G), k(G) のフーリエ係数として求められる．ここで，i(G), k(G) を次式により奇関数
に拡張する．

ĩ(G) =
{

i(G) (0 ≤ G ≤ 1)
−i(−G) (−1 ≤ G < 0) , k̃(G) =

{
k(G) (0 ≤ G ≤ 1)

−k(−G) (−1 ≤ G < 0) (A.16)

このとき，�=, 2=c�= は次のように求められる．

�= =

∫ 1

−1
ĩ(G) sin =cGdG = 2

∫ 1

0
i(G) sin =cGdG,

2=c�= =

∫ 1

−1
k̃(G) sin =cGdG = 2

∫ 1

0
k(G) sin =cGdG

(A.17)
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さらに，�= = i=, 2=c�= = k= とし，式 (A.2)の右辺の線形項を加えることで，1次元波動方程式
の初期値境界値問題の解 ℎ(G, C) が次のように得られる．

ℎ(G, C) =
∞∑
==1

i= cos 2=cC sin =cG +
∞∑
==1

k=

sin 2=cC
2=c

sin =cG + {i(0) + G(i(1) − i(0))} (A.18)

i= = 2
∫ 1

0
i(G) sin =cGdG, k= = 2

∫ 1

0
k(G) sin =cGdG (A.19)

ここで，三角関数の積和公式を用いると，式 (A.18)は次のように書ける．

ℎ(G, C) = 1
2

∞∑
==1

i={sin(=c(G − 2C)) + sin(=c(G + 2C))}

+ 1
22c

∞∑
==1

k=

=
{cos(=c(G − 2C)) − cos(=c(G + 2C))} + {i(0) + G(i(1) − i(0))}

(A.20)

波動方程式の解は G − 2C = const. に沿って伝播する進行波と，G + 2C = const. に沿って伝播する後
退波の重ね合わせとなる．
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