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概要

本稿は著者の論文 [7]の紹介である．単位円盤[l)J:::の Hardy空間 H2と同様に

乗算代数Mult(Hk)が有界正則関数環 H00(X)と等距離同型になるような，被約複

素空間 X上で定義された正則関数のなす完全 Nevanlinna-Pick空間の特徴付けを

行う．

1 導入

本稿では［7]を紹介する．タイトルにある完全 Nevanlinna-Pick空間という名称

は有名な Nevanlinna-Pick補間定理［11,12]に由来する．まずこの定理の主張を述

べる• ][))={z E <C I lzl < 1}を開単位円盤， Hoo(][)))を][))上の有界正則閲数全体の
集合とする．

定理1.1(Nevanli皿a-Pick補間定理）． lDl= {z E <C I lzl < 1}上の n個の点
Zl,•••,Zn と n 個の複素数 W1,...,Wn が与えられた時，¢ E H00(lI)))で II¢11 DO ::; 1 
かつ ¢(zi)=皿（i= 1,..., n)を満たすものが存在するための必要十分条件は，
nxn行列

[1ご：言］＝1

が半正定値になることである．
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この結果は正則関数の挙動が半正定値行列で理解できることを示唆しており，複素

関数論だけでなく作用素論の立場からも興味深い．また， Hoo制御理論においても

重要な役割を果たしたことはよく知られている． 1967年， Sarason[14]はHOO(lD))

がlD)上の Hardy空間がの乗算代数Mult(Hりと同一視できることを用いて，定

理1.1の作用素論的な証明を与えたその後， Agler[1]*1はNevanlinna-Pick型の

補間定理が成り立つ再生核ヒルベルト空間を探し， Agler[1], McCullough [9, 10], 

Quiggin [13]によって，行列値の Nevanlinna-Pick補間定理が成り立つ再生核ヒル
ベルト空間の必要十分条件が与えられた．このような空間は完全 Nevanlinna-Pick

空間と呼ばれ， Hardy空間やDirichlet空間が苓本的な例である．さらに， Agler-

McCarthy [2]は任意の既約完全 Nevanlinna-Pick空間があるヒルベルト空間£

に対する Drury-Arveson空間 H名に埋め込めることを示した（定理 2.4). ここ

で，府はヒルベルト空間 5の開単位球恥上で定義された多変数の Hardy空間

である． Agler-McCarthyの結果以降，多くの研究者が完全 Nevanlinna-Pick空

間に興味を持ち調べ始めた．実際， Beurlingの定理やinner-outer分解など Hardy

空間論の様々な結果が完全 Nevanlinna-Pick空間の設定に一般化できる．すなわ

ち，完全 Nevanlinna-Pick空間は Hardy空間の適切な一般化の一つである．完全

Nevanlinna-Pick空間論の標準的な教科書は [3]であり，サーベイ [6]では比較的最

近の結果も紹介されている．

炉の場合と異なり，複素多様体X上の正則関数のなす完全Nevanlinna-Pick空

間Hkの乗算代数 (Mult(Hk),II ・ IIMult（出））と X上の有界正則関数のなすバナッハ
環(H00(X),ll・lloo)は一般に集合として一致しない．また，二つのノルム II・IIMult(Hk) 
とII・ II=は一般に比較できない．そこで H2と同様に， Mult(Hk)= H00(X)かつ
両者のノルムが一致するような正則関数のなす完全Nevanlinna-Pick空間を決定す

ることは自然な問題である．本稿ではこのような空間を Hardy型と呼ぶ．［7]ではこ

の問題の完全な解答を得た．実際， Hardy型の完全 Nevanlinna-Pick空間は本質的

にHardy空間に限定され，このような空間が存在可能な複素多様体（より一般に被

約複素空間）はlD)から解析的容最が 0の集合を除いた領域に限ることを示した．

2 完全 Nevalinna-Pick空間

集合X上で定義された複素数値関数のなすヒルベルト空間 Hkが再生核ヒルベル

ト空間であるとは，任意の点 XEXに対して， Hkのベクトル KXが存在して

f(x) =〈f,kx〉(fE Hk) 

*1 Aglerはこのプレプリントで多重開円盤上のNevanlinna-Pick補間定理も証明しており（定理1.1を本
稿の話題と独立な方向に一般化したと考える方が研究しやすい），そのアイディアはSchur-Aglerクラス
と呼ばれる関数族の理論で本質的である．この理論により，任意の正則関数の局所的な挙動が半正定値行

列で理解可能になる．応用の一つとして，岡の拡張定理や岡-Weilの多項式近似定理が容易に従う [4].
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を満たすときのことをいう．この時， Hkの再生核 k:XxX→Cを

k(x,y) =〈ky,kx〉 (x,yEX) 

で定義する．再生核ヒルベルト空間 Hkは再生核 Kによって決定される．再生核

ヒルベルト空間 Hkが既約であるとは，次の二つを満たすことをいう： （1)異なる

x,y EXに対し， KXとkyは一次独立，（2)任意の x,yEXに対して k(x,y)=J 0. 
本稿では既約な再生核ヒルベルト空間のみを考える．

次に，再生核ヒルベルト空間に作用する関数環を定義する． Hkを集合X上の再生

核ヒルベルト空間とした時，その乗算代数 (multiplieralgebra)を

Mult(Hk) = { ¢ : X→C I任意のfE Hkに対して，<PfE Hk} 

で定義する．閉グラフ定理から，任意の¢ E Mult(Hりは Hk上の有界線形作用素

M¢ : f r-t <Pfを定める．そこで， 11</>IIMult(Hぃ＝ IIM¢IIB（出）によって Mult(Hり

は作用素代数となる．なお，任意の¢ E Mult(Hk)に対して， 11</>lloo:::; 11</>IIMult(Hk) 

が成り立つ．特に，任意の乗算作用素は有界関数である．

再生核ヒルベルト空間の基本的かつ重要な例はl]J)上の Hardy空間

00 

が＝ ｛f E 0(]D))〈f,f〉印：＝とげ（n）|2< CX)} 

である．ここで， 0(]D))はl]J)上の正則関数全体，f(n)はfの原点での n次Taylor係

数である． Hardy空間正の再生核は Szeg6核

1 
炉(z,w) = ~ (z, w EID) 

l-z布

であるまた， Mult(H2)= H00(][)))であり，任意の¢ E Mult(Hり(=Hoo(][))))に
対して ll</JIIMult(H2)= 11</Jllooが成り立つ． H2は多数の良い性質を満たすことがよく
知られているので， H2と同様の理論が成り立つ再生核ヒルベルト空間を探すことは

自然であり，その答えの一つが完全 Nevanlinna-Pick空間といえる．これは行列値

のNevanlinna-Pick補間定理（定理1.1)が成り立つ再生核ヒルベルト空間である．

定義 2.1. Hkを集合 X 上の再生核ヒルベルト空間とする． Hkが完全

N evanlinna-Pick空間であるとは，任意の n,mEN及び

[(le= -Wi的）k(x心）]7,j=l (1) 

が半正定値行列になるような X1...,XnEXとmxm行列 W1,...Wnに対して，

<f:> E Mm((C) 0 Mult(Hk)(c B（琴叫））で ll<f:>IIB（疇西）::;1かつ<f:>(xi)= wi 
(i=l,...,n)を満たすものが常に存在するときをいう．

注意 2.2.k(x,x)ヂ0(x EX)を満たす任意の再生核ヒルベルト空間 Hkに対し

て，上で述べたような補間関数<f:>E Mm((C) 0 Mult(Hk)が存在するならば，行列

(1)は自動的に半正定値になる [3,Theorem 5.2]. 
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例 2.3.t E恥に対し 9]]J)上の再生核ktを

00 

kt(z, w) = L(n + l)tznず (z,wE][))) 
n=O 

で定義する．すると， lDl上の正則関数がなす再生核ヒルベルト空間の族 {Hkt}tE恥を

得る．特に， Hk_1はDirichlet空間， Hk。は Hardy空間， Hk1はBergman空間で

ある． Hktが完全Nevanlinna-Pick空間になるための必要十分条件はt:::;0である．

また， Mult(Hkt)= H00 (lDl)かつ II・IIMult(Hぃ＝ II・ llooが成り立つ必要十分条件
はt2 0である．
ある xoEXに対して k(x,x0)= 1 (x EX)が成り立つとき再生核ヒルベルト
空間 HkはxoEXで正規化されているという．任意の既約再生核ヒルベルト空間

はある点で正規化されていると仮定して一般性を失わない [3,Section 2.6].完全

Nevanlinna-Pick空間について，次の特徴付けが知られている．

定理 2.4(Agler-McCarthy [2]).集合 X 上の既約再生核ヒルベルト空間 Hkで，

xo EXで正規化されたものを考える．この時，以下は同値である：

(l) Hkは完全Nevanlinna-Pick空間である．
1 

(2) 1-~ (x,y EX)は再生核である．
k(x,y) 

(3)ヒルベルト空間 8と，単射 b:X→翫：＝ ｛z E £ I llzlle < 1}が存在して，
b(xo) = 0かつ

1 
k(x, y) = ~ (x, y E X) 

1-〈b(x),b(y)〉5

が成り立つ．なお， 8 は再生核 l-~(x, y EX) から構成される再生核ヒ
k(x,y) 

ルベルト空間である．

特に， H2は完全 Nevanlinna-Pick空間であるまた，完全 Nevanlinna-Pick空

間の再生核の形はHardy空間の再生核

1 
k汽z,w) = ~ (z, w E lDl) 

l-z初

と類似していることがわかる．この事実から，完全 Nevanlinna-Pick空間は Hardy

空間と同様の性贋を多数満たすことが明らかになっており，現在もよく研究されてい
1 

る［3,6].定理2.4の条件（2)はHardy空間論の本質の一つが関数 1ーーの半正定
k 

値性であることを示唆しているため，やはり正定値性に禁づく複素関数論と作川素論

の密接な関係が伺える．

3 主結果

この章では，被約複素空間X上の正則関数のなす完全Nevanlinna-Pick空間を考

察する ([7]ではより一般の設定も扱っている）．被約複素空間とは複素多様体の一般
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化で，正則関数が定義できる幾何的対象である．まず，その定義を述べよう． uccn

を開集合とする．部分集合 VcUが解析的集合であるとは，任意の zEUに対し

て， zの開近傍UzCCれとに上の正則関数Ji,...,fm が存在して，

V n Uz = { (E Uz I Ji（く） ＝・・ • = fm(() = O} 

が成り立つときをいう．解析的集合 V上の関数f:V→ Cが正則であるとは，任意

のzEVに対して zの開近傍 UzC enと凡(()= f(() ((E VnUz)を満たす
Uz上の正則関数凡が存在するときをいう． v,wをそれぞれ開集合 UvCCれと
Uw ccm内の解析的集合とする． F=(fi,...,fm):V→ W の各ftが正則関数

のとき， Fを正則写像と呼ぶ．正則写像F:V→ W が正則な逆写像を持つとき， F

は双正則写像と呼ばれる．

定義 3.1.第二可算なハウスドルフ空間 Xが被約複素空間であるとは， Xの開被覆

｛ふ｝aEAと開集合 U。ccn。の解析的集合 v。及び同相写像'Pa:X。→ v。が
存在して， X。nxf3# 0 となる a,(3EAに対して'Pf3°'P云1:'Pa(X。nX13)→ 
咋 (X。nxf3）が双正則であるときをいう．

被約複素空間 X 上の関数f:X → Cが正則であるとは，任意のチャート

如：ふ→v。に対してflxa c゚p,;,1: Va→ Cが正則であるときをいう．
例 3.2.(1)任意の（第二可算）複素多様体は被約複素空間である．

(2) C” の開集合内の解析的集合は被約複素空間である．特に， Neilパラボラ

{(z,w) E C2 I z2 -討＝ O}

は被約複素空間だが複素多様体ではない．実際，原点 (0,0)が特異点である（尖って

いる）．

完全Nevanlinna-Pick空間はHardy空間と同じ性質を数多く持つ．実際， Hardy

空間に対する様々な結果に現れる HOO(ID))を Mult(Hりに置き換えれば良いもち

ろん全ての結果が完全 Nevanlinna-Pick空間に一般化できるわけではない．例え

ば， Carlesonのコロナ定理は反例が知られている． H2の場合と異なり， Mult(Hり

と有界正則関数環 H00(X)は一般に一致しない．また， II・ IIMult（出）と II・ llooは
一般に比較できない．そこで H2と同様に， Mult(Hk)= H00(X)かつ両者のノル
ムが一致するような正則関数のなす完全 Nevanlinna-Pick空間を決定することは

自然な問題である．本稿ではこのような空間を Hardy型と言う．この問題に関し

て， Agler-McCarthy[3]とHartz[5]はそれぞれ， d22の時，恥d と配上には

Hardy型の完全 Nevanlinna-Pick空間が存在しないことを示した．［7]では彼らの

結果を一般化し，上述の問題の完全な解答を得た．

定理 3.3([7]). X を被約複素空間とする．この時， xoEXで正規化された Hardy

型の完全Nevanlinna-Pick空間HkがX上に存在するための必要十分条件は，ID)内

の閉集合Eと双正則写像j:X→ID)¥ Eが存在して，以下を満たすことである：

(l)j(xo) = 0, 
(2)1Dl ¥ Eは連結，
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(3)Eの解析的容量 (analyticcapacity)は0.

さらに，このような空間HkはX上で一意に定まり，その再生核は

で与えられ，

1 
k(x, y) = ~ (x, y EX) 

1 -j(x)j(y) 

U:H2→Hk, f→foj 

はユニタリー作用素になる．

ゆえに，考察していた問題の答えとして， Hardy型の完全Nevanlinna-Pick空間

は本質的に Hardy空間しか存在しないことがわかる．また，作用素論的仮定から X

の幾何構造を決定したことは興味深い点である．コンパクト集合 Eの解析的容量が

0であることは EがPainlevenull set,即ち Eが有界正則関数の除去可能集合であ

ることと同値である．よって，定理3.3はPainleve問題の作用素論的視点を示唆し

ており，ここでも複素関数論と作用素論の密接な関係が感じられる．

系 3.4.XがdimX：：：：： 2を満たす複素多様体または特異点を持つ解析的集合なら

ば， Hardy型の完全Nevanlinna-Pick空間はX上に存在しない．

本稿では正則関数のなす完全 Nevanlinna-Pick空間を考察したが，正則性を仮定

しないより一般の設定でも定理3.3の様な Hardy空間の一意性を示すことができる

[8]. 
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