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1 Introduction 

defect dのいくつかの計算例

清水達郎 （慶應義塾大学総合政策学部）＊

Tatsuro Shimizu 

Faculty of Policy Management, 

Keio University 

タイトルにある dは閉多様体M とその韮本群の非輪状な表現pの組に対する不変量

で， defectと呼ばれる． defectは Chern-Simons摂動論を背景に持ち，その出自から，

Reidemeister torsionと関連があることが期待される ([4],[5]).実際にいくつかの場合

でその関係が示されている：

•多様体の次元が 3 次元かつ 1st Betti数が 1以上，さらに表現が可換なときは

defectと Reidemeistertorsionは本質的に一致する ([2],[3]) 

• defectは境界付き多様体に対しても拡張される．拡張された defectと Reidemeis-

ter torsionの3次元多様体のtorusに沿った切り貼りに関する振る舞いは本質的

に一致する．（［1])

本稿では， defectと Reidemeistertorsionの関係を調べるため， S1XYの直積の形をし

た多様体について defectの計算方法を述べる．なお，ほぼ同様の議論で一般に XxYの

形の多様体について計算ができるが，本稿では， X＝炉の場合に，より具合性が高い証

明を与える．

謝辞． RIMS共同研究（公開型）『変換群論の新しい展開』の世話人である川上智博先生，

田村俊輔先生に感謝を申し上げます．

2 不変量d

この章ではdefectdの定義を与える．より詳しくは［1]等を参照．

まずは準備として，局所系係数チェインについて言葉を用意する．

2.1 局所係数チェイン

Xを多様体，p:1r1(X)→GL(V)を表現とする． Vは有限次元線形空間．コンパクト
k次元多様体Nから Xへの連続写像c:N→X と， Nの基点bENが与えられ，以下
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の（条件）を満たす eE Vc(b)がとれたとする：

（条件）任意の'YEc*(1r1(N)) C 1r1(X)に対しp('Y)(e)= e. 

このとき Nを， bがひとつの頂点となるように適当に単体分割し， c(b)に係数eを与え

れば， CはXの（特異）Kチェインとなる．このチェインを単に NReと表すことにする：

N R e E Ck(X; Vp)-

たとえばNが可縮なときは上記（条件）は自動的に満たされる．

2.2 defect d 

M を閉多様体，p:1r1(M)→GL(V)を有限次元線形表現とする．ただし Vは有限次元
線形空間．また，p*= tp―1 : 1r1(M)→GL(V*)をpの双対表現とする．pはacyclic（非
輪状）と仮定する．すなわち，

Hi(M; Vp) = 0, i = 0, l, 2, 3... 

このときかも acyclicであることに注意する．

M のnon-vanishingvector field s E rT M をひとつとる．ここで TMはM の接束

で， rTMはTM→M の切断全体を表す． dは(M,p;s)の三つ組みに対して定義され
る位相不変量で， H1(M;Vp• R%)に値をとる．

2.3 dの構成

△を対角線集合

MxMコ△＝｛（x,x)lxEM}

とする．△のMxMにおける法束心を以下の束同型しによって接束TMと同一視

する：

し： TM-=r vb., (x,u)→((x,x), (-u,u)). 

ここでXEM,u E TxMである．よって TMの切断sは瓜の切断を与える．

dを定義するため，ホモロジ一群の間の同型を3つ用意する：

同型 (1)a-1 

多様体対 (MxM,MxM＼△）に対するホモロジー完全列

••• →Hn+1(MxM)→Hn+1(MxM, MxM＼△）忍Hn(MxM＼△） →几(MxM)→・・・

を考える．ホモロジ一群の係数は

VP＊区％＝可Vp• R吋VP

である．ここで'Tri:M X M ぅ(x1，四） →Xi EMは射影である（i= 1, 2).また図は外
部テンソル積を表す．p,p*がacyclicなのでKiinnethの公式から

凡(Mx M;Vp＊図Vp)= 0,i = 0, 1,2,3,... 
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である．よって特に完全列中の境界準同型8:Hn+1(M x M,M x M ＼△）→凡(MX 

M ＼△）は同型である． したがって逆写像

a-1: Hn(M x M ＼△）→8: Hn+1(M x M,M x M ＼△） 

が存在する．

同型 (2)E 

次に切除同型

E: Hn+1(M X M,M X M ＼△）→Hn+1(N（△），N（△）＼△） 

をとる．ここでN（△）はMxMにおける△の管状近傍．

同型 (3)T 

最後に Thom同型：

T: Hn+1(N（△），N（△）＼△）→ H心(=H1(M)). 

右辺の H1（△） ＝凡(M)は lが誘導する同型によって同一視している．

以上3つの同型写像を合成することで，以下の同型が得られる：

q> :=TOE 0炉： Hn(Mx M ＼△； Vが図 Vり~ H1(M; Vp• R Vp)-

ここでvp.図V心＝ VP.RVPであることに注意．
次に sを用いて Hn(Mx M ＼△）のホモロジークラスを構成する． sを用いて△を摂

動したものを s（△）とする． s（△）は△のごく近傍にあるので， Vp•図 V叫 s（△）竺 Vp• R VP 

とみなせる． V*R V = Hom(V, V) :1 1は1r1(M)の対角作用で不変であるから，ホモロ

ジー類

[s（△）R 1] E几 (MxM＼△；Vが図Vp)

を得る．

定義 2.1.

d(M,p;s) = <t>([s（△）R I]) E H1(M; Vp• R Vp)-

d(M,p;s)はsに依存するが，その差はH1(M;Z)に入っていることが確かめられる：

s1,s2をnon-vanishingvector fieldとするとき，

d(M, p, s1) -d(M, p; s2) E H1(M; Z). 

そこで Sのよらない不変量d(M,p)を， d(M,p;s)をupto H1(M;Z)で考えたものとし

て定義する：

定義 2.2.
d(M, p) := [d(M, p; s)] E H1(M; Vp* R Vp)/ H1(M; Z). 
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注意 2.3.dはMorse理論を用いて記述することができ，それを用いると境界付き多様体

に拡張することができる．詳細は［1]を参照．

3 dの図形的意味

①を与える同型を追っていくことで dの図形的な解釈を与える．特異チェイン EE

Cn+1(M x M, Vp•図％）であって

枷＝ s（△） R1 

を満たすものをとる．このチェインどをpropagatorとよぶ＊1.刃は a-1(s（△）R1) 

を代表する．切除同型と Thom同型を経由することで

［刃n△]=d(M,p; s) 

が分かる．すなわち△を摂動した s（△）がMxM内でboundするチェインE(propaga-

tor)の△との交差がdを代表する．この意味でdは，framingsつきの△のself-linking 

numberととらえることができる．

4 S1のdefectの計算

多様体が引の場合に具体的にpropagatorを構成することで defectを計算する．

sl ＝恥／2這とみなし 0を座標とする． a -:fa 1を長さ 1の複素数とするとき，表現

1r1(Sり＝〈t〉f-tp(t) = a E GL(C)はacyclicである． non-vanishingsection sの取り

方はupto homotopyで2つあるが，ここでは s=品ととる．このとき sによる△の

摂動は
{(O,0+e) | 0 E Sl} C S1 x sl 

とみなすことができる．ここで0< Eは十分小さな正定数である． slxS1の部分多様体

{(0, 0 + x) IE S x SE+ 2叶 C81 X 81 

は{x= 0}上の点を basepointとして，係数akE C = Cp. R Cpを与えることで
ら(S1x sl,Cp*Rら）のチェインを与える：

E = { (0, 0 + x) I c: s x s c: + 27r}⑧ a ： 1 Eら（81X 81,Cp* Q9ら）．
構成から

1 1 
a~= as（△） R-s（△） R ＝ s（△） R1 

a-l a-1 

であり，どはpropagator.よって

-a 
d(S1,p;s) = [I:n△]= [△01] E H1（△；Cp*Rこ）．

a-1 

*1刃は Chern-Simons摂動論で用いられるpropagatorの仮定を緩めた一般化とみることができるため．
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cp*R□ =Cなので凡（△；Cp*R□)=C．この同一視の元，
-a 

d(S1, p; s) = 
a-1・ 

注意 4.1.Reidemeister-Turaev torsionは Reidemeistertorsionの精密化で，―

つ組み M,p;sに対する不変量である．上記 S1,p,sに対しての値 Tor(S1,a; s)は

Tor(S以；s)=。[1である．tをパラメータとし，J(t)=己Iとおくと，

Tor(S以；s)= J(a), 

d 
d(S冒；s)= t;,.logf(t)lt=a 

dt 

が成り立つ．より一般的に， M が3次元多様体で 1stBetti数が 1以上，表現がアーベ

ルのときにはTorとdの間に同様の関係が成り立つ．（［2],[3]) 

5 S1 X Yのdefectの計算

ゞに関する notationは前の章を引き継ぐ． Yをn-l次元閉多様体，pyを (acyclicと

は限らない）任意の表現とする．このときpがacyclicであることからp図pyはacyclic

である．射影S1xY→ S1によってsを引き戻した5はS1xYのnon-vanishingvector 
fieldであり，

d(S1 X Y,p図p炉匂

が定義される． defectはH1((S1X Y) X (S1 X Y); (Cp＊図VPy)R (Cp図Vpy))に値をと

るが，（Cか図VPy)R (Cp図Vpy)= (C図Hom(V,V)pyであり， 1E Hom(V, V)により

(C図C=)CC C図Hom(V,V) py.よって

(C C H1((S1 X Y) X (S1 X Y); (Cp*図VPy)R (Cp図Vpy)).

defect d(S1 x Y, p図p化的はこのCに属していて，次の命題のように計算される：

命題 5.1.
-a 

d(S1 X Y,p図py；司＝ x(Y).
a-1 

ここでx(Y)はYのEuler数である．

証明 （S以 Y)x (S以 Y)= (S1 X sりx(YxY)であり，この対応の元△＝△slX△y 
である．（81XSりX(Y X y)の n+lチェイン E'を以下で定める．

1 
E'= {((0, 0 + E + x), (p,'Px(P)) IO::; X::; 21r} R ~-

a-1 

ただし basepointは{r::= 0}上の点とする．また，r.p= {'Pt : y -=t y}。::::;t:=::;27rは
diffeomorphismの族でr.p。='P21r= idかつr.peが0と横断的であるものをとる．構成
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から，

1 
8~'= (-{((0, 0 + s), (p, cp0(p)))} + 0:{((0, 0 + 21r + s), (p，'P21r (p)))}) R 

a -1 
1 

= (-{((0, 0 + s), (p,p))} + 0:{((0, 0 + 21r + s), (p,p))}) R 
O:-1 

1 
= (s（ふ1)X△Y) R .  

a -1 

よって ~I はpropagator である．したがって

d(S1 X Y,p図py)

＝ ［刃'n（ふ1 X△り］
1 

= {((0, 0 + E + (21r -c)), (p,'P21r-c:(P)))} R 
a -1 

1 
＝ （ふ1R ~)x(Y). 

a-1 

ロ

注意 5.2.同様の議論でより一般に閉多様体A,Bと1r1(A)のacyclicな表現p小 1r1(B)

の任意の表現PBに対し d(Ax B,PA図PB)=d(A, PA)x(B)が示される．
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