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概要

An-1塑において，「Young盤に記入される数値の横方向の大小関係」「対称群 (Weyl

群） 6nのBruhat半順序」「量子群広(s[,,）の表現の結晶基底のテンソル積構造」は

互いに同値な構造の異なる側面であると解釈することができる（図1).本稿では主に

B炉型の場合に焦点を当て， An-1型の場合に見られる上述の状況の類似として，ア

フィン Weyl群の半無限Bruhat半順序に対する盤判定法とアフィン量子群のレベル

ゼロ基本表現の結晶基底の盤模型とについて述べる．
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図 1:A正 1型の場合の対応関係（発表スライドからの抜粋）
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1 半無限Bruhat半順序のDeodhar型判定法

gを有限次元複素単純Lie環とし，そのルート系△，単純ルート系{a:iliEJ},単純余

ルート系{hiliEJ}をとる．△+こ△をgの正ルート全体の集合とする．余ルート格子

Qv=④疋IZh，の元(EQvを

(=ど砥）九 （1.1) 
‘`／一‘

と表記する． wをgのWeyl群とし，単純鏡映を riE W (i E J)と表記する．このとき，
長さ関数£:W→ Z;;,0,w→£(w),を次で定める．

£(w) = min{£ E Z;;,o I（ヨi1,---,icEI)(w=ri1・--rie)} (wEW). (1.2) 

Jこ Iに対して，

•ふ＝ △nど氏JZaj, 勾＝ぷnど氏JZO:j, Qj = EBjEJZhjこQv,

• WJ=〈TjI j E J〉こ w,

•W三 {w E WI w（勾）こ凶｝

と定める．部分集合wJs;;;wは剰余類集合W/WJの完全代表系を与える．
gafをgに付随する非捩アフィンLie環とする． 6をgafの虚零ルートとする．△;をgaf

の正実ルート全体の集合とする．以下，gの基本ウェイト wi(i E J)をgafのレベルゼロ

ウェイトとみなす(mod(C8で定まる）．gafのWeyl群(Wに付随するアフィンWeyl群）を

Waf=W区Qv= { wte I w E W, (E Q刈（1.3)

と表記する． eE Wafを単位元とする．/3E△；が定める鏡映を乃 EWafと表記する．半

無限長さ関数げ： Waf→ Z,X→げ（x),を次で定める．

`x) =t(W） ＋ど砥） （x = wte E War, w E W, (E Qり． （1.4) 

ただし，~ E Qv に対して ci(~) E Zは（1.1)で定まるものである．半無限長さ関数は負の

値もとり得ることに注意せよ．

Jこ Iに対する有限型ルートデータのアフィン化を次に導人する．

• （△心＝ △j LJ { a + n8 I a Eふ， nE Z>o}, 

• (W心＝〈rt31/3E（△心〉竺 WJ区Qjs;;; War, 

• (Wりaf= { X E Waf I X（（ふ）立）こ△正｝．

部分集合(W仇心 Wafは剰余類集合War/(WJ知の完全代表系を与え，自然な全射

田： Waf→ Waf/(WJ)af~ (Wりaf

が定まる．（W0)af= {e}, (W0)af = Wafであることに注意せよ．

(1.5) 
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定義1.1((W国の半無限Bruhat半順序）．Jこ Iとする．次の (1)-(2)で定まる (WJ)af

上の二項関係とは半順序であり，これを (WJ)afの半無限Bruhat半順序という．

(1)任意のxE (WJ)af, (3 E△；に対して，

rgX二 x塁 Tr,XE (WJ如かつげ(rr,x)＝げ（x)+ 1. (1.6) 

(2)任意のx,yE (Wりafに対して，

工：：：： y 己 （ヨkE Z~o）（ヨ凡，．．．，庫€芸）（X f!_...凸y). (1.7) 

注意1.2.半無限Bruhat半順序（と同値な構造）は様々な文脈において独立に導人されて

いる．いくつか代表的なものを挙げる．

(1) Lusztig [15]のgenericorderを：：：：と表記すると，任意のx,y€ Wafに対して，

xc:y⇔ y―1 C: X―1. (1.8) 
L 

(1.8)の詳細については，例えば[8]を参照せよ．

(2) Peterson [21]のstableBruhat orderは半無限Bruhat半順序に一致する．

(3) (Wりafの半無限Bruhat半）順序の Hasse図形の矢は(1.6)によって与えられる．標準
的準同型 waf→ W のもとで(WJ)arの半無限Bruhat半順序のHasse図形を送った像

はWりこ付随する量子Bruhatグラフ［1,17]に一致する．逆に， WJに付随する量子

Bruhatグラフから (Wりafの半無限Bruhat半順序（のHasse図形）を復元することも
できる [8].

(4)半無限旗多様体の中の半無限Schubert部分多様体はWafの部分集合によって添字付け

られる．このとき，半無限Schubert部分多様体の間の包含関係はWafの半無限Bruhat

半順序に対応する [12].

Coxeter群のBruhat半順序に対する Deodhar型判定法[4]の類似として，次が成り立つ．

定理1.3([6, 8]). Jこ Iとする．任怠のx,yE (WJいに対して，

Xとyin(Wりaf-¢=:=? (Vi EI"--J) (II1'{i}(x)とrrh{i}(y)in (W閲｝）af)・ 

証明の概略．（⇒）は [8]で，（-¢=)は [6]で示された．ここでは（-¢=)の証明の概略を述べる．
Jこ Iとする．入＝どiEI,J匂tとおく． B町入）を型入の半無限Lakshmibai-Seshadriパス

竺

のなすU国(gaf）：＝仏（［gaf,gafl)上の柏原結品とする［8].また，囲ら（入）こBぎ（入）を［18]で導

入された部分集合とする．集合屈芽（入）は，（Wりafの元の有限な減少列 (x1とX2と・・・と匹）
であってある条件を満たすものの全体として与えられる．その中で， Xkt Yを満たすも
のの全体として部分集合]Bl~y（入）こ Bぎ（入）が定められる．任意の XE (WJ如に対し
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て，（x)€匝ぎ（入）が成り立つ．［3, 7, 8, 10]等の結果に基づき，［6]において単射な写像

<I> :見（入） → RtEI¥JB:II心（y)（叫が導入されている．
今，（Vi€I\ J) (II八{i}(x)t II八{i}(y)in (W八{i})ar)を仮定すると，

R (II八{i}(x))E Qs)的II心(y)に）
iEI¥J iEI¥J 

竿 竿

が成り立つ．更に， Bら（入）とRiEhJ配III叫（y)（口）との鳥(gaf)上の柏原結晶構造に基
づく数学的帰納法により，RiEhJ(IlI'-{i}(x))の①による逆像が空集合でないことが示

される．すると，その逆像が{(x)}こB:y（入）であることは容易に確認される．従って，

(x) E疇（入）である．よって， xtyである． ロ

2 半無限Bruhat半順序の盤判定法

nE 砂とする．この章では A~円， Bi1l, C炉， D炉型の場合にそれぞれ半無限Bruhat
半順序に対する盤判定法を述べる．盤判定法の導出は次の手順（1)-(4)により遂行される

[6, 7]. 

(1)各iEJに対して， 1列型の盤（有限全順序集合）の集合CST（口』＝｛Tt)I w E w}を

導入する．1ここで，次の写像は全単射であることを注意しておく．

w且｝ →CST（勾， wr--+T似

以下， TECST（wi)に対して， Tの（上から） u番目の成分を T(u)と表記する．

(2)各iE Jに対して，写像Yi:War→ CST（匂i)X Z, wt(→ (T似，ci(()),は全単射

訓 WI叫）al:(W刈｝）af二➔ CSTに） XZ

(2.1) 

(2.2) 

を誘導する(f,E Qvに対して， cぷ） EZは（1.1)で定まるものである）．この写像と
(1.5)の写像とはYi=ぶ oIIh{i}を満たす．

(3)全単射(2.2)が半順序集合の同型を与えるようなCST（口』 xzにおける半順序：：：：：を定

める．

(4)定理1.3と手順（1)-(3)とにより，（Wりafの半無限Bruhat半順序：：：：：は，各iEI"-J
における CST（口i)X Zの半順序：：：：：によって判定される．

定理 2.1（半無限Bruhat半順序の盤判定法［6]).War の型は A~l以， B人1), C]1), Dよ1)のい
ずれかであるとする．J ~I とする．任意の x, y E (Wりafに対して，

x ：：：：：yin (Wりaf⇔ （Vi E I"-J) (Yi(x)：：：：：Yi（町inCST(窃』 XZ). 

1CST = column strict tableau. 
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手順（1)-(4)の中で最も非自明な議論を要する部分は (3)である．（3)を遂行する上で，

(wI¥{i})afの半無限Bruhat半順序の被覆関係の分類が鍵となる．これは，注意1.2(3)に

よると， Wh{i}に付随する量子Bruhatグラフの矢の分類と同値である．これらの分類結

果の詳細については [6]を参照せよ．

この章の以降の節では， A~lよ， C人1), B人1),Dよ1)の順番でそれぞれの刑について手順（1)

と(3)について述べる． k,lE Zに対して， k>Oのとき [k]= {1,..., k }, k :::; Oのとき

[k] = 0, k:::; lのとき [k,l] = {k, k + l,..., l}, k > lのとき [k,l]= 0とおく．

2.1 A比型の場合

An-1型Dynkin図形の順点集合I=[n -1]を次の図2のようにとる．

1
●
 

2
●
 

n-2 n-l 

•一
図 2:A正 1型のDynkin図形

W = 6n (n次対称群）である．iEI, w E W に対して，

Tり＝｛Tり（1)< ・ ・ ・ < Tり(i)}:= {w(l),...,w(i)} <:;;;; [n] (2.3) 

と定める．そして， CST（口』＝ ｛Tば)|wEW}と定める．

定義 2.2([7]). i E Iとする．任意の (T,c), (T', c') E CSTに） xZに対して，

(T, c) >: (T', d)昌 {(d:=C-C'20)かつ，
(Vu E [i -d])(T(u + d) 2 T'(u)). 

例 2.3(i = 5の場合）． CST（元） xzにおいて，

:= ({5, 7, 9, 11, 13}, -3) 

である．実際，定義2.2の条件は，上に与えられている 2つの 1

列型の盤を右図のように d= (-1) -(-3) = 2 2: Oだけ上下に

ずらして並べて得られる歪型の盤が（半標準） Young盤であると

言い換えられる．ただし，本稿では，柏原結晶のテンソル積構造

との整合性を考慮し， Young盤の定義として [5]のものを左右反

転させたものを採用する．すなわち，本稿では， Young盤に記

入される数値は右から左に向けて広義単調増加である．
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2.2 C]1)型の場合

Cn型Dynkin図形の頂点集合I=[n]を次の図3のようにとる．

ー・ 2
●
 

n-l € n 
図3：広型のDynkin図形

次の全順序集合を考える．

C={l--<2--< ・・•--< n --<万ペ・・・--<2 --< I}. 

このとき，

(2.4) 

W=〈(jj + l)(J ITT) (j E [n -1]), (n 丙）〉~ 6(C) (2.5) 

である．ただし， 6(C)はCの置換群である．また， s,t ECに対して，（st)E 6(C)はs

とtとの互換である．iEI, w E W に対して，

T似＝｛Tり（1)---<•..---< Tり(i)}:={w(l),...,w(i)}こ C (2.6) 

と定める．そして， CST（口i)= {Tば)|wEW}と定める．

定義 2.4([6]). i E Iとする．任意の (T,c), (T', c') E CST(wi) X Zに対して，

(T, c)と（T',c')三 {(d:= C-C’2 0)かつ，
(Vu E [i -d])(T(u + d)t T'(u) in C). 

2.3 B~1) 型の場合

Bn朋Dynkin図形の原点集合I=[n]を次の図4のようにとる．

1
●
 

2
●
 

n-1 
~ n 

図4：凡型のDynkin図形

W, T訊 CST（口』等の設定はCi1)型の場合と同じである．

定義 2.5([6]). i E [2, n -1]とする．任意の (T,c), (T', d) E CST（叩 xZに対して，

(d:=c-c'2:0)かつ，

(T, c) >: (T', c')昌 {(VuE[t-dl)(T(U+d)とT'(U)inC)かつ，

次の(i)-(ii)のいずれかが成り立つ．
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(i) d E 2Z. 

(ii) (d E 2Z+ 1)かつ (dE[i-1]⇒T'(i-d)ゴnin C)であり，更に，

(]。~i:□'a←+d} := [nl ¥ {T'(u) | U E [t -d]}かつ9)⇒ 1--< a.d --< T(a.砂．
T'(i -d + l)＝可

定義 2.6([6]). i E {1, n }, (T, c), (T', d) E CST('wi) X Zとし， d:= c-c'とおく．

(1) i = 1の場合，

(T, c) c:: (T', c')畠

d 2: 2,または

(d = 1)かつ（T(l)ヂ1)かつ（T'(l)= I),または

(d = 1)力ゞつ (T'(l)c/ I),または

(d = O) 力ゞつ （T(l) t T'(l) in C). 

(2) i = nの場合，

(T,C）と（T'，e'）三 {(d:= C-C'2 0)かつ，

(Vu E [i -2d])(T(u + 2d)とT'(u)in C). 

2.4 Dい型の場合

n E Z2'.4 とする． Dn型Dynkin図形の頂点集合I=[n]を次の図5のようにとる．

1
●
 

2
●
 

図 5:Dn型のDynkin図形

次の半順序集合を考える (nと万とは比較不可能な関係にある）．

V ~ { 1--< 2--< -----< n -1--< ; --< ii""=1--< -----< 2--< I}. (2.7) 

s E [n]に対して，百：＝ sと定める． このとき，

W = { w E 6(1J) I (Vs E [n]) (w（百） ＝ w（s))かつ＃｛sE [n] I w(s)'.'::万｝ E2Z}. (2.8) 
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ただし， 6('D）はPの置換群である．また，有限集合Xに対して，その元の個数を＃X

と表記する．

i € I¥{n-1}, W E W に対して，

Tり＝｛Tり(1)--<.・・ペ＜ Tり(i)}:= {w(l),...,w(i)} s;;;'D (2.9) 

と定める．また， wEWに対して，

Tじ~-i) = {Tt'-1l(1) --< ・ ・ ・ --< Tば~-1l(n)} := { w(l),..., w(n -1), w(n)} s;;;'D (2.10) 

と定める．そして各i€ Iに対して， CST（口』＝ ｛Tt) I w E w}と定める．写像 II・ II : 

P →[n]をsf----7 s, s→s (s E [n])によって定める．

定義 2.7([6]). i E [n -2]とする．任意の (T,c), (T', c') E CST（叩 xZに対して，

(T, c)と（T',c')旱｛：ロニ］し□')と T'(u)in D）かつ，
次の(i)―(iii)のいずれかが成り立つ．

(i) d E 2Z. 

(ii) (d E 1 + 2Z)かつ (T'(i)::Sn).

(iii) (d E 1 + 2Z)かつ (T'(i)tn)である．更に，

a:= min([n] "-{IIT'(u)II I u E [i], T'(u)とn})'

b := min([n] "-{IIT'(u)II I u E [i]}) 

とおくとき，（dE [i]⇒T(d)とa)である．また， a<bであるとき，T'(k)--<b--< 
T'(k + 1)を満たすkE [i -1]をとると，

(Vu E [2, min{k, i -d + l}])(T(u + d -1)t T'(u))かつ，

(k E [i -d]⇒T(k+d)t b). 

定義 2.8([6]). i E { n -1, n}とする．任意の (T,c), (T', c') E CST（叫 xZに対して，

(T,c) >: (T',c')三 {(d:=C-C'こ0)かつ，
(¥/u E [n -2d])(T(u + 2d)t T'(u) in'D). 

3 レベルゼロ基本表現の結晶基底の盤模型 (B~l) 型の場合）
この章ではgを Bn型単純Lie環とする(g=50加＋1(C)).このとき， I=[n]である．以

下，iE[n-l]=I,{n}とする．2

広(g)の最高ウェイトュの基本表現の結晶基底に対する次の2つの実現を考察する．

2i = nはBれ型Dynkin図形（図4)のminuscule頂点であり，扱いは比較的容易であるため， この場合
の議論は本稿では省略する． A~叫， C炉， D炉型を含め，本稿で省略する場合の詳細は [6, 7]を参照せよ．
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•型口戊の柏原—中島盤のなす仇(g)上の柏原結晶 KN（口』による実現［11].

•型口tの Lakshmibai-Seshadriパスのなす広(g)上の柏原結晶 LS（口』による実現［14].

これら 2つの実現の間の仇(g)上の柏原結晶としての同型写像

KNに）二→ LS(Wi),C日 (rC,lC) (3.1) 

を与えるアルゴリズムが[13]で示されている ([22]も参照せよ）．

この店では， U国(gar):=仇（［gaf,gafl)の端ウェイトロ，のレベルゼロ拮本表視［10]につい

て，上の事実の類似を述べる．まず，［16]において， LS（口i)の拡張として量子Lakshmibai-

Seshadriパスのなす閏(gaf)上の柏原結晶QLS（口』が導入され，これがレベルゼロ基本表

現の結晶基底に対する実現を与えることが示されている．更に，［6,7]において，第2章

で述べた半無限Bruhat半順序に対する盤判定法をもとに， KN（wi)の拡張として量子柏

原—中島盤のなす u;(9af)上の柏原結品QKNに）が導入され，同型写像

QKNに）二→QLS（口』， C→ (re, lC), (3.2) 

およびその逆写像を与えるアルゴリズムが示されている．結果的に，QKN（'wi)もレベル

ゼロ基本表現の結晶甚底に対する実現を与えることが分かる．本稿ではQLS（口i)の定義

の詳細は省略するが，マヤ図形を用いたQLS（口』の特徴付けについては後述する（命題

3.13). QKN（口』の U国(gaf)上の柏原結晶構造については，付録Aにまとめておく．

3.1 凡型の柏原—中島盤

量子柏原—中島盤の定義を述べるための準備として，この節では通常の柏原—中島盤につ

いて述べる．次の全順序集合を考える．

B = {1---< 2 ---< •..---< n ---< 0 ---<万---<•..---< 2 ---<I}. (3.3) 

s E [n]に対して，忌：＝sと定める．

定義 3.1([11]).写像C:[i]→ B が次の 3 条件を満たすとき， C を型詞の柏原—中島盤と

し）う．

(KNI) C(l) ~ C(2) ~・・・~ C(i), 

(KN2)任意のp,qE [i]に対して，（PヂqかつC(p)= C(q))⇒(C(p) = C(q) = 0), 

(KN3)任意のp,qE [i]に対して，（s:= C(p) = C(q) E [n])⇒(q-p>i-s). 

型口iの柏原—中島盤全体の集合を KN（口）と表記する．

注意 3.2.以下では，（KNl)を満たす写像C:[i]→ Bと多重集合{{C(u)I u E [i]}}とを同
一視する．



119

定理 3.3([13]).定義3.1の条件(KN1)-(KN2)を満たす写像C:[i]→ Bに対して，

Ic :={z1と・・・tZk}}:={{z EC I zさ0,z，乏EC}} (3.4) 

と定める． このとき， Cが条件(KN3)を満たすための必要十分条件は，次の条件を満た

すような k(=#Ic)個の [n]の元Y1>... > Ykが存在することである．

・約＝max{yEB I y--< z1, Y,Y EC}, 

• Yv = max{y EB I y--< min{yv-1, Zv}, Y, yr/-C} (v E [2, kl). 

このとき，Jc:= {y1 > ・ ・ ・ > Yk}とおき，

rC := (C "-{{芝|Z E Ic}}) U {y I y E Jc}, lC := (C "-le) U Jc (3.5) 

と定めると，（rC,lC) ELS（口』である．3そしてこの構成が同型写像(3.1)を与える．

例 3.4(n = 9, i = 5の場合）． C={{2,3,0,9,3}}EKN（回）である．実際， Ic= {{0 t: 3}} 
かつJc={8 > 1}である．このとき， rC= {I, 2, 3, 8, 9}かつlC= {I, 2, 3, 8, 9}である．

注意 3.5.写像 II.II : B "-{O}→ [n]をs→ s，百f----+s (s E [n])によって定める． この

とき，一般に CEKN（wi)に対して I|rC||= ||lC|Iが成り立つ．ただし，写像II・ IIによる

rC, lC ~ B "-{O}の像を 1|TC||,lC||こ[n]と表記している．

3.2 B~り型の量子柏原—中島盤

この節では，量子柏原—中島盤の定義と同堕写像（3.2) とについて述べる．

定義 3.6([6]). 13 :=Bu {O}とおく．写像c:[i]→ Bが条件

2m::; iかつ，

（ヨmE応） ＜（u>i-2m)⇔ (c(u) =0)かつ，
, C := Cl[i-2m] E KN（口i-2m)

(3.6) 

を満たすとき， C を型 wiの量子柏原—中島盤という．型 wiの量子柏原—中島盤全体の集

合をQKN（wi)と表記する．以下， CEQKN（口』と多重集合{{C(u)I u E [i]}}とを同一視

する．

CE QKN（叫に対して，（3.6)のように C:= Cl[i-2m] E KN（口i-2m)とおく．また，注

意3.5に留意して，｛X1< ・ ・ ・ < Xn-i+2m} := [n] "-llrCII = [n] "-IIZCIIとおき，

恥：＝ ｛X1 < ・ ・ ・ < X2m}<:;; [n] (3.7) 

噂像(2.1)のもとでrC,lCE CST（口』に対応する元w,vE W八{i}をとるとき，（rC,lC)は型口tの
Lakshmibai-Seshadriパス (w,v;0,ふl)ELS(wi)を表す．また，本来はrCを右側（right),lCを左側（left)
に表記すべきものであるが，柏原結晶のテンソル積構造（パス模型の定式化）との整合性を考慮し，本稿で
は本来の表記を左右反転させて， rCを左側， lCを右側に記載している．
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と定める．そして，

rC := rC u Kc, lC := lC u{歪|X E Kc} (3.8) 

と定める．

定理 3.7([6］）．写像QKN（口』→QLS（口』， C→ (re，民），はU国(gaf)上の柏原結晶として
の同型写像である．

例 3.8(n = 9, i = 7の場合）． C＝ {{2, 3, 0, 9, 3, 0, O}} E QKN（口7)である．実際， m=1と
して定義3.6の条件(3.6)が満たされ，例3.4より C:= Cl[5J ={{2, 3, 0, 9, 3}} E KN（元）で

ある．このとき， Ic={{Oと3}},Jc = {8 > 1 }, Kc = { 4 < 5}であり， rC= {I, 2, 3, 8, 9} 
かつlC= {1, 2, 3, 8, 9},および‘re= {I, 2, 3, 4, sぷ，9}かつlC= {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9}である．

注意 3.9.(1)レベルゼロ基本表現を包含する表現のクラスである Kirillov-Reshetikhin加

群の結晶基底に対して，本稿で述べたものとは別の態模型であるKirillov-Reshetikhin

盤が[20]において既に導入されている．この盤模型は艤装配位全単射を記述する上で

重要な役割を果たす．

(2) [2]において，量子alcove模型の設定で定理3.7に相当する内容が議論されている．

3.3 マヤ図形によるQLS（口』の特徴付け

この節では，QLS（口』に対するマヤ図形による特徴付けについて述べる．

注意3.5の拡張である次の事実は， wr----{i}に付随する量子Bruhatグラフの矢の分類結
果から導かれる．

補題 3.10([6]).任意の (T,T') E QLS（口』に対して， IITII= IIT'IIである．

J = [j,k] ~ [n] (j,k E [n], j::; k)という形の [n]の部分集合を区間と呼ぶことにする．

区間J= [j,k],J'= [j',k']こ[n]に対して， k+l<j'が成り立つとき，J<J'と表記

する．任意の TECST（口』に対して，ふ＜・・・くんかつ IITII= LJ~=l JV を満たす区間

J1,..,,Jμこ [n]が一意的に存在する． このとき，

M(T) = (1v n {IIT(u)II I u E [i], T(u) t n in B})こlEll丑（3.9)
と定める．ただし，がは集合Jの幕集合を表す．以下では，次の例で見るように M(T)

をマヤ図形とみなす．

例 3.11(n = 16, i = 12の場合）． T= {1,2,3,4,7,8,9，豆，13,14，団，16}E CST（口12)に

対して， IITII= [1, 4] LJ [7, 9] LJ [12, 16], [1, 4] < [7, 9] < [12, 16]である．このとき，次の
(3.10)のように IITIIの元に対応する箱を用意し，区間ごとに連結させて配置する．そし
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て， Tの―付きの元に対応する箱に●を記入した形としてM(T)= (M1, M2, M3)を表示

する．

1 2 3 4 7 8 9 12 13 14 15 16 

M(T) = | | | • | | [ |• | | • | • | | (3.10) 

ただし， M1= {3} c::: [1, 4], M2 = {7, 9} c::: [7, 9], M3 = {12, 14, 15} c::: [12, 16]である．

(3.10)の右辺を型（［1,4] < [7, 9] < [12, 16])のマヤ図形と呼ぶ． 1番Hと2番目の箱の組と，
n番目の箱については，次の定義3.12の（i)と(iii)で述べるような特別な振る舞いがある

ため，箱を灰色で示して他の箱との区別を明確にしている．

定義 3.12.同じ型の2つのマヤ図形に対する次の3種類の二項関係←を考える．

(i) 1番目の箱と 2番日の箱の両方ともに●があるとき，それらを消去する．

1 2 1 2 

[I]←ビビ］

(ii) s E [2, n]とする． s番目の箱に●があり，（s-1）番目の箱が空箱であるとき，●を s

番目の箱から (s-1)番Hの箱に移動する．

s s 

とこ］←ロビ］

(iii) n番日の箱が空箱であるとき， n番Hの箱に●を追加する．

n n 

円←□
このとき， 1つ指定した型のマヤ図形全体の集合において，（i)-(iii)を被覆関係として定

まる半順序をビと表記し，（i）を除く(ii)-(iii)のみを被覆関係として定まる半順序をざと

表記する．

補題3.10より，（T,T') E QLS（口』であるならばM(T)の咽と M(T')の型とは一致す
ることに注意せよ．次の事実は， wr,{i}に付随する量子Bruhatグラフの矢の分類結果か

ら導かれる．

命題 3.13([6]). IITII = IIT備を満たす任意のT,T'E CST（wi)に対して，次が成り立つ．

(1) (T, T') E QLS（wi) {=⇒M(T) ~ M(T'). 

(2) (T, T') E LS（口』仁⇒M(T)~I M(T'). 

注意 3.14. マヤ図形の集合における半順序~ (resp.ぎ）のHasse図形は， wr----{i}に付随

するか鼠子Bruhatグラフ (resp.½-Bruhatグラフ）に一致する．特に，定義 3.12 の（i)は

量子矢に対応し，定義3.12の(ii)―(iii)はBruhat矢に対応する．
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例 3.15(n = 9, i = 7の場合）．例3.8の設定で，（rC,lC) E LS（W5)かつ (rC,lC)← 
QLS(m)が成り立つことを命題3.13を用いて確認する．まず，

である．

1 2 3 8 9 

M(rC)＝こ 豆

1 2 3 8 9 

M(lC）＝□□E] [E] 
このとき，次が成り立つ．

M(rC)＝圧□□
二三
謳三

止口：
謳ロロ］

M(rC) = 

凸

立

立

上
(i) 
← 

(ii) (ii) ←...← 

． 
． 
． 
． 
． 
． ． ． 
． 

1 2 3 4 5 

M(rC) =| • | || | | 

1 2 3 4 5 

M(lC) =| | |. 1. 1. 

豆
こ
ロビ］
ロビ］
ロEJ= M(lC), 

● | • | 

豆
て
こ圧］
ロビl
ロビ］
ロビ］
ロビ]= M(lC). 

よって， M(rC)~I M(lC)かつM（元）ビ M(lC)である．

8 9 

四

8 9 

□E] 

例 3.16(n = 16, i = 12の場合）．次のT,T'ECST（口12)を考える（例3.11も参照せよ）． 

T = {1,2,3,4,7,8,9，豆13，頁百16}, T'= {I, 2, 3, 4, 7, 8, 9, 12，百，百，15,16}. 

このとき，（T,T') E QLS（口12)である．実際，

1 2 3 4 

M(T) = | | | • | | 

1 2 3 4 

M(T')=~ 

7 8 9 12 13 14 15 16 

ピこビ］ | • | | • | • | | 

7 8 9 12 13 14 15 16 

国 | | • | • | | | 
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であり，次が成り立つ．

M(T)= | | | • | | 
凸 1| | |•| 
昇 1| | |•| 
昇 1| | |•| 
虚 1•| • | | • | 
止 1•| • | | • | 
こ 1•| • | | • | 

よって， M(T)t:::". M(T')である．

三
三

｀
 

芦

声

芦

声

． ． ． 
． ． ． 

．
 

． ． 
． ． ． 
． ． ． 
． ． ． 
． ． = M(T'). 

3.4 同型写像QKN（口t）→QLS（口』の逆写像

この節では，定理3.7の同型写像の逆写像を与えるアルゴリズムについて述べる．

定理 3.17([6]). (T, T') E QLS（口i)に対して，次の (1)―(5)を定める．

(1) IITII = IIT'II = LJ~=l Jv ~ [n]（区間への分割），J1<... < Jμ, 

(2) M(T) = (M泣＝1,M(T') = (M,り~=1 E IT~=l 叶（（3.9) を参照せよ），

(3) f:={。#Mμ-#M;

(4) m:={}(#M{-#Ml) 

゜

(n € Jμのとき），

（その他），

({1, 2}こみのとき），

（その他），

(5) l := #(M1 "--Mり，｛が＜．．．＜が｝：＝ Ml¥M｛とおき，

z1 := min { z E J1 I z>--y1, Z E M{ "--M1}, 

吠：＝min{z E J1 I z>--max{yv,zv-l}, zEM{"--闊｝

このとき，f,mE Z~。であり，

(v E [2, l]). 

(:= (J1'-.. (M1 LJ M{)) LJ {zv,zv IVE [l]} LJ{芝 |zE M1 nMf} 

uじ((Jv'-..Mv) U{芝|Z E M[}) U {{O,..., 0}} U仰，．・．,0}}
ヽヽ

v=2 f個 2m個
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と定めると， CEQKN（口』かつ (T,T') = (rC, lC)である．更に， C:= Cl[i-2m] ← 

KN（口i-2m)に対して，次が成り立つ．

μ μ 

Ic = {沙|V E [l]} U U(M; ¥ M) U{O,...,0}, Jc = U(Mv ¥ M[). 
ヽ

11=2 f個 ll=l

注意 3.18.(1)定義より LS（口』こQLS（wi)かつ KN（口i)こQKN（口』である（定義3.6

の記号で， m=O である量子柏原—中島盤は通常の柏原—中島盤に他ならない）．定理

3.17をLS（口』， KN（口』に限定して適用することにより，型口2の通常のLakshmibai-

Seshadriパスと柏原—中島盤に対するマヤ図形による特徴付けが得られる．

(2)次の写像は Uq(g)上の柏原結晶としての同型写像である．

l½ 」
QKN（ち） →lJ KN（口i-2m),C =CU仰，．・．,0}}→C. (3.11) 

ヽ
m=02m個

ただし，山：＝ max{ k E Z I k'.S ½}であり， C := Cl[i-2m] E KN（口i-2m)である．

(3)定理3.17の記号で，（T,T') E QLS（口』の次数関数［19]の値はDeg(T,T') = -mとし
て与えられる．

例 3.19(n = 16, i = 12の場合）．例3.16で述べた (T,T') E QLS（口12)に定理3.17のアル

ゴリズムを適用して，対応する量子柏原—中島盤 CE QKN(Wi)を求める．

(1) IITII = IIT'II = [1, 4] LJ [7, 8] LJ [12, 16] (JL = 3). 

‘ ‘‘  み：＝ J2:= J3:= 

(2) M(T) = ({3}, {7, 9}, {12, 14, 15}), M(T') = ({1, 2, 4}, {8, 9}, {13, 14}) E TI~=l 2凸

‘‘` v~ 、‘‘‘叫＝叫＝恥：＝ M{:= 嶋＝ M’:= 

(3) n = 16 E ]3より，f:= #M3 -#M~ = 3 -2 = 1. 

1 1 
(4) {1, 2} ~ [1, 4] =みより， m:= ~(#M{ -#Mリ＝ー(3-1)=1.

2 2 

(5)｛が｝：＝ Mぃ M{= {3} (l = 1, y1 = 3)であり，

z1 := min { z E J1 = [1, 4] I z>---y1 = 3, z E Mf'--M1 = {1, 2, 4}} = 4. 

このとき，

C={{4,8,13,16,0，頁厄，9,8,4,0,0}}EQKN（W12)

であり，

(:= Cl[10] ={{4,8,13,16,0直万，9,8,4}}EKN(w10)

に対して， Ic={{4,8,13,0}},Jc= {3,7,12,15}である．
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付録A QKN図）の柏原結晶構造

この章では， Bい型の場合に，QKN（口i)(iE[n-l]=l'-..{n})のU;(gaf)上の柏原結

晶構造について述べる［6].柏原結晶の定義については，例えば[9]を参照せよ．

まず， n次元Euclid空間町＝④：=1罠Esの中に Bn型のルート系を実現しておく．

・△ ＝｛士(Es士Et)I s, t E [n], s < t} LJ｛士EsI SE [n]}, 

• CY8 = E8 -E8+1 (s E [n -1]),叩＝ En,

• wi=E1+rc2+・・・+rci(iE[n-l]). 

与：＝一ら (sE [n]), co= rc0 := 0と定める． このとき， CEQKN（口i)に対して，

wt(C):= 〗塁） （mod C8). 
砥[i]

柏原作用素h(j EI LJ {O})について述べる（らについては省略する）．定義3.6で述べ
たように， CEQKN（口）に対して， 2m:= #Kt, C := Cl[i-2m] E KN（口i-2m)とおく．

まず，jE [n-1]とする．このとき，JJによる作用はCに記人される値j,j+l,ITI,I
の変換を引き起こす（その他の値は変えない）．そして，JJの作用の仕方は集合Cn {j,j + 
1,j+ 1,]}から定まる．Jjのもとで影響を受けないj,j+l,]+l,]以外の値を除いた上

で，J]の作用は次のように記述される．

ロロ
』

』ロ
ロ
ロ

』

]

』

[

f

J

]

~
~
口

ん
[

h

[

f
J
-

ロ
ロ
ロ

h

一h]ロロ

そして， これら以外の場合はjJC=0と定める．

次にj=nとする．このとき，j叶こよる作用は Cに記人される値n,O，万の変換を引き起

こす（その他の値は変えない）．そして，jnの作用の仕方は多重集合{{C(u)I u E [i], C(u) E 
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{n,O,万}}}から定まる．jnのもとで影響を受けない n,O，万以外の値を除いた上で，Jnの

作用は次のように記述される．

□]上□］上］ロ
そして， これら以外の場合はjnC=0と定める．

最後にj=Oとする．（3.4)より森＝ minJcである．このとき，J。の作用の仕方は集合

Ic,Jc,Kcおよびcn {1, 2, 2, I, zk，写｝から定まる． Yk:= min Jcとおく． m>Oのとき，
叫：＝ minKc, X2 := min(Kc "--｛叫）とお<.J。の作用は次のように記述される．

(i) m = 0かつ Yk茫｛1,2}の場合，

□]二□］， 口土□］， ロ
f
o
]
 口

そして， これら以外の場合はJ。(=0と定める．

(ii) m > 0かつ Yk(/_ {l, 2}の場合，

］三□り
そして， これら以外の場合はJ。(=0と定める．

(iii) Yk E {l, 2}の場合，

そして， これら以外の場合はJ。(=0と定める．

謝辞． 本研究集会における講演の機会を与えてくださいました小寺諒介氏に，この場を

借りて御礼中し上げます．
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