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パラメトリック多変数代数方程式の根の連続性とボーダー

ベースとの関係について

Continuity of the roots of a parametric polynomial 

system and border bases. 

東京理科大学・理学部応用数学科 佐藤洋祐＊1

YOSUKE SATO 
TOKYO UNIVERSITY OF SCIENCE 

Abstract 

We study continuity of the roots of a prametric polynomial system. We introduced several results 
concerning the relationship between the continuity and a comprehensive Grabner system in our paper 

of ISSAC2018. In this paper, we define the notion of a parametric border basis (PBB) and extend 
our results in terms of a PBB. 

1 Border Basis 

Border Basisについて必要最小限の概説を与える．詳しい解説は例えば [1]を参照されたい．

0次元イデアルIc Q[X1,...,Xn]にたいして、剰余環割X1,...,Xn]/IはQ上の有限次元線形空間であ

るこの線形空間の種々の演算の効率的実装は応用上重要である例えば[2]ではIの GrabnerBasisを用

いた実装を限量子記号消去に利用している

パラメトリックなイデアルのたいしては GrobnerBasis(GB)の真の拡張である BorderBasisを用いてより

効率的な実装が可能になる．

イデアルI=〈炉＋戸／4-1，炉／4+Y2 -1〉cQ[X,Y]の極小 GBは（どのような項順序に対しても）

{5X2 -4,5Y2 -4}であるこれから Q[X,Y]/Iの線形空間としての基底 {1,X,Y,XY}がただちに得ら

れる

I'=〈炉＋Y町4-aXY-1,X町4+Y2-aXY-1〉cQ[X,Y]に対しても aの値が0と異なるような
0の近傍においても、 {1,X,Y,XY}はQ[X,Y]/I'の線形空間としての基底である．しかし、どのような項

順序に対しても LT(G)= {X叉戸｝となる I'の極小 GBGは存在しないよってどのような GBからも、

この基底はただちには得られない．

Iを体K上の多項式環K[X]の0次元イデアルとする．
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定義 1

X の項の有限集合 0が以下をみたすとき、 Iの orderidealとよぶ

(1) 0は線形空間 K[X]/Iの基底である．

(2) t E 0→Vt'(t'divides t→t'E 0). 
ぬ＝X10UX20U ・ ・ ・ UX心＼0を0の borderとよぶ
{t + h: t E 80, t + h EI, his a K-linear combination of terms in O} 

をIの 0-borderbasisとよぶ

重要事実 1

・ 0-border basisは0にたいしてユニークに決まる．

・ 0-border basis（実際にはその一部分）を用いて GBのmonomialreductionと同等の計算ができる

例 1

I =〈炉＋ Y町4-1,X町4+ Y2 -1〉c Q[X,Y]にたいして、 0 は {1,X,Y,XY}のみ． 80は
{X叉y2，炉Y,X戸｝． 0-border basisは {X2-4/5, Y2 -4/5,炉 Y-4/5Y, XY2 -4/5X}. 

I'=〈X叶戸／4-aXY-1,X勺4+Y2-aXY-1〉CQ[X,Y] (aは0と異なるような0の近傍の値）にたいして

は， 01= {1, Y,Y2，戸｝，02= {1,x,x2，炉｝，切＝ ｛1,X,Y，戸｝，切＝｛1,Y,X，炉｝，0= {1,X, Y,XY} 

のいずれも I'の orderidealである．

⑰はX>Yなる辞苔式順序、 02はY>Xなる辞書式順序、 03はX>Yなる全次数逆辞書式順序、

04はY>Xなる全次数逆辞書式順序のI'の GBから得られる．）

01 -border basisは

｛戸＋ 16ai゜ー25Y2＿孟巳5,X+16↑26;25戸＋命Y, XY—い戸＋ふ xy2 ＿命y3叶Y,X戸＋靡記ぶy2_
20 
a(16a2-25) ｝ 

重要事実 2

Iの orderideal 0が0= {t: t strictly divides LT(g) for some g E G}となるようなある項順序の極小

GBを用いて求まるなら、 0-borderbasisから薄い字で書いた多項式を除いたものはその項順序における

IのreducedGBに他ならない．

最重要事実

どのような GBからも得られないような 0-borderbasisが存在し得る．したがって、 BorderBasisはGB

の真の拡張になっている

2 パラメトリック BorderBasis 

定義 2

有限集合 FcK[A,X]とSCf(mにたいして、 VaES〈F(a)〉は 0次元であるする．

Sのpartition{ S1,..., Sr}、K(A)[X]の有限集合 B1,．．．，Brヽ X の項の有限集合01,...,0rが以下をみ

たすとき、 B= {(S1, Bi, 01),...'(Sr, Br, Or)}を〈F〉のS上の Aをパラメーターとするパラメトリック

Border Basis(PBB)とよぶ

1. VJ E Bdのどの係数 (EK(A))の分母も Si上で0にならない．
2. vaESi oiは〈F{a)〉の orderidealである．
3. Va E Si凡（a)は F(a)〉の Oi-borderbasisである．

重要事実 3

(1) Comprehensive Grabner System(CGS)と同様に、 Biを用いてふ上で一様なmonomialreductionsが
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可能である

(2)一般に CGSよりも分割部の個数が少ない PBBが存在し計算できる．

例 2

F=｛炉＋Y町4-AXY-1,X町4+Y2 -AXY -1} c Q[A,X, Y]、A:パラメーター、 X,Y:主変数に
たいして、

g = {(S1, G1), (S2, G2), (S3, G止(S4,G4)}は〈F〉の辞書式項順序 X>---Yの reducedCGSである．
ここで

S1 ='V(A), S2 ='V(A —号）， S3 ='V(A+え）， S4= C \'V(A(A —号）（A ＋号）），
G1 = {X2＿急，y2＿含｝， G2= {Y2 -g, X + Y}, G3 = {Y2 -g,X -Y}, G4 = {(-16A2 +25)Y4 -40Y2 + 

16, 16AX + (16A2 -25)炉＋20Y}である．

この CGSから以下のような〈F〉の PBBBがただちに得られる．

B = {(S1, Bi, 01), (S2, B2, 02), (S3, B3ぷ％），（S4,B3,04)} 

01 = {1,X, Y,XY}, 02 = 03 = {1, Y}，04 = {1,Y,Y生戸｝，

B1={X2-急，y2＿も 炉 Y-tY,XY2-急X},B2 = {Y2 -g,X + Y, XY+g}, B3 = {Y2 -g,X -Y, 

XY-g｝，恥＝ ｛戸＋m麟 y2＿冨鱗，X＋ 16位戸戸＋贔Y, XY —占y2 + ¼,XY2 ＿旬y3+
iY,X戸＋ 16A2+25 20 

A(16A2-25) 
y2 
―A(16A2-25) } 

すべての PBBがCGSから導入されるわけではない．以下の〈F〉の PBBB'はどのような CGSからも導

入できない．

B'= {(S2, B2, 0か(S3,B3,0孔(SLBi,01)}
Si= S1 U S4 = C ¥ V((A -¾)(A+¾)), 

B2 = {Y2-~,X +Y,XY＋芸｝， B3= {Y2＿望，X-Y,XY―査｝， Bi={X2十芸AXY―芸，y2＋急AXY-g,

炉 Y-16i!；;5x+ 16A22°-25Y,X戸＋ 16A22°-25X -16i翌25Y}
Bにおける 2つのsegment(S1,B1,01)と(S4,B4，切）を 1つの segment(SL Bi，切）に統合できるのであ

るが、このような segmentはどのような CGSからも得られないのである．

このようなPBBを計算することが実際に可能であることを証明した．

定理 3

イデアル〈F〉cK[A,X]の CGSg = {(S1, G1),..., (S1, G1)}にたいして、 G;による S;上一様な monomial
reductionを用いて以下の計算が可能である．

(1)かってな orderideal 0が与えられたとき、すべての iiES;でOが線形空間 f<[x]／〈G;(a)〉の基底に

なるかどうかの判定．

(2) (1)が成り立つ場合、さらに (S;,B;,O)が〈F〉の PBBの segmentであるような B;の計算．

さらに、 S;とS1が連結であり、 K[X]／〈G;(a)〉と f<[X]／（約(a)〉がS;US1上の aにたいして共通の基底

0を持つときは、 (S;,B;,O)と(S1,B1,0)を一つの segment(S; U S1, B, 0)に統合することができる．

3 PBBと根の連続性との関係

まず [3]で得られている結果を述べる
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定理 4

F c Q[A,X]の極小 CGSg = {(S1，伍），．．．，（S以叫｝にたいして、 〈G(a)〉が aE Si上で0次元
(C[X]／〈G(a)〉の線形空間としての次元 sも不変）であるとき、 F(a,X)の解（重根も含めて s個）は Si

上でaの連続閑数になる

この定理の逆は成り立たないしたがって、 CGSの言葉ではパラメトリックな代数方程式の根の連続性を

特徴付けることはできない

例 3

例2と同じ Fにたいして、 A=Oの近傍において、〈F〉は重根でない4個の解を持ち、それらは Aの連続

関数であるが、 A=Oの近傍を含む〈F〉の CGSのsegmentはどのような項順序についても存在しない．

一方、例2の〈F〉の PBBB'はA=Oを含むS{のsegment(S{, B{, 01)を持つ．

PBBにたいしても、定理4と同様の証明で以下が成り立つことを示すことができる

定理 5

FcQ［ふX]のPBBのsegment(Si, Bi, Oi)にたいして、 F(a,X)の解（重根も含めて）はSi上でaの連
続関数になる．

PBBについては条件付きでこの定理の逆も成り立つことを証明した．

定理 6

F c Q[A,X]にたいして、 aが孤立点でないような領域Sにおいて、任意のbEsに対して F(b,X)が重

根でない（⇔〈F(b,X)〉が根基イデアル）同じ個数の有限個の零点を持ち、それらがS上で bの連続関数に

なるならば、ある 0にたいして、 Fはsu{a}において一様な 0-border basisを持つ．

これにより、重根を持たないようなパラメトリックな代数方程式の根の連続性を PBBの言菓で特徴付ける

ことができるが、重根を持つときは未解決であるその場合も以下の予想が成り立つと考えられるが証明に

はいたっていない．

Conjecture 

F C Q[A,X]にたいして、 aが孤立点でないような頷域Sにおいて、任意の bESに対して F(b,X)が

同じ個数の有限個の零点を持ち、それらが S上で bの連続関数になるならば、ある 0にたいして、 Fは

SU{a}において一様な 0-border b邸 isを持つ．
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