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A型PetersonSchubert calculusの幾何と計算

阿部拓

岡山理科大学

1 序

複素ベクトル空間Cnの旗多様体Fl(Cりは， Cnの線形部分空間の列からなる空間とし

て，次のように定義される：

Fl(C門＝ ｛％こ M こ・・・~ Vn I¼ は Cn の線型部分空間で dime¼= i (1さi:Sn)}. 

Peterson多様体は旗多様体Fl(Cりの部分代数多様体であり， Fl(Cn)の量子コホモロジ一

環の研究において重要な役割を担うことで知られる．

本稿では， Peterson多様体のコホモロジ一環において， PetersonSchubert類と呼ばれ

る基底が持つ正値性とその幾何学的な意味について概観する．本研究は，堀口達也氏（宇

部高専），鍬田英也氏（近大高専），曽臭智（中華科技大学）との共同研究である ([1]).

2 Peterson Schubert calculusとは

まず始めにPeterson多様体の定義を紹介する． n次の正則幕零行列

0 1 

0 1 

N:= 

0 1 

゜を考え，この行列Nを線型写像N:Cn → Cnとみなす． このとき， Peterson多様体は次
で定義される：

Petn := rv. E Fl(CCn) I NV;こV9+1(1さi:Sn-1)}.
ただし， NV，は線型写像N:Cn→C門こよるじの像である．旗多様体Fl(CCn)が持つ自然
な代数多様体の構造の下で， Peゎはその部分代数多様体となる．
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旗多様体Fl(<Cn)のコホモロジ一環は， Schubert類と呼ばれる「良い」甚底を持つこと

が知られている．実際， 6nをn次の置換群とするとき，各wE6叶こ対して，（opposite)

Schubert 多様体 Q切~ Fl(<Cn)が定まり，そのポアンカレ双対を四 EH*(Fl(<C咋Z)と書

くと，これらの集まり｛びw I WE 6n}はH*(Fl(<C咋Z)の基底になることが知られている．

この匹がSchubert類である．これらのカップ積は

叩 U叩＝こ心，v叩 (c~,v E Z) 
uE6n 

と展開することができるが，ここに現れる係数（構造定数）は非負整数である：

心，vE Z20• 

この構造定数c:,vにまつわる数学はSchubertcaluclusと呼ばれ，代数・幾何・表現論・組

み合わせ論など，様々な立場から研究されている．

面白いことに， Peterson多様体のコホモロジ一環もよく似た性質を持つ．実際，［n-1]:= 

{1, 2,..., n-1}とするとき，各部分集合Jt:;;; [n-1]に対して，ある部分多様体DJt:;;; Petn 

が定まり，そのポアンカレ双対（の定数倍）を匂JE H*(Petn; Z)と書くと，これらの集

まり {<YJIJt:::[n-1]｝はH*(Pet砂；Z)の基底になる．このアJはPetersonSchubert 

類と呼ばれる．これらのカップ積は

ァ戸匹＝ Lc;,K四 （c鯰EZ) 
Lc;;[n-1] 

と展開することができるが，実は，ここに現れる構造定数もまた非負整数である：

cy,K E Z;:,o・

このc転にまつわる数学がPetersonSchubert calculusと呼ばれるものであり，その

幾何学的な意味を概観するのが本項の目的である．

もともと， PetersonSchubert calculusは， Harada-Tymoczko([5])によって導入された

ものであり，その際に用いられた基底の定義は（結果的には匂Jと一致するが）「代数的」

なものであり，幾何学的な意味が明確でなかった．今回の共同研究 [1]の目的は，その幾

何学的な背景を明らかにすることと， C:f,Kの組み合わせ論的な公式を確立することであっ

た．そこで，本稿では， Harada-Tymoczkoによる基底の定義は用いずに，［1］で与えた幾

何学的な定義を用いて解説する． Harada-Tymoczkoによる基底との関係は［1]の6節を参

照されたい．
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3 wJの幾何的な構成

以下，［n-1] = {1, 2,..., n -l}とおき，これを An-1型のDynkin図の頂点集合とみな

す（下図参照）．

0----------0---.● ● ----0 

1 2 3 n-1 

部分集合Jこ[n-1]が与えられると， Jを頂点集合とする部分グラフが次のように定まる．

すなわち， Jに属する 2つの頂点i,jは，それらがAn-1型のDynkin図において辺で結ばれ

ているときに限り辺で結ばれるものと約束する．例えば， n=9でJ={1,2,,4,5,6,,8} 

とすると， Jに対応するグラフは次のようになる．

0--{ 

1 2 

0---0-—-0 

4 5 6 
0

8

 
Jに属さない頂点を取り除いたグラフだと思ってもらえばよい．以下，各部分集合J~ [n-1] 

は，それに対応するグラフと同一視して考える．

各J~ [n -1]に対して， Jの頂点に付随する単純互換たちが作る最長元を WJE 6nと

書く．上で与えた J= {1, 2,, 4, 5, 6,, 8}の例でいうと，

叩＝ （S1,S2から作る最長元）．（S4,S5, S5から作る最長元）．（s8から作る最長元）

という具合である．

ここで，旗多様体Fl(Cりにおいては，置換wE6叶こ対して， Schubert多様体Xw~ 

Fl(C門と oppositeSchubert多様体OwこFl(Cn)が定まることを思い出す．これらを用い

て， Peゎにおける次の2種顆のサイクルを考える．

定義 3.1.各J~ [n -1]に対し，

XJ := XwJ n Petn, 

幻：＝ OWJn Petn 

と定める．定義より， XJ,OJこP叫である．

旗多様体Fl(Cn)における Schubert多様体X初と oppositeSchubert多様体出につい

ては，

dimeぷ＝codirnc瓜＝£(w)

が成り立つが（ここで， £(w)は置換wの長さである）， Peゎにおける Xふいについても
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類似の事実が成り立つ：

dimcふ＝ codimcDJ= IJI. 

他にも多くの類似点があるが，詳しくは［1]を参照されたい．

次の命題は，各J<;;;; [n-l]について，い<;;;;Petnがベクトル束の大域切断の零点集合

として（しかも期待される余次元を持つ形で）得られるということを意味する．

命題 3.2.各J<;;;; [n-l]に対し， Peゎ上のベクトル束VJとその大域切断心Jが存在し，次

が成り立つ：

(i)幻＝ Z（ゆり，

(ii) rank VJ= codimcDJ = IJI. 

ここで， Z（心J)は切断ゅの零点集合である．

この命題を踏まえて，零点集合Z（心J)が持つ自然なスキーム構造を 9バこ与えて考える

と，幻のポアンカレ双対は，ベクトル束VJのEuler類に他ならない．すなわち，

［幻l=e(Vりn[Pet』 inH*(Pet叫l).

が成り立っ．以下， PD[DJ]=e(v:りと書く．

4 p叫のホモロジ一群とコホモロジ一環

よく知られているように，上で定義したXJ(J ~ [n -1])はPeゎのホモロジ一群の基

底を成す：

凡(Pet立）＝〶 Z［ふ］．
JC::::[n-1] 

3節で述べたように，我々は各部分集合J~ [n -1]をAn-1型のDynkin図の部分グラ

フとみなしているが，対応する部分グラフは一般にいくつかの連結成分を持つ．そこで，

各連結成分の要素の個数の階乗を全て掛け合わせた整数をm八＞ 0)と定める．上述の例
J= {1,2,,4,5,6,,8}でいうと， mJ= 2! • 3! • 1! = 12である．この幣数mJを用いると，

コホモロジー類PD［幻](=e(v:り）が次の意味でホモロジー類 [X』の双対であることが分

かる．
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命題 4.1.H*(Petn; Z)と凡(Petn;Z)の自然なペアリングの下で，任意の J,K<:;;; [n-1] 

について次が成り立つ：

〈I'D［幻],[X砂＝｛：J 
そこで，次の定義を考えるのが自然である．

定義 4.2.各Jこ[n-1]に対し，

(J = K), 

(JヂK).

1 1 
WJ := -----=-PD［幻]=—e(VJ)
mJ 叩

と定める．

この定義と命題4.1より， 'wJ(Jこ[n-1]）は整数係数のコホモロジ一群H*(Petn;Z)に

属し，その基底を成す：

H*(Pet立）＝〶 Z匂J·
JC::[n-1] 

従って，甚底同士のカップ積は

'wJ u匹＝区 c:;,KwL (c:f,K E Z) 
Lc;;[n-1] 

と展開することができる．次の定理が示すように，構造定数C:f,Kは非負整数である．

定理 4.3.任意の J,K,L~ [n-1]について次が成り立つ：

cJ,K E Z:::,:o-

2節の最後でも述べたように，（結果的には）我々の基底匂JしまHarada-Tyrnoczkoによる

代数的な基底の定義と一致する ([1]の6節）．それ故，この定理は [2],[3], [4], [5]などに

おいて証明されている正値性と同じものであるが，我々の結果[1]は， XJと幻の幾何を

用いてこの正値性を証明したものと言える．実際，我々はWJの定義に現れるベクトル束

VJがnef直線束の直和になることを用いて定理 4.3を得た．

論文 [1]では，構造定数C:f,Kの具体的な計算法も解説しているが，ここでは割愛する．

c知の組み合わせ論的な意味については [1]および[6]を参照されたい．
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