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定傾曲線， Jacobi の定理およびそのシンプレクティック的側面•1

小林 治

Osamu Kobayashi*2 

0 はじめに

高階微分の幾何学への興味から曲線の第 3曲率に注目して得られた若干の結果を報告したい．研究の動機お

よび目的は多様休の幾何学にある [4,6]が，ここでは曲線論に限った考察を述べる．

R3の曲線 X= x(t)が一般性条件允 I¥xヂ0を満たすとき，（ふx,出Xx)を正規直交化し Frenet枠

u=(希，み点）を得る．枠の全体は群構造をもたないが参照枠 (xに沿って平行性を持つ枠を選ぶ）を固定す

ることにより群S0(3)と同一視される．こうして Frenet方程式

0 -ti 0 

U―1u = 1±1 (Ii O -T) E so(3)'.:c'A如
0 T 0 

を得る．（はI,氏，T)ははめこみ xの合同類の完全不変量となる．右辺の歪対称行列は 1次元の核をもち，
え=T希 +Ii西で張られる.xのx.lに対する傾きは tan0= T/ii, 0 =乙（石1,Ji旦）と計算され，定傾条件
T/ii = canstを得る．次の結果はよく知られている．

定傾曲線定理• Tj 
→ → 

Ii= canst⇔ (i) 0 = canst; (ii) X/IXI = canst; (iii)このようなX方向は一意的．

(i)だけでなく (ii),(iii)も含めて定傾条件 (canstant-slapecanditians)と考える．一見関係のなさそうな次

の定理は定傾曲線定理と相補うものになっている．

Jacobiの定理 (1842).Xが閉曲線のとき炉の閉曲線みは炉を同而積に（ホモロジーの意味で*3)2分する．

Frenet公式 (1847)は基本的であるので Euclid空間での一般形を述べておく.Rれの曲線 X = x(t)が一般

性条件 (genericnesscondition) 
x I¥ ... 八x<n-1)c/= 0 (0.1) 

を満たすとき Frenet枠 u=(函，函，．．．，ぬ） E SO(n)が定まり.Frenet方程式 u-1u= i±IFK E so(n)~ 

A2Rnを得る．ここでFrenet行列 F=FKは次の形をしている．
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第i曲率kiはkn-l(捩率， torsion,と呼ぶ）を除いて正値である・(1±1,K)がはめこみxの合同類の完全不変

量となる，ここでK= (k1, ... , kn-1)-以後断りなしにはI=iを仮定することがある.(0.1)より r皿 kFK2': 

n-2 (cf. 補題6.l(ii)).nが偶数のとき Pfaff行列式は次で与えられ，特に sgn(pfFK)= (-1tl2sgn(kn-1). 

pfFK = (-l)n/2柘k3・・ ・kn-1- (0.2) 

1 一般化の前に

簡単のため捩率ヂ 0とする.n = 2m+lのとき Fの余因子行列 (§6.2)はF=xtx.ここでX=点 *(F八

・・・八F)E ker F, 右辺は m乗.X=LXぶに対して定傾条件 (ii)は(kn-i/kn-2,... , k4/k3, k2/k1) = 

canst E Rmとなるが， n>5のとき残りの定傾条件を導かない.n=2mが偶数のとき X= 1 (m-1)! *(FI¥ 

・・・I¥ F) E so(n)~A2Rn とすると F = XFXであり，三＝区i<jふ1e;11名に対して

span 3 = canst C A2Rn←⇒ [k1 : k2 : ・ ・ ・: kn-1] = canst E RPn-2. (1.1) 

この曲率比条件が定傾条件の一般化と考えられることを以下で示したい．以後n=2mとする．

2 用語の準備

• 曲率比例．平面曲線x,yの曲率をそれぞれKx,Ky と書く• 1±1/liJI, Kx/ Kyがともに定数のとき， xはy

に曲率比例 (proportionalin curvature)するという．例えば微分可能関数h(t)をe2tcos h(t) = 1 + sin h(t), 

h(O) = 0で定めると，曲線

叫 t)=j (cosh2u)ei入h(u)du EC~ 配 (2.1)

は1わ（入,ii/Ix囚）I= 1, K叫 K入2=ふ／極自己交点数は「(I入— 1)/21, の性質をもっ.•4 曲率比例関係にある

x, yがK斗i:l=K叫針を満たせば相似になる. Xが閉曲線のとき r(x)=点§Kxxi dtは閉曲線士の基本群

7r1(TR2 ¥ 0)宰 Zにおける度数を表し回転数 (rotationnumber)という．

• Frenet形式.Rnの正則曲線 X= x(t)は一般性条件 (0.1)を満たすとする.Frenet形式

n-1 

咄＝ーと厄I¥ぞi+l (2.2) 
i=l 

は曲線xの（自己交差を除いて）まわりの閉形式に拡張できる.Frenet方程式は次の形になる

（名A名）●=[WKぶ＾名]. (A2Rn~so(n) の同一視をしている） (2.3) 

ここまではnが奇数でもよい．以下n=2mとする.Q, Q. E SO(m)によって

咄＝ーシぶA7/i, { (l ... 品）＝（希函...土 1)Q
i=l (祈．．．伽）＝（西西．．．も~)Q.

(2.4) 

の形にできる.μiはμ1::;. μ2 ::;. ・ ・ ・::;. μm-1 ::;. μ 叫， sgn(μm)= sgn(pf FK) (cf. (0.2))の条件で一意的に定

まる．簡便さのためこの順序付けを仮定することがある．

Iμ 叶，...,Iμ 叫が互いに異なる (2.5) 

•4 入が整数のとき X(入）は代数曲線だろうか？
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→ → → → → → 

を分離性条件 (separability)という.a,= <;i I¥が;~sp皿{.;i,ガ;},.; = .;i /¥・ ・ ・/¥ <;m~span{.;1, ... , .;m}, 

T/ =示 I¥・・・I¥fim~span{扉... , 伽｝とおくと，次の相補的な直交分解を得る．

Tx~Rn= a1① ・・・①ll'm =~ ① T/・ (2.6) 

• Maslov回転数． シンプレクティック線形空間 R2mの Lagrange部分空間の全体は U(m)/O(m)に

Gm(R日）で次元は叫翌ユ）に州 =dimGm(R日）．ファイバー束 U(m)/O(m) 竺~U(l) が墓本群の同
型7r1(U(m)/O(m))竺 Zを与える (m> 1のとき 7r1(Gm(R2m))= Z/2). W)がLagrange部分空間である
ような閉曲線xに対しくの 7r1(U(m)/O(m))での度数m(x)をMaslov回転数 (Maslovdegree)と呼ぶ

3 主結果

n=2mとし， mの正則曲線 X= x(t)は一般性条件 (0.1)をみたすものとする．

定理 A.x = x(t)はさらに分離性条件 (2.5)を満たすとする．このとき [k1: ・ ・ ・: kn-1] E RPn-2が一定

であるための必要十分条件は xが曲率比例の関係にある互いに相似でない平而曲線x,の直積の対角曲線

(x1(t), ... ,xm(t))と合同になること．

平面曲線叩の中で相似なものがあればxは余次元 2以上のアフィン部分空間内に位置し一般性条件に反す

る．分離性条件は不要と思われる (cf.§4). 

定理B.R4の閉曲線 xに対して有向 Grassmann多様体 G2(Rり竺 82X炉の曲線gのHodge*に関する
士成分，つまり各52への射影は炉を等しい面積の 2領域に分ける．

捩率0曲線を考えれば，定理Aはn=4のとき定傾曲線定理，定理BはJacobiの定理 [1]となる.Jacobi 

の定理の一般化はさらに高次元でも考えられるが，定傾曲線定理およびその一般化である定理Aのように必

要十分条件の形で述べることが難しいため，どのような定式化にしたらよいか決めかねるところがある．

定理 C.捩率i=0の曲線について定理Aの条件は，任意の t,t'に対してく(t)がWK(t')に関して Lagrange

的であることと同値．このとき xが閉曲線ならば（定理Aの記法で） m(x) = 2区;:1r(叩）．

閉曲線が定理Aの条件をみたせば捩率ヂ 0となることに注意する. (0.2)より捩率i=0のとき WKはシン
プレクティック形式である．

4 証明の方法

4.1 A2Rnの曲線としての WK

Frenet形式WK=WK(t)について次の条件を考える： (a) WKは定点； (b) WKは直線（または定点）； (c) WK 

はA2Rn内のアフィン平面内に含まれる.1階微分切くの計算から (a)はxが螺旋であることと同値，心Kか

らは (b)と曲率比条件 (1.1)の同値性，さらに磁K から (c)も(1.1)と同値であることが示される.4階微分

涵玉の計算結果として定理Cが証明される (n= 4の場合は2階微分心K で十分）．

これらは曲線WKの制約として著しいが，それは曲線WKを決定するための不変量がもとの曲線xのEuclid

不変量より少ないためと考えられる (cf.§5). 
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4.2 so(n)の曲線としての WK

(2.4)に(2.3)を用いて曲線WKのAd(SO(n))不変な性質を見る．鍵となるのは

補題 4.1.a,= o~ ⇒ Q = Q. = 0⇒ [k1 : ・ ・ ・: kn-1] = canst E RPn-2. 

はじめの条件が定傾条件 (ii),次の条件が定傾条件 (i)に対応する．逆について

補題 4.2.[k1 : ・ ・ ・: kn-1] = canst E RPn-2かつ分離性条件 (2.5)⇒Q = Q. = 0. 

分離性条件は不要と思われる.n=4のときは §6(6.1) 式から具体的に確かめられる• a, = k2i-l汽

b; = k元とおき， m次多項式p叫t)を

Po(t) = 1, Pm+i(t) = (t -(am+l +加））Pm(t)-am加Pm-1(t) (4.1) 

で定義する (cf.§5). Pmの判別式D(pm)はa1,... , am, b1, ... , bm-1の2(m-1)次式である．

補題 4.3.一般性条件 (0.1)のもと，分離性条件 (2.5){=⇒ D(pm) /= 0 

m=2およびm=3で捩率島 =0の場合にこの判別式条件は容易に確かめられ，したがって定理Aでの

分離性条件は不要．曲線xの定平面aiへの射影を Xiとすることにより定理Aが示される．なお分離性条件

は定傾条件 (iii)に相当する (§7).

4.3 曲線g

定理 A が接空間 Tx の m 分解に関するものであるのに対して，定理 B はも ~_j_ = T/分解に対する

ものである.n=4のとき，曲線く(t)Eら(RりcA2R4の Euclid曲率からはよい性質が見えない．
A2R4 = A(+) EBA(一）を Pfaff計量 pf(a,(3) =占*(a/¥(3)(符号＋＋＋ーーー）で考えることにより Jacobiの定
理とまったく同様に定理Bが得られる（面積条件はGauss-Bonnetから）. Pfaff計量に関して〈t,t〉=pfFK・
よって (0.2)より曲線くが光的となるための必要十分条件は捩率 k3= O, つまり 3次元での Jacobiの定理の

場合である．

5
 
考察

1. Rn~Rm @R2と考え， m次行列 AをFK= A@(闘）―tA@(閻）で定める．具体的表示は
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(4.1)の多項式Pm(t)はtAAの特性多項式である.Aを用いると Frenet方程式は

｛羞（西，函，．．．，召~-1)
羞（西，西，．．．，も~)

= 1±1(西，西，．．．，召;,)A
= -1±1(蔚，西，．．．，召;,_1)1A

(5.1) 
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となり，解析力学のHamilton方程式とよく似ている．表題の「シンプレクティック側面」はこの観察

による. ~=e1/\ 硲 I\···/\en-1, T/ =的I¥函/¥・・・/¥e,れにも注意する.Lagrange部分多様体のシンプ

レクティック幾何での役割は菫要であるが， Lagrange 性は共形シンプレクティック•5 不変であり，定

理Cについてもシンプレクティック形式として WK以外の選択肢がある．例えば§7の三

2. 自然に (5.1)の周期解に興味が導かれる．これは閉曲線の考察に対応する．曲率比例の関係にある閉

曲線の組を求めることも意外と難しい．定理Bおよび定理 Cの後半は閉曲線に関する結果であるが

Frenet枠のスピン持上げも興味ある問題である.Frenet方程式のスピン持上げは Spin(n)とSO(n)

のLie代数が同じであるから本質的に変わるところはない．閉曲線の Frenet枠のスピン持上げが可能

かどうかは見るべき点で，ここにスピン表現を用いることに興味がある •6.

3. 高階微分不変量は特異点の問題および小畠方程式 (1962,1965, 1971, ...)にも関係する．曲線の特異点

はBouquet方式のブローアップ，伸開線・縮閉線の方法 (e.g.[7])などにより特異性を解消した後の高

次曲率がその性質をよく表す．このような操作でしばしば幾何学（その構造群）の交替がおきる．小畠

方程式についても同様な観察があることを小畠守生教授ご自身が生前述べており， Riemann多様体の

質量 [5]の考察もその一端としてある．

4. §4.1で述べたように WK=WK(t)はEuclid幾何より大きな構造群をもつ幾何で扱うのが適しているよ

うに思われる．アフィン曲線論は候補の一つであるが高次元で指針となる結果を筆者は知らない．ア

フィンシンプレクティック曲線論はあまり知られてないが高次元でも 2次元アフィン曲線論のような精

巧さがあり，この方法での試みにも関心がある．適切な幾何学への変換が得られれば， [4](論文版は準

備中）における L変換（共形不変量を Laguerre幾何学を用いて Lorentz幾何の等長不変量に読替える）

のような応用が期待できる．

5. そのためには多様体M 上での定式化も必要となる．一般的手順は，まずLie群 Gc GL(V)を指定

し，主 G束P→M, 付随する Vベクトル束E→M にG接続 (wrJ)を用意する (Riemann幾何で
あればG= O(n), E = TM, (wj)はLevi-Civita接続）.M上の曲線 X= x(t)に対して構造群Gに

適合的な媒介変数を定め，そのような助変数に tを限定する (Riemann幾何ならば弧長変数）．、Frenet

枠'u= (ea)をPの曲線として構成し，その双対枠を (ef3)とする (Riemann幾何の場合同一視可能）．

E⑧ E*の曲線wrJ(u)eaRe13を考える (Riemann幾何ではA2TM→TM@T*Mの曲線WK)-前節
までの議論を Riemann幾何あるいはスピン化するために M の向きつけ可能性，スピン条件は必ずし

も必要ではない（曲線に沿うスピンリフトは 2次のコホモロジーの障害にかからない）．

6. その他の考察については [6].

6 補足

6.1 4次元の場合

FK = A@(闘）―tAISi (閻）， A=(ki k~2) に注意する. tAAの固有値は入土＝ふ(y(k1+屁）2 + k22士

y(k1 -k3戸十 k砂戸で，四= ✓応，四=sgn(島）《立 •7 以下 T = (~ な）に対し向(t)=翌畔とする．

A= 占任＝入t~~ゲ>0, A*=叶知＝円；：ーとおくと， k1A-k2 = k3A*, kif A+ k2 = k3/A*. 

•5 単純に考えると共形性は定数倍に限られ，これでは自明なため Caratheodory の方法などがある [9]

•6 [3]にSpin(3)→S0(3)に関係する議諭があるが，そこでのようにスピン幾何を用いずにすませることもできる．
•7 したがって k2 > 0より分離性条件 (2.5)は満たされる．
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よって

{¢A(A)=A* {知(A*)=A 
叩(-1/A)= -1/A*'¢,A(-1/A*) = -1/A . 

これより ¢,AA(A)= A, cpがA(A*)= A*が得られ，次の関係式にいたる．

[k1 : k2 : k叶=[sin20: 2sin(0 + 0.)sin(0-0』:sin20.] E RP2. (6.1) 

A*/A =点＝笠＝四加から μ1= k心°土 =k心閏，四=k1•~: 点=k3 孟~·:.• よって Q= e→ 0, 
Q. = e→ 8• E U(l)竺 S0(2)とすると A=tan 0, A*= tan仇である．

[k1 : k2 : k3] E RP2が一定であるための条件は（ふ，応，応） = (sin 20, 2sin(0 + 0』sin(0-0ふsin2仇）と
おけば応d応ー応d応＝応d応ー応d応 =0であり，これは

(1 -cos 20cos 20. ―sin20sin20.) u) = 0 
-cos 20 sin 20. sin 20 cos 20. 。* (。）

と表せる.k1k2 f=〇より左辺の 2x2行列の行列式＝応和 f=0. よってe= e. = o. 
Frenet方程式から伍=(& I¥示）．＝名＾示＋ふ＾爪＝ー0五＾示ー0ふ＾和よってe= e. = oはa1,
a2 = aいが定平而であるための必要十分条件．

以上のように (6.1)が議論の要となっている．橋本・大橋 [8]は同じ結果を四元数を用いて示している．

6.2 余因子変換

標準同型 Vi0怜 c::V2@V1により TEVi⑭怜は転置 tTE怜⑭ Viに対応する.T: V1→ 怜を
TE 怜 @Vt と考えると •8. 怜=V2** (-¢=⇒ dim屹く oo)であればtrは引き戻し T*:V2*→ Vtと一致す
る．以下dimV=n,A:V→Vとする.AはA.:An-1v→ An-lvを誘導する (n=1のとき A.=1). 
w E Anv• ¥ 0は同型w:An-1v→ V*; a >---+ w(a !¥・）を導く．行列式 detA= A*w/w, 余因子変換
(cofactor transformation) A=  w o A.ow―i: V*→ V*はW の取り方によらない (n=1のとき A=l). 

An-ly 

↓ W 
V* 

土 An-lv
↓ W 
v・ Â

↓
 補題 6.1.(i) AB= AB, 乙=cn-1 A, t,4 = tA_. (ii) rank A<::: n-2-¢=⇒ A= 0. (iii) A.a/¥X = al¥ tAx. 

特に (detA)a/¥ X = A.(a) I¥ A(X) = a I¥ tAA(X)より Laplace展開detA= tAAを得る．

命題 6.2.(i) (Cramer) <let Aヂ0⇒A-1 =――-
dej;A 
t,4_ (ii) <let A = O⇒ A=  xty, ヨXE ker tA C V*, 

一―→
:lY E ker A c V = V**. 特に r皿 kA<::: 1. (iii) A=  (detAt-2A. (iv) p-lAP = tp,4 tp-1_ 

P=士Pをみたす行列は次の通り.n=lのとき P=士1;n 2 2では P=Oまたは p= cQ, ここで

cn-2 = 1, tQQ = 1, detQ =士1.特に n-=/2のとき実行列P-=/0に対してはPEO(n), detP =士1.

計量線形空間では，計量による同一視 v~v· のもと AはHodge*を用いて次の可換図式で表される．こ

のAは計量の共形類にしかよらない．
An-ly 

↓ * 
V Â

↓
 

生 An-lv
↓ * 
V 

•8 行列の添字記法で (aj) が (a,1) に対応する習慣に従った．
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同一視 V'.:::'.V*は若干の混乱を招くため，双線形形式 TEV* ISi V*'.:::'. Hom(V, V*)の余因子形式 'I'E

V 0 V'.:::'. Hom(V*, V)について補足する.w* E AnVをw(w*)= 1で定める.det T = detw T = T*w* /w, 

余因子形式T= w* oT. ow―1はいずれも w依存となる．

An-ly 

↓ W 
V* T̂

↓
 

五 An-lv•

↓ w* 
V 

補題 6.3.*9 (i) <let cwT = C―2detwT,wをc倍するとtもc-2倍される. (ii) tfT =可;T= detT. 

7 第 1節に戻って

§1の三は次のように表される（この計算に必要な事項は §6.2).

己=(pf転） (¾a1 +・・・+亡am), a;=&/¥ガ， (7.1) 

a; が一定のとき，連比 [μ1:... : μ 叫も一定になることが示され，したがって spanB = const. よって曲

率比 [k1: .. ・: kn-1]は一定となる（補題4.1). しかし逆を考えるとき，たとえばμ;=μj, i =I= jであれば

a;jμ □句凡の直交分解は一意的に定まらず，これが補題4.2で分離性条件を必要とする理由になっている
（分離性条件を仮定しなくても， a;,ajを取り直すことで修繕可能と思われるが分離性条件を示すことができ

ればより好ましいと考える）. §1では感触をつかむため捩率 =I=0を仮定したが，実際には一般性条件 (0.1)で

十分である．
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（こばやし おさむ）

•9 [2]ではRicci曲率の対称性を仮定しているため転置を明示してない．




