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密度行列繰り込み群(DMRG)の正体は､｢密度行列より導かれる精密な数値変分法｣で
す｡変分法というと､｢基底波動関数の形を物理的直感に基づいて独断と偏見で定める｣

ような職人芸的な方法… に聞こえますが､DMRGは ｢計算対象に最適な変分関数を自

動生成する｣という点で従来の数値変分法とは一線を画しています｡この解説記事では､

DMRGの細かな計算手続きよりも､その基本原理に目を向けることにします｡｢密度行

列｣繰り込み群という名前の由来や､DMRGの背後にある変分原理について､一緒に考

えましょう｡

§1. はじめに

密度行列繰り込み群 DensityMatrixRenormalizationGroupl)(以下略称DMRGを用いま

す)が登場してから既に数年が経過しました｡DMRGが登場した直後は ｢驚くべき精度の
変わった数値計算法｣という印象が強かったらしく､人々が ｢数値計算の常套手段｣として
DMRGを使い始めるまでに､しばらく時間がかかりました｡2)やがてLanczos対角化に限

界を感じた数値計算の専門家達 (著者たちも同じ穴のムジナ)が､雪崩を打ってDMRGによ
る数値計算に参入し､現在では実に幅広く応用されるようになりました｡3)既に数多くの応

用事例があるのですが､せっかくの和文解説ですので､国内の皆様の仕事をいくつか取り上

げてみましょう｡ボンド交代系への応用4)､ランダムスピン系への応用5)､ハバード模型への

応用6)､近藤格子系への応用7)､ベ-テ格子模型への応用8)､磁化過程の計算9)などがこれま

でに行われています｡ (他にも多数‥‥)

もともと1次元量子系の基底状態に対する計算法として確立されたDMRGですが､その

後応用範囲が広がり､2次元古典系10) 【手前味噌其の-】や有限温度量子系の熟平衡状態

の解析11)なども行われています｡これら2つの拡張は量子系のハミルトニアンに対する計

算手法であったDMRGを､2次元古典系の転送行列に対する方法として表現しなおすこと
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によって得られました｡昨年 whiteが公表した ｢DMRGを100倍速くする方法｣(図 1の

DMRG++)12)を用いると､一段と高速･高精度なDMRG計算の実行が可能になり､2次元

量子系 (N段梯子)などにもDMRGが応用できるようになりつつあります｡13)(当然ながら､

3次元古典系のDMRG計算事例が現れるのは時間の問題です｡だれが最初に手をつけるのか､こっ

そり注目しています｡)なにぶん進歩の早い分野ですので､｢目の前の問題をDMRGの助け

を借りて解決しよう｣とお考えの方は､まず最新情報をcond-mat等のプレプリントサー

バーで拾って下さい- Key-WordはDensityMatrixとか DMRGでうまく探せると思いま

す.(たぶん､この記事を印刷している間にも､いくつもの森文が出版されつつあると思います｡)

ちょっと話がわき道にそれますが､DMRGには｢もう一つの隠れた系譜｣があります｡(図1)

それは､30年以上前にBaxterに′よって定式化された ｢角転送行列 (CornerTransferMatrix)

の方法｣です｡14)Baxterの方法は (Baxterが厳密解の大家なので)2次元古典系の厳密解

を求める為の解析的手法と思われがちですが､実は数値計算法としても優れていることが知

られています｡Baxterの計算法はDMRGに通じるものがあり､仮にBaxterの方法が量子

系に応用されていれば､ごく自然にDMRGが導出されるはずであった-･:･のですが､歴史
はそのようには動きませんでした｡Baxterの方法の数値計算的側面は､忘れ去られてしまっ

たのです｡(｢物事にはタイミングが盃要｣というのは､我々の師･菊池誠先生の御言葉｡)時は流
れて 1995年､奥西はDMRG とBaxterの方法の共通点を兄い出しました｡15)【手前味噌

其の二】 そして､両者の ｢いいとこ取り｣をして作ったのが CTMRGという古典系の繰り

込み群手法です｡16)これについては､(本当は話したくてウズウズしているのですが)また別の

機会にお話ししましょう｡

さて､DMRGが幅広く応用されるにつれて､物理学以外の分野にもDMRGモドキが自

然発生している事実が浮かび上がって来ました｡それらは画像圧縮や､量子情報圧縮などの

療法として考案された､あるいは考案されつつあるものです｡17)(図 1右)こうしたDMRG

モドキは全て ｢有限の､ある限られた情報を使って､出来るだけ正確に対象を再現する｣と

いう哲学に導かれて得られたものなのです｡少し言葉を置き換えて ｢有限の､ある限られた

(relevantな)自由度を用いて､出来るだけ正確に物理系 (の根本にあるもの)を記述する｣と

表現しなおすと､まさに ｢くりこみ群の精神｣ではありませんか｡どうやらDMRGという

手法は､ただの数値計算技法を超えて普遍的な問題解決手段のようです｡思うにこの先､繰

り込み群と情報理論を包含する方向へ新しい発展があるのではないでしょうか? まだまだ

DMRGの解析的な基礎づけすら存在しない状態ですので､これからDMRGに参入される

方にも ｢仕事のネタ｣が数多く残っているのが現在の状況です｡ ともかく､数値計算に直
接タッチしない方でもDMRGの計算原理を知っていれば何らかのご利益があると確信しま

す｡(特に､画像圧縮関係の仕事は､現世利益に直結していると思います｡)18)

話を元に戻して､この解説の方針について｡DMRGの具体的な計算方法は､Whiteによ

る原論文1)に詳しく､詳し～く一 成功の秘訣や失敗を呼ぶ落とし穴まで- 記述されていま
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Fig.1.DMRGの系譜‥ DMRGに関連した計算手法は､(1)Wilson繰り込み群に由来するもの20)(2)古

典系の変分法に由来するもの14)(3)情報圧縮に由来するもの､があります｡探せば､もっと他のものも出て

くるかもしれません｡ (例えばデジタル録音媒体の音声圧縮形式など｡)

すので､直ちにDMRGによる数値計算を開始したい方は､先に原論文を読まれた方がよろ

しいでしょう｡相補的に本稿では ｢密度行列繰り込み群の背景｣､もっと直接的に言うなら

ば ｢密度行列を､どのように繰り込み操作と関係づけるか｣について説明します｡19)DMRG
は､実空間繰り込み群でありながら､(70年代に試みられた荒い一 近似的な一 美空間繰り込

み群に比べて)なぜ桁外れに精密なのか､また反復計算なのに誤差が累積しないのは何故な

甲か､計算物理屋から見て不思議な点が多々あるのですが､通常とは少し違った角度から

DMRGを眺め直す事によって疑問は氷解することでしょう｡先に少しだけタネ明かしをす

ると､『DMRGは､"密度行列を対角化する直交行列 (の一部)"により作られる､行列積型
の変分波動関数を最適化する方法だ』と言えます｡この意味において､DMRGには ｢通常
のくりこみ群｣ 20)らしからぬ所も多々あるのですが､これは単に用語の問題ですので､こ

こでは深入りしませ在｡"密度行列を対角化する直交行列"とは何でしょうか､また変分関

数はどのような形をしているのでしょうか?順を追ってこれから説明します｡
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§2. 密度行列と分配関数

｢密度行列｣繰り込み群 (DMRG)について考えるために､まず密度行列を定義しておき
ましょう｡密度行列は､量子力学や量子光学などの教科書で取り上げられることが多いので

すが､これから考察の対象にするのは量子統計力学で扱う密度行列です.形式的に定義を与

えるならば､ (カノニカル ･アンサンブルを考えて)熟平衡状態にある物理系について 『ト

レース (Trp)が系の分配関数 Zである行列 pを密度行列と呼ぶ』というのが味も素っ気も
無い密度行列の定義でしょう｡これでは余りにも不親切なので､もう少し具体的な系に対し

て密度行列を定義しましょう｡例としては何でも選べるのですが､ここではDMRGを育ん

だ模型であるβ-1/2ハイゼンベルグスピン系に着冒しましょう｡

M=3 N - M = 3

Fig.2.Ⅳ サイト1次元ハイゼンベルグ模型: この図ではシステムサイズ Ⅳ=6で､左の部分系の大きさ

は 〟 =3｡これ以後､常にOpenBoundaryの系を扱います｡

.1次元 S-1/2ハイゼンベルグ模型のハミルトニアンH は､隣接するスピンsiとsi+1

の内積 hij- Sits,･によって
〟-1

h-J∑hii.1 (2.1)i=1
と書き表されます｡Jは相互作用定数で､J>0ならば反強磁性的､J<0ならば強磁性的

です.Nはシステムサイズ (-系に含まれるスピンの数)です｡従ってh を行列表示すると

2N 次元実対称行列になりますO (注‥k は全スピンS=∑r=1S.･と､そのZ成分を保有します
ので､hは2N次元のブロック対角行列になりますo実際の数値計算では､ブロックそれぞれを独立

の行列として取り扱いますので､数値演算する行列のサイズは2〃 よりだいぶん小さくなります｡)

後の便宜上､系をM サイトの左側部森系 [L]と､N-Mサイトの右側部分系 lR]に分割
して考えます - lL]はくsl,S2,- ,SM)を含み､lR]は くsM,SM+1,- ,SN)を含みます.(図

2)部分系 lL]及び[R]のスピン配列を､いちいち矢印でnJm ･.･)と表記するのは繁雑な

ので､ この章の最後まで 国 のスピン配列を lで､また [月]のそれを rで代表さ
せ､全系のヒルベルト空間の基底を佑r)と書き表すことにします｡この基底でハミルトニ

- 136 -



｢密度行列繰り込み群｣の変分原理

HL,,i,,,-(lrlHll'r')

アン(式2.1)を行列表示すると

という実対称行列になります｡

(2･2)

影の声:ハイゼンベルグスピン系を選んだのは､ハミルトニアンが実対称で数値的取り扱いが特に

簡単だからです｡以下の説明でも､ハミルトニアンの実対称性を仮定します｡エルミート行列は､行

列次元が 2倍の実対称行列に"忠実に"書き直すことができますので､実対称行列と全く同様に扱え

ます.より一般的なケース､例えば(a)ハミルトニアンに温度 (=虚時間)依存性がある(b)ハミル

トニアンが非対称行列になる-などの場合については､少し注意が必要なのですが､数式を繁雑に

するだけで本質的な所は変わりませんので､本稿では取り扱いません0

式 2.1で与えられた 1次元スピン系が､温度 β-1/kBTの熟浴 と (限りなく)弱 く結合 しA
ている場合に､系の密度演算子は β-exp(-βH)で表わされ､その行列要素 (-密度行列)

は

pl,,I,,,-(lrle-PHll'r') (2･3)

と(形式的に)与えられ ます｡ この pLr,I,,,は､虚時刻 T-0の量子状態 tF(0)L′,,を虚時刻
丁-βに推進する働き

甘(P)I,-∑ pL,,I,,,せ(0)I,,, (2･4)
JJγJ

を持ちます.この式から浮かぶイメージは､長さNの鎖がβだけ動く様子ですので､密度

行列 pL,,I,,′は T-0とT-βの間に張られた2次元面に対応していると考えるのが自然

でしょう｡HL,,I,,;が実対称行列だったので､ここで与えられるpL,,I,,,も実対称になります.

(図3)

DMRGで扱う密度行列は､恥 J.r′そのものではなくて､右側部分系についてトレースを

取ったもの

巌 -∑ 仙 ′γ
㍗

と､同様に左側部分系についてトレースを取ったもの

pF,′-∑pL,,I,,L

(2.5)

(2.6)

で､一般には ｢密度行列｣とは区別して､｢密度副行列｣(DensitySubmatrix)と呼ばれて

いるものです.pEz′は､虚時刻 T-0における左側部分系[L]のスピン配列 l′を虚時間発展
させて､T-βの野列 lに移す行列ですが､lR]からの影響が含まれている点に注意して下
さい;lL]内部のスピン揺らぎが､[L]と[R]の継ぎ目を通して [R]に影響を与えて､更にそ

の反跳効果を再び国 が受けるのですOその意味においてpEz,は右側部分系 lR]の情報を含
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＼一一一 一一- ′ヽ一一 ＼一一一一｢√一

1' r-

て=0

Fig･3･1次元量子系の密度行列が張る2次元面‥ 長さNの一次元量子系 (自由端)を考えた時､密度行列

p1,,I,,,はNXβの長方形領域に対応していると考えられる.

んでいるのです｡例えば 国 が2サイト､岡 が3サイトの場合 (〟-5,〟-2)の密度副

肴列 pEL,(4次元行列)を実際に求めてみると､それはlL]が 2サイト､[月]が4サイトの場

令(〟-6,〟-2)の/右 (これも4次元行列)とは一致 しません｡

補足:単に用語の問題なのですが､密度行列繰り込み群の世界では､密度副行列pE,,やpF,,を単
車こ｢密度帯列｣と呼びます.その理由は､(1)いちいち密度 "副"行列と ｢副｣の字を付けるのが紫
一番最初にあげた rトレース(Trp)が系の分配関数Zである行列 pを密度行列と呼ぶ』とい
を字句どおり解釈すると､関係式

Z-Trp-TrpL=T,pR (2.7)

% 2i

よりpEL,やp,i,,を ｢密度行列｣と呼んで差し支えないからです｡この慣例に従い､これ以後とくに
断わらない限りpLやpRLもpと同じく密度行列と呼びます｡よくよく考えてみると式 2.3のpt,,LJ,,

も ｢系と弱く熱結合している外側の全宇宙の存在｣を考えると､｢密度副行列｣であった訳です｡そ

れを思い起こすと｢宇宙全体の発展を与える密度行列｣以外は常に密度 唱̀り"行列と呼ばざるを得ず､

ちょっと堅苦しすぎます｡まあ､些細な名称にこだわらずに､『密度行列繰り込み群の記述に出てくる

｢密度行列｣という用語は〆 や PR をも指す』という点だけ記憶して下さい｡

図 3で密度行列 p(式 2.3)が長方形領域 LXβに対応 している事を示 しました｡この対
応 をそのまま pL,pRや Zに当てはめると､図 4の様になります｡分配関数 Z(式2.7)は
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pのトレースを取ったもの一 即ち長方形の2辺を貼り合わせたもの- なので左上の円筒

に相当します｡〆 (式 2.5)とβ月(式 2.6)は､長方形の2辺の一部を貼り合わせたもので､

｢横に切り口の少し入った｣円筒に対応しています｡トレース操作が貼り合わせに対応して

いることを逆の立場から見ると､先に円筒に対応するZが与えられていて､それにハサミ

を入れて ｢切り開く｣事によって順次 pL,pR,そしてpなどが得られると解釈する事も可能
です｡

Fig.4.密度行列と分配関数の図形イメージ:分配関数 Zは円筒に対応していて､それを ｢切り開く｣捜作

によって密度行列 pL(式2.5),pR(式2･6),p(式2･3)が順次得られるo

§3. 密度行列の圧縮

密度行列繰り込み群は､(絶対零度 β- ∞ における)密度年列 pL(とpR)に関連した行
列を数値的に扱います｡｢数値的に扱う｣とは､コンピューターのメモリーに行列要素を格
納して､行列同士の四則演算を行うことを指すのですが､(1996年の時点で)現存するコン

ピューターでは約 3000次元､大きくてもせいぜい30000次元までの行列しか取り扱えませ

ん｡Nサイト̀のS-1/2ハイゼンベクルグ模型を念頭におくと､左側部分系 lL]のサイズ

がM の場合pLは2M次元行列ですから､密度行列のサイズ (-行列次元)はM が増加す

るとともに急激に大きくなります｡このままでは〃-12あたりが数値計算で取り扱える限

度です｡従って､これより大きな系を数値的に扱おうとすれば､何か工夫をして密度行列の

次元を大幅に落とさなければなりません｡

密度行列とは､系の情報を余さず持つ行列です｡その ｢次元を落とす｣となると､当然な

がら幾つか系の情報を捨てなければなりません｡出来れば ｢さして重要ではない情報｣を落
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としたいものです｡系の最も重要な情報は何でしょうか?我々の拠り所である 『トレース

(Trp)が系の分配関数 Zである行列 pを密度行列と呼ぶ』という言葉に照らすと､まず一

番大切なもの (の一つ)は分配関数 Zであると言えるでしょう｡事実 Zがわかれば熟力学量

や､β- - の極限を取って基底エネルギーを求める事ができます.そこで､これから 『pL
よりも行列次元の小さな行列で､そのトレースが分配関数 Zの良い近似を与えるものを探

すことによって､本来 2M 次元である密度行列 pLの情報を､よりコンパクトな m 次元行

列 jf の中に圧縮する』ことを目指しましょう｡ ここに出てきた m は 2M よりも小さな自
然数です.圧縮された密度行列 pL は一体どんな行列なのでしょうか｡もちろん､『行列要素

が分配関数 Zである1次元行列』は､上記の要件を満たすのですが､それは ｢わざとらし

い｣ですし､しかも少々情報を落としすぎています｡ m次元実対称行列は､その固有値と
してm 個の主要な自由度 (～情報)を持っていますから､数値計算で取り扱える限り大きな

mを取るのが望ましいのです｡(m として数十から数千の間の値を考えるのが実際的です｡)

上の目的意識に基づいたpLの行列次元圧縮はpLの対角化を通じて実現できます｡pLは

2〟 次元実対称行列でしたので､適当な直交行列Q-(ql,q2,-)を用いて

QT〆Q-A-di且g(右 ,入2,…) (3.1)

と対角化する事ができます｡ここでQT-Q-1はQの転置行列､IiはQの列ベクトルqiに
対応するpLの固有値です.(qi同士は直交しています｡)記号 diag(-)は､対角要素がカッ

コの中味で与えられる対角行列を表わします｡これ以後､固有値は大きい順入1≧人2≧… に

並んでいると仮定しましょう.式3.1の両辺のトレースを取ると､QQT-1より固有値全

体の和 ∑.?="1人iが分配関数 Zに一致することがわかりますO通常の物理系において､密度

(副)行列の固有値 吊 ま全て正 (又はゼロ)なので､Iiを大きい方からm(<2M)個足し合
わせたもの

2-皇Ii (3.2);=1

は常にZよりも(少しだけ)小さいことが分かります‥Z≧ゑ(これは自明). 実はm が充
分大きければ､真の分配関数 Zと上で与えた豆の差

2〟

Z-2- ∑ li

i=m+1

(3 ･3 )

は､Zに比べて非常に小さくなることが経験的に知られています:Z≫Zlg.これは､入i

がiに対して指数関数的に(又はベキ乗的に)減衰するからです.ですから丘は分配関数 Z
の良い近似値なのです｡(この事実は､massiveな系に対しては証明することが可能です｡)従っ

て最初に挙げたp～Lとして単純に

j5L-diag(ll,人2,… ,Am) (3･4)

を選べば､ひとまず pLをm 次元に圧縮するという目的を達成できます｡密度行列pLの固

有値 Iiは ｢外界 (-lR])との相関による系 (-lL])の揺らぎの重率｣を記述していると考え
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られますから､このようにβLを定めることは､｢左右のブロック[LH1q間に引き起こされ

る(Virtualな)ス.ピン揺らぎの大切なモードを拾?ている｣という意味合いがあります.(実
は､DMRGの開祖 WhiteはDMRG発明以前にWilsonと共同で ｢2つの部分系の滑らか

な接合｣の研究をしています0 21)その仕事が､やがてDMRGとして実を結んだようです｡)
もう少しエレガント(?)にZを表現しようと考えるならば､まず 2M x m 次元行列
a-(ql,q2,-,qm)(つまり行列 Qの一部分)を導入し､p-Lを

p～L-eTpLe

と書いておいて､そのトレースを取ることによって豆を

2-TrPL-Tr(eeTpL)

と表わせばOKです｡右辺に出てくるp-eeTは､

P2-p, Trp-m

(3･5)

(3.6)

(3･7)

を満たす ｢自由度を2M からm へ落とす｣射影行列です｡ここで定義されるPに限らず､
一般に 『任意の射影行列P=P2について､

Z-TrpL≧Tr(PpL) (3.8)

が成立する』と言えます｡これは､不可逆な射影変換 (繰り込み群変換)で密度行列の自由

度を制限すると､得られる近似分配関数 (右辺)が真の分配関数 (左辺)よりも必ず小さくな

るという事実を示します｡自明な事実かもしれませんが､

これが密度行列繰り込み群の基礎をなす変分関係式です｡

式3.8を図形で表わすと､図5の様になります｡三角形が行列 Qに対応していて､その

頂点上にある黒い四角形はm 状態の変数を表わします｡行列 QがpL上の3つのS-1/2

スピン(白丸)やミ持つ自由度 (23-8)をまとめて､一つのm 状態変数 (黒四角)に射影する

ことが直感できるでしょう｡この射影操作は､(伝統的な)実空間繰り込み20)と全く同じです

ので､得られるm状態変数は ｢m状態のブロック･スピンである｣と見なせます｡ここで

注意すべき点は､ブロック･スピンが元々のスピン(図5中の白丸)の自由度を均等に持っ

ているのではないことです｡非常に長い(massiveな)系を考えていただければ自明なのです

が､pLの行列要素は左側の方 (円筒の端の方)のスピン変数 (白丸)には余り影響されませ

ん｡(遠く離れたスピン同士は､ほぼ無相関だからです｡)従って､｢DMR:Gに登場するm

状態ブロックスピンは､[L]と【月]の継ぎ目あたりの動的な自由度を主に記述する｣という

ことがわかります｡こういう意味で DMRGに出てくるブロック･スピンは(計算尺の対数

目盛みたいな物で)左右の系の継ぎ目付近のスピン自由度を ｢ほぼそのまま｣持っていて､
系の両端に向かっていくと段々と個々のスピン自由度が ｢ぼやけて｣行きます｡
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Fig･5･密度行列への射影演算子の挿入: N-6,M=3の場合のnpLとnp～L.左右両図ともに､下端
は上端につなが?ている｡(周期境界条件)

§4. 波動関数の行列積表示とゼロ温度極限

先の章では､密度副行列 pLを対角化する事によって､射影行列 p-eeTを得ました.
行列 Qは DMRGでブロック ･スピン変換を行う行列なのですが､実はこれ以外にも重要
な働 きを持っています｡この章ではe(とその仲間たち)が ハミルトニアンHの固有波動
関数と関係 している事実を明らかにします｡

数式を簡素にするために､今後 6サイトの系 (〟-6)を取り扱うことにします｡各サイトのス.ど

ン変数を左からa,a,C,a,C,I(=土1/2)と呼ぶことにしましょう.6サイトの系など､DMRGを使う

までもなく数値計算に乗せることができるのですが､ここでは学習的な意味をこめて､あえて単純な

場合を観察します｡(実際の計算では､N は'100を超える数です｡)

これから見て行 くのは､左側部分系 国 のサイズが 〟-2から〟-6の場合 (〟=6の

場合というのはlL]が全系の場合です)について､密度行列 pLを対角化して､｢波動関数を行

列積で表現する｣手順です｡まず最初に〟-2の場合､即ち左側部分系 [上]のサイズが 2

の場合を考えます｡この時､仝系の密度行列 pに対 して右側部分系 [R]のスピン自由度を縮
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pea,a,a,-∑ pabcdeJ,a,a,cdef
cdeJ

約することによって

(4.1)

2サイトのlL]に対するpLが 与えられます.pLを対角化 (式 3.1)するとQTpLQ-A-
要素で書き表すと

∑Qab,亡挽 a,a,Qa,a,,(,-6eeJ入( (4.2)
aalbbI

- により直交行列Q-(ql,q2,q3,q4)を得ます.ここで､EはIから4までの億を取る4
状態の変数です.Qは､二つのスピン変数(a,blから一つの4状態変数 Eへの変換行列と
みなせます｡

次にM -3の場合について.今度は [R]のスピン変数 d,e,fについて和をとること

pEbc,a,a,C,-∑ pabcdeJ,a,a,C,dej (4･3)
def

により3サイトの[L]に対するpLが与えられます. ここで先ほどの直交行列Qab,Eを､こ
の pLに作用させてみましょう:

pfLc,(,C･-∑gab,ePEbc,a,a,C･Qa,bl,(, (4･4)aalbbI

すると､生のスピン変数 ia,a)ではなくて､4状態変数 Eを行列の足に持つ密度行列 pfc,i,a,
が得られます｡この段階で密度行列を対角化すると1FpLR-A′すなわち

∑RぬくPfLc,i,cIRe,C,,(,- 6∝,入'< (4･5)
, eelcc/

となって､生のスピン変数 Cと4状態変数 Eの粗くC,臼 を一つの8状態変数 ぐに置き換え

る直交行列 Rを得ます｡

次にM -4の場合について｡ 式 4.1,4.3などと同様に､4サイトの [L]に対する密度行

列は

pEbcd,a,a,C,i,-∑pabcdef,a,a,C′d,ef (4･6)
eJ

で与えられます｡M -3の場合に習って､gab,EとRec,(をのセットを用いて3つのスピン

変数 ia,b,C)をtE,C)- 亡の経路で一つの8状態変数 Eに置き換えます:

脇 ぐd,- ∑ Rec,(Qab,ePEbcd,alb,C,i,Qa,a,,i,Re,C･,(,
aalbblccleel

(4.7)

このpfd,eldJを対角化すると､先ほどと同様に 仔,d)の組から一つの 16状態変数 りへの変
換行列 Sくd,n を得ます｡後は推して知るべし､M -5の場合を考えると同様にくり,e)の組

からひとつの32状態変数 〃への変換を表す直交行列 ㌫ ｡,〝を得ます｡(図6)
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二≒ -;_il_=圭__

Fig.6.密度行列の逐次対角化 ジッパーを開く要領で､密度行列の接合部を順次開いて､そこに直交行列を

はさんで行くことが出来る, (ある人いわく､｢社会の窓｣)行列は､Qab,fRfc,( Std.q iTqe,～ UpJ,V
の順に付加して行く｡

この様にして､〟-6にたどりつくと､〟-〃になりますので､左側部分系 国が系全

体になり､右側部分系 [R]が空っぽになります‥pL-p.ですから､対角化

∑Upf,vPEf,～,I,Up,I,,yJ-SwJA/V'
pFLIJfl

(4･8)

により最後の直交行列 UpJ,V を得た時点で､右辺の 入'V'はexp(-βEN)に一致しますo(図6
の最終的な状態)ここでEvはハミルトニアンHの l,番目の固有値です.

これまでの操作をまとめると､直交行列の積 - というよりは縮約- QRSTU(添字は省

略)を用いて 密度行列 pを対角化できることがわかります｡(式4･2.,4･4,4･7,4･8の拡張)

(QRSTU)TpQRSTU-diag(e~PEo,e-βE1,...) (4.9)
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これより､せ - QRSTU 一 要素で表わせば

甘avbcdeJ-∑gab,iEec,ES(♂,nTne,～Upi,v
iE77FL

(4.10)

が､固有エネルギーEyを持つHの固有状態であることは明らかでしょう:HtV =且 ′qlv.
(添字 Z/についての和は取りません.)これが ｢直交行列の意味は何か?｣という間に対する最
初の回答です

一 固有波動関数を直交行列の積の形で書き表せるのです｡

さて､式 4.9において､ゼロ温度極限β→ ∞ を取ってみましょう｡すると､基底エネル

ギーに関する対角項 { βEoのみが残ります｡(基底状態に縮退のある場合の取扱いは重箱の

隅を突つくようなものですので､省略します｡)この時､式 4.10より基底波動関数は

叱 cdef-∑ gab,eRec,IS(a,nTne,pUpJ,0 (4･11)
i(TIFL

と書き表わされます.右辺の右端に ｢ゼロに固定された足を持つ行列 U｣が残っているのは
やや目障りなので､

T′叩e,I-∑Tne,～Up/,o
〟

により(非直交な)行列T'を定義して､tFoをよりスッキリとした形

叱 cdef-∑Qab,iRec,くSくd,nT/叩C,∫
eC77

(4.12)

(4.13)

と表記しておきましょう.行列Q,R,S,Tを得る手順 (式 4.2- 4.8)に従えば､Eは4自

由度､亡は 8自由度､恒 ま16自由度なのですが､鴨 cdeJ を厳密に表わす事だけが目的な
らば､7日ま4自由度で充分なことが簡単にわかります｡(系の左右反転対称性をお考え下さい)

もっと一般的に〃サイトの系の基底波動関数を行列の積に分解すると､ギリ㌢ア文字で書

かれる変数 一 図中で黒四角の変数 - は最大で2Ⅳ/2の自由度を必要とします｡

1次元量子系の波動関数を式 4.13の様に行列積で書き表す試みは､DMRG以前より繰り

返し試みられていて､例えばS-1Heisenberg模型に対するAKLT状態や､22)その拡張

であるZittartzの行列積変分関数23)を挙げる事が出来ます｡DMRGは 『"密度行列を対角

化する直交行列"により作られる変分波動関数を扱う方法』なので､従来の行列積を用いる
変分法の拡張とみなすことができます｡但し､波動関数の形を予測しておくのではなくて､

§6で述べるように ｢模型に応じて最良の変分波動関数が自動的に生成される｣点で､従来

の行列積型の変分法から大きく進展しています｡

§5. 波動関数の圧縮

式 4.13に登場する行列 Q,R,S,T′を数値計算で取り扱うことを目的として､行列要素全

てをメモリーに格納すると2Ⅳのオ丁ダーの数値格納領域が必要となります｡これはシステ
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ムサイズ Nがある大きさを超えると実現不可能ですので､§3で密度行列 pLをp～L という

m 次元行列に圧縮したように､行列の積に分解された基底波動関数 QToを "圧縮する"手続

きを考えましょう▲｡(DMRGの計算に登場するのは､全て圧縮された量だと言って過言ではありま

せん｡)式 4.2-4.8で､Q,R,S,Tを得る過程を見返すと､それぞれの行列のギリシァ文字

の足 E,(,qの自由度を高々m に制限しても｢重要 (relevant)な情報は失われていない｣こと

が分かります｡何故ならばE,(,71などギリシア文字で表わされる添え字は､｢値が小さいほ

ビ重要 (relevant)で､値が大きければ重要ではない (irrelevant)状態に対応している｣から
ですO(その理由は､以下を読んでいただければ明らかになります｡)これ以後､Q,R,S,T(又は

T′)が持つ E,(,りの自由度を高々m に制限したものをe,A,i,i(又はf′)と表記します｡
制限された行列Q,ji,S,f′から作られる近似波動関数

け引

魯2bcde/-∑QablRec,(S(i ,nT ′りe,Ie(71=1 (5.1)

は 申0の良い近似になります.略記するならば､式 4.3は せ0-QIWT′､そして式 5.1は

魯O- eRSf'と表わせるでしょう.(図7)

注意点:(1)E,(,りの自由度はm以下に制限されているのですが､そもそもE等の自由度は4と
いう非常に小さい数ですから､m>4の場合はEには何ら制限が掛かりません.そういう意味にお

いて､Eの自由度は ｢高 々 m に制限されている｣と表現したのです｡(2)式中で6,A,Sは､そ
れぞれ列ベクト)Vに直交性がある行列ですがT′は例外で直交性を持ちません.またQの行列要素

はQの行列要素の一部ですから､Qの行列要素はQab,eではなくてQab,Eと書きあらわしました｡
(ミスプリではありません｡)(3)これから図を多用しますので図と式の対応について､まとめておき

ます.a(又はe)や R(又はR)のような列ベクトルの直交性を持つ行列は､直角三角形で表わしま
しょう｡また､図中の黒四角マークは全て高々m状態の変数に対応するとお考え下さい｡二つ以上

の多角形 (三角形又は四角形)に共有されている変数(頂点)一 例えば図7上 の黒四角一 について

は､対応する式- ここでは式5.1- の中で和を取ります｡図形上でのEinsteinRllleと解釈すれば

良いでしょうか7

式 5.1の 魯Oを用いると､様々な物理量の期待値を､小規模な数値計算で求められます.

例えば 魯Oのノルムを計算するには､図 7下側右に示される様に魯Oを上下から張り合わせ

ば良いのですが､これをいきなり計算せずに､まず Q同士の積

Vee′-∑Qab,iQab,EIab
より高々m2次元のベクトル Vを求め､それに

W((,,ee,- ∑Rec,(RE,C,(,C
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WaveFunction
a b c d e ∫

Norm

= = = = :ココ

b c d e

≡｡(R'ーs nT , uf
a i e Tl

:享享=:-≡:::i- i-i----_
Fig.7･変分波動関数の行列積表示: (上)密度行列繰り込み群は､行列 (-三角形)の積で与えられる変分波

動関数を取り扱う.白丸は2状態のS=1/2スピン変数を表わし､黒田角は高々m状態の ｢ブロックスピ
ン｣変数に対応する｡(下)変分波動関数のノルムを､行列積の形で示したもの｡太い線で結ばれている白丸

同士は､同一のものと考える｡

で与えられる高々m2次元対称行列を作用させて､更に

xm,,∝l-∑S(i,～Se,i,V,a
を作用させ､最後に高々m2次元のベクトル

Ym ･-∑T′叩C,IT'7,e,IeJ

(5･4)

(5･5)

との内積を取る手順を踏みますoこうすると魯Oの内積計算の計算過程においてm2次元以

上の行列が登場しません｡実は､もっともっと小規模な計算で内積を求めることが出来ますo

eヵ埴 交性を持っていた事を思い出して下さいoすると､式 5･2の 左辺はVa,-See,とな
りますO従って､式 5.3の W をVに作用させたものWVも､再び対角 (-転,)になりま
す｡以下同様で､結局の所は式5･5のYm,の縮約∑叩Y,mのみ計算すれば､ 60のノルムを
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求められます｡この簡便さも､波動関数を直交行列の積に書き直す理由の一つです｡24)(サ

イズNが大きな系では､W や Xのようなm2次元行列は､系のStaticな相関の情報を持ってい

ることが知られてJ､ます｡)

さて､せ0 を式 5.1の様に自由度が制限された行列の積で書き表すのは､妥当なのでしょ

うか?答えは､｢基底エネルギーに関する限り､自由度の制限 m を持ち込んでも大丈夫｣で

す.その理由ですが､大ざっばに言って､Eやぐなどの変数をm状態に制限した時の ｢ゼ
ロ温度の近似分配関数｣

(@oJp(β-0)l60)- ∑ 叱cdejPabcdef,a,a,cJd,e,J′62,a,C,a,C,I,
abcdejalblcldlelfI

(5･6)

の誤差は､pfb,((式 2･5)やpeLc,a(式 2･6)の ｢小さな､ゴミの様な固有値｣を捨てた時の誤
差 (式 3.3)のオーダーだからです. (申0は規格化されていると仮定しました｡)分配関数を

取り上げましたが､どうせゼロ温度なので せ2bcdefのエネルギー期待値

(魯oIHl60)- ∑ 魯2bcdefHabcde/,a,bJc,a,eJf162,a,C,a,C,I, (5･7)
abcdefal♭lcldle/JI

の近似精度についても同様の事が言えます｡(精密な事を言い始めると厄介な問題が山積してい

ますので､とりあえずこの程度の説明にとどめておきます｡)なお､基底エネルギーの近似は､こ

れでOKなのですが､相関関数になると話は別で一 相関関数には励起が絡んできますので

- より注意深く取り扱う必要があります.

§6. 密度行列繰り込み群のアルゴリズム

以上がDMRGの説明の ｢下準備｣です｡ (長い道のりでした｡)これまでに述べた手順で

行列積型の 魯Oを得るには､最初から厳密な密度行列 pabcdef,aJb,C,i,C,I,(式 2.3)を車下り的に

知っている必要がありました｡しかしβが与えられているくらいなら苦労しないのです-

それは問題が既に解かれている事を意味するのですから｡そこで､DMRGでは発想を転換

します.｢始めにいい加減な- いや適当な任意の一 行列をe,虎,i,f'(式 5.1参照)として
選んでおいて､後からそれぞれの行列を少しづつ改良する事によって 魯O-e孟Sf′(式 5.1)
の近似精度を上げて行こう｣これがDMRGの主要なアイデアです｡ではこれからDMRG
の計算手順を追って行きましょう｡

まず最初に適当な直交行列Q,虎,Sと､同じく適当な(非直交)行列f′が与えられている
としましょう.これらの行列は､式5.1を通じて魯Oの初期値を与えます｡もちろん､この段

階で 魯Oは真の基底波動関数 せ0とはかけ離れたものです｡初期値として入れる行列は(ゼロ

行列みたいに数億的不安定性をまねかない限りにおいて)本当に何でも良く､例えば単位行列で

も結構です｡これらの初期行列により与えられる◎0は､どのようなエネルギー期待値を持

つでしょうか?これから､系のハミルトニアン(式 2.1)を図8上 のように図示することに
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Hamiltonian
a b c d e ∫ a b b cc d d ee ∫

≡亘…･;亘亘≡亘…･…亘≡
a- b- C- d- e■ r a-b'b-C-C'd-d■e-e-r

VariationalEnergy
S Tー

b. c d e f

Fig.8.卓Oによる変分エネルギーの計算‥変分波動関数 卓Oが行列の積で書かれていることを利用すると､

エネルギー期待値(E)(式6.1)を小規模計算で求められる｡

しましょう｡すると､魯Oによる変分エネルギー

(E)-(魯oFH160)/(@olio) (6.1)

の分子は､図 8の様に図形表示されます｡分母が 式 5.2-式 5.5の計算手順に従って小規

模な数値計算で求められたのと同様に､分子 も素早 く計算することができます｡(皆さん､自一

分でその方法を考えてみて下さい.)つまり魯Oによる変分エネルギーは､たちどころに計算で

きるのです.(E)がなるべ く小さくなる様にQ,A,i,f'をそれぞれ最適化すれば､自動的に
より良い基底波動関数 魯Oが得られる事は､もう明らかです｡ くどいようですが

式6･1で与えられる変分エネルギーを最小にすることが (ゼロ温
度量子系に対する)DMRGの最終目標です｡

(ここから先の部分については､Whiteの論文に詳しく計算手順が述べられていますので､数式の

細かい部分については幾分省略します｡また､【手前味噌その三】で悪いのですが､某所25)にもう少
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二二一二 二三 :

Fig.9.エネルギー期待値 (E).Q)再分割:エネルギー期待値の図形表示 (図8)から､行列曹′の組を抜き
去り､残った部分を有効ハミルトニアンHeJfとみなす｡

しだけ詳しい計算手順を掲載しましたので､そちらもあわせてお読み下さい｡)

魯Oを形成する各々の行列は､左右どちらかの端から改良して行きます.手始めにSf/の
ゼット ㌢i引

◎くdef-∑Sくd,nT′叩e,J (6･2)77=1
を改良することにしましょう｡行列Sとf'を少しづつ変化させて､(E)(式6.1)が最小に
なる停留点を求めても良いのですが､それでは計算時間がかかりすぎますので､DMRGや

はもっと効率の良い方法を用います｡図9をごらん下さい｡エネルギー期待値(E)の歯形表
示 (図 8)から､行列 Sf′に対応する三角痕の2枚組を取り去ると､残った部分は高々8m
次元の行列になります｡(図9右)何故ならば､図9左 において､和を取られずに残ってい

る変数は､2つ以上の図形に乗っていない白丸か黒四角のみだからです｡ (この図の書き方

は､少し唆昧かもしれません…)取り去った部分 (-Sf′)を有効波動関数 ◎_､残った部分
を有効ハミルトニアンHe/Jと考える事が出来ます｡(E)-(◎lHefflO)/(叫◎)を最小にす
るようなSとf'の積 ◎(式6.2)とは､要するに Heffの基底固有ベクトル ◎0のことで
す.ですから､HefJを対角化して基底固有ベクトル ◎0を求め､それを図 10の手続き-
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Diagonalize

SVDof中

Fig.10.有効波動関数の特異値分解‥ HeJ/をI,anczos対角化して有効波動関数 ◎0を得たら､それを特異

値分解する事によって直交行列 子と､それ以外の ｢おつり｣の部分 葺′に分解する.

◎Oの特異値分解 丁 によって再び行列の積に分解すれば､行列 Sとf′を改良するという
最初の目的が達成されます｡(特異値分解は､少し詳しい線形代数の教科書に必ず説明されていま

す｡)26)

◎Oを分解するときに､少し工夫して(S′と名付ける)直交性の無い行列と(子と名付ける)
直交性のある行列を得るのが､うまい方法です｡こうしておけば､エネルギー期待値の図形

表示が図8から図 11のよう変化して､先程と同じ手続きを用いて今度は虚5'の組
m

◎ecdワニ ∑REc,(Sf(a,～(=1
(6･3)

を最適化する事ができます;今度も､式 6.3により与えられる試行波動関数を､有効ハミル

トニアンHeffに対するランチョス法により改良すれば良いのです｡この様に､右端から左

端まで行列を改良して行き､今度は逆に左端から右端へ向かって行列を改良して行 く､この

往復を何度か繰り返して､行列要素が収束したら計算の終わりセす｡これがDMRGの計算

過程です｡
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■▲ ユ f
Sー T

b c d e

h h hQ:RSTh T h

Fig.ll.波動関数の改良 (その 2):エネルギー期待値の図形表示 (図 8)から､行列 点き′の組を抜き去り､

残った部分を有効ハミルトニアンHeJfとみなす｡

§7. まとめと禅問答

この解説ではDMRGがどう密度行列に関係しているのか､その概念的な所を中心に説明

して､DMRGが行列積で書かれる近似波動関数を逐次改良するようにデザインされた数値

変分法であるという事実までたどり着きました｡ここから先は､数値計算の世界になります｡

細かい数値計算のテクニックは､非常に多岐に及ぶのですが､全てを紙上で説明するには無

理がありますので､今回は数値計算のテクニックについては､全く述べませんでした｡また

機会があれば､具体的な模型 一 例えばイジング模型27)など- についてDMRGの応用例

を公表して行きたいと思います｡ (またのお呼びがあれば､の､話ですが--)

以下は余談というか､禅問答申な幾つかの疑問です｡ (暇なら読んで下さい.)これまでの説明で
は､教科書的にまずハミルトニアンが与えられていると仮定して､それから密度行列 βと分配関数
Zを導き出しました｡これは ｢始めにハミルトニアンがある｣という"信仰"に基づいた議論です｡
世の中には､全く逆の考え方もあって､例えばランダウ教程の冒頭の様に ｢はじめに作用というもの
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がある｣という所からでも出発できます｡まず分配関数 Zが与えられていて､それが何らかの意味
で一つのパラメタ一丁の汎関数であると仮定して周期 βの虚時刻 丁とラグランジアンの組を"発見"
し､そしてZの中に何らかの空間構造も埋め込まれていると信じて ｢時空上の伝藩関数としての密

度行列｣を導出する道のりです｡(時間とは何か､空間とは何か､代数的に導けるならば誰も苦労し
ない｡)なぜこの様な注釈をしておいたかというと､形而上の理由はともかく､もっと形而下の理由
もあって､イジング模型に代表される古典系や､(可微分)多様体上の統計力学 一 主に重力理論 -
では先に作用から与えられていて､ハミルトニアンが "あらわ"に現れなかったり､そもそも定義不
可能な場合が多いからですO密度行列の定義可能な系ならば､ハミルトニアンが定義不可能でも｢密
度行列繰り込み群の概念｣を応用する事ができます｡要は､密度行列が定義されているかどうかが問
題なのです｡

密度行列が定義されているとしても､もう一つ ｢危ない橋｣を渡らなければなりません｡我々はハ
イゼンベルグ模型という ｢ホトケの様な有難い模型｣を扱うことによって､危うい点を幾つも回避し

ているのです｡それは､(a)密度行列 pLは実対称か?(b)密度行列 pLは対角化可能か?(C)密度行

鮎 も､濡 雷 撃禦 .Z琵
列に負の固有値は無いか7- といった問題です｡ケース
により取り扱い､空間方向-の転送行列をDMRGで取り
は密度行列が ｢べきゼロ｣の部分空間を持つ場合です｡(a)と(b)は似た様な問題ですが､｢密度行
列繰り込み群｣に関する限り､密度行列が対角化可能である必要はありません｡要は ｢密度行列の主
要なスペクトルを拾う｣ことですから､対角ではない m 次元行列の中に密度行列 〆 の情報を詰め
込んでしまえば良いのです｡これは可能な手続きです｡(実際､情報理論において2次元画像圧縮の
アルゴリズムとして､この様な手続きが実用化されています｡)もちろん､どうしようもない ｢全て
のスペクトルがほぼ同じ重率を持つ｣模型もあるのですが､この場合は模型自体が ｢ほぼ無相関な状

態｣なので､物理的には全く無意味です｡ (こういうクラスの模型を ｢不可解模型｣と呼ぶ｡解こう

嘉詣 若 き由害亨富完逼塞差違も篭 詣 言誤 幣 _皇都 筑 芸詣 詔 書品謁 ,i:芸訂 警

いう(一応の)慣例があります｡(まあ､信じましょう｡)ランダム系では､この限りではないのです
が､ランダム系自身が未解決の問題ですから､敢えて深入りしない事にします｡そもそも､DMRG
でさえ ｢計算出来ればHappy｣という ｢勝てば官軍｣式の計算処方だったのですから｡

ついでに ｢朝永の危ない橋｣について｡ 1次元量子系を2次元古典系とみなして､その ｢切り口｣
に現われる自由度を観察して密度 "副"行列〆 を定義したのですが､その時の ｢切り口｣は直線的
でした｡なにも切り口が直線である必要はサラサラなく､もしお好みとあらば､｢ジグザクに｣切っ

ていただいても結構です一 大昔に流行した ｢多時間理論｣の様に｡(現在では､経路積分表示で ｢多
時間理論｣も包含した形式で学習するのが一般的です｡)但し､ローレンツ不変性のある模型では､
もう少し条件を厳しくして ｢超多時間的に｣切る方が無難です｡色々と工夫できるのですが､結局の
ところ ｢切り口がジグザクしていない方が数値計算に都合が良い｣という理由で､まっすぐな切り口
のみについて解説しました- 数億計算においても､不毛な計算を回避して､計算効率を高める事が
重要なのです｡また､2次元古典系を上下二つの部分に切り離して密度行列を定義しましたが､三つ
の部分に分けても､四つの部分に分けても結構です｡実際､Baxterは四つの部分に平面を分割して､

(30年も前に)DMRG とほぼ同じ考えに到達しました｡

更にもうひと言｡なぜ高次元系に村するDMRGが無いのか?いや､有るといえば有ります｡Xiang

は運動量空間でのDMRGにトライしました｡28)これは､近藤問題の運動量空間での解法に通じるも

のがあるのですが､ひとたび運動量空間で物理系を表わしてしまえば､何次元でも同じ事です｡いま

一つ､書き記しておくべきなのは､高次元版の行列積波動関数です.29)これらは､まだ ｢勝手に与

えられたハミルトニアンに対する変分法｣にはなっていないのですが､DMRGの考え方の拡張その

ものですので､そのうちDMRGの枠組みで数値表現される事でしょう｡

そろそろ沈没‥‥(執筆デスクの上に､空のワインボトルが一つ｡)
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