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1 序

本稿では，川村一宏先生との共著論文[6]で得られた結果を説明する． directedtree 

上のlP空間及びc。空間上において，重み付き backwardshiftが位相推移性を持った

めの必要十分条件は，［2]によって得られている．我々の主定理は，これらの結果を踏

まえて， backwardshiftの重みを連続的にtreeの境界に拡張できる場合に， backward

shiftが位相推移性を持っための必要条件と十分条件について，treeの分岐度を表す

関数及び重み関数がtreeの境界においてとる値を用いて調べたものである．

この章の以下の各節では，いくつかの用語・記号を定義して，本稿の主定理の基礎

である [2]のTheorem4.4及びTheorem5.3を述べる．

1.1 hypercyclicとtoplogicalmixing 

可分な Banach空間X上の有界線型写像T:X→Xがhypercyclicであるとは， T
が位相推移性を有するとき，すなわち xEXが存在して，｛rn(x)In EN}がXで

欄密であるときをいう． Tがhypercyclicであることと， Xの任意の空でない開集合

u,vに対して， r-n(U)n Vヂ0となる nENが存在することが同値であることが
Baireの定理を使って示される．

Tがtopologicalmixingとは， Xの任意の空でない開集合U,Vに対して， n。ENが

存在して， n>n。ならばr-n(u)nv # 0が成り立つときをいう従って，topological
mixingならばhypercyclicである．
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例1.1.(1) (S.Rolewicz 1969) X = l囁） ＝ ｛f :N→ClどnENIJ(n)l2< 00 },入＞ 1 
とする． X上の有界線型作用素BをB:Xう (a1,a2, a3...)f----t (a2直3,a4...) EX  

とすると，入Bは， X上でhypercyclicとなる．

(2) (H.N.Salas 1995) X =疇） ＝ ｛f:Z→ClどnEZIf (n) 12 < 00},入＞ 1とす
る． B入： X → Xを， a=(...a_1,a。,a1...)EXについて，

(B,(a))(j)={入―1aJ+1(j < O), 
入aj+l(0'.S j) 

となる作用素とすると， B入はX上でhypercyclicとなる ([4]Theorem 2.1). 

1. 2 directed tree 

頂点の集合Vと有向辺の集合EcVxVで構成される有向グラフ T=(V,E)が，

①Tのunderlyingグラフ（辺の方向を無視したグラフ）が連結で，②underlyingグ

ラフがサイクルを持たず，③任意のVEVに対して，（u,v)EEとなる uEVは高々

lつであるときに Tはdirectedtreeという

Tがdirectedtreeであるとき，（u,v)EEである uEVを持たないVEVは，高々

1つであることが示されるこのようなVEVが存在すれば，それを Tのrootという

directed treeに関して記号を次のように定義する．任意のVEVに対して， Chi(v)坦

{ u E V I (v, u) E E}, C hi0 (v)堂f{ V}として， Chin(v)堂fChi(Chin-1(v)) (n E N) 

とするまた，任意のvE V¥{root}に対して，par(v)は(u,v) E Eを満たすuEV

として，par0(v)些v,par叩）習par(parn-1(v))(n EN)とする．

directed tree T = (V, E)がIChi(v)I> 0 (v EV)を満たす場合， VoEVを固定する

（ただしrootを持つ場合はVo= root)と，任意のVEVに対して， n,n。EN。=NU{O}

が存在して，parn□(vo)=pa戸(v)とすることができ， 1(V)竺fn-n。が， n,n。EN。の

取り方によらずに決まり， 1はZ(rootを持たない場合）または N。(rootを持つ場

合）への全射グラフ準同型写像となる．

以下では， directedtreeは |Chi(v)I> 0 (v EV)を満たすと仮定し， VoEVが固

定されていて（ただし， rootを持つ場合はv。=root),上記の全射グラフ準同型写像

ァがv。によって与えられているとする．
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1.3 [P(V)空間， co(V)空間と重み付き backwardshift作用素

T=  (V,E)をdirectedtreeとする． V上の数列空間[P(V)(p E [1, oo))とco(V)を

叩）些f{f E cv I Llf(v冑<(X)｝， 
vEV 

co(V)堂f{f E (CV I治＞ 0に対してヨF（有限集合） CVs.t.lf(v)I < E (v E V¥F)} 

とする． [P(V)とco(V)は，それぞれllfllzp=(LvEvlf(v)IP) P, llfllc。=supvEvlf(v)I
をノルムとして Banach空間である．（Vが無限集合の場合， zoo(V) = {f E (CV I 

supvEvlf(v)loo}は可分ではないので， l°°(V)上の有界線型作用素はhypercyclicには
ならないそのため， Co(V)を考えている．）

定義1.2（重み付き backwardshift作用素）． Xをdirectedtree T = (V, E)上の

[P (V) (1 :::; p < oo)またはco(V)とする．入＝ （入v)vEV凶 EC）について，入を重みと

する backwardshiftB入： X → Xを

叩（v)些こ □(u)(v EV) 
底 Chi(v)

によって定義する．

以下本稿を通して，軍み付き backwardshift B入の重み入は入v> 0 (v EV)を満た

すと仮定するまた，pE (1, oo)に対して，p*をpの共役値，すなわち」＋点＝ 1を満

たす値とする．

定理1.3([3]Prop.3.l.8; [2]Prop.2.3). XはdirectedtreeT = (V, E)上の[P(V)(1 :S 

p < oo)またはco(V），凡は入＝ （入v)vEVを重みとする backwardshiftとすると， B入

がX上の有界線型作用素となる必要十分条件は

sup入v< oo (X = z1(V)), 
vEV¥{root} 

sup（こ将） ＜oo (X = [P(V) p E (1, oo)), 
vEV 
底 Chi(v)

sup（ど心） ＜oo (X = ca(V)). 
vEV 
uEChi(v) 

が成リ立つことである
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1.4 Hypercyclicity CriterionとGrosse-Erdmannand Pap-

athanasiouの定理

定理1.4.(C.Kitai, etc) T: X→Xを可分なBanach空間X上の有界線型作用素と
する． Xの桐密な部分集合X。，汎増大自然数列（四）kEN,及び写像の列 (Snk: Yo→ 
X)kENが存在して，

(i) limい 00Tnk(x) = 0 (Vx E Xo), 

(ii) limk→oo Snk(y) = 0 (Vy E Yo), 
(iii) limk→ooT叫。況(y)= y (Vy E Yo) 
とできるとき， Tはhypercyclicである

特に，増大自然数列(nk)kENとして， Nがとれるとき， Tはtopologicalmixingである．

Hypercyclicity Criterionは，当初C.Kitaiによって与えられ，適宜に改良されてい

るCriterionであり，作用素のHypercyclicityを示す際によく使われる重要な定理であ

る．次に述べる [2]Theorem4.4及びTheorem5.3の証明にも HypercyclicityCriterion 

が使われている

以下， directedtree T = (V, E)上の lPあるいはc。空間上で定義されたbackward

shift作用素の軍みを入とするとき， uE Chin(v）（すなわち V = pa戸(u))である

u,v EVについて，rr冒入parJ(u)を入(v→u)で表すまた， nENについて， U <n V, 
u ~nVは，それぞれuE Ch秤(v),u E Chin(pa戸(v))を意味する．

定理1.5([2], Theorem4.4). Tはrootを持つ directedtree, XはlP(V)(p E [1, oo)) 

又はco(V),重み付き backwardshift B入： X →Xは有界とする．
(1)このとき以下は同値である．

(i)恥はhypercyclic

(ii)増大自然数列｛瓜｝kENが存在して，以下が成リ立つ．任意の VEV(T)に対して，

lim sup入(v→u)= oo (X = l1(V)), 
K→00u<n戸

lim ど叩→u)P*= oo (X = [P(V), 
K→OO 
u<nkV 

昌ど叩→u)= oo (X = co(V)). 
u<nkV 

(2)凡がtopologicalmixingである必要十分条件は，（ii)で｛叩｝kENとして， Nがと

れることである

定理1.6([2], Theorem5.3). Tはrootを持たない directedtree, Xは[P(V)(p E 

[1, oo))又はco(V),重み付き backwardshift B入： X →Xは有界とする．
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(1)このとき以下は同値である．

(i)凡はhypercyclicである

(ii)増大自然数列｛叫｝心 EN)が存在して，任意vE V(T)に対して，以下が成り

立つ．
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2 準備と主定理

主定理は，定理1.5,定理1.6を碁に， directedtreeの境界を考えて，作用素の重み

関数入が境界上に連続的に拡張できる場合に，treeの分岐増大度と入の境界での値に

着目して， hypercyclicity,topological mixingの条件を考察したものである． Treeの

分岐増大度を測る指標として，頂点vに対する nの関数 IChin(v)I,IChin(pa戸(V))I 

のnに関する増大度を表す関数を用いる．

以下では， 0< IChi(v)I < oo (v EV)を満たすdirectedtreeを考える．

2.1 directed treeの境界及び分岐度関数

定義 2.1.(directed treeの境界と位相）
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(1) T=  (V,E)をrootを持つdirectedtreeとするまた， 1:V→Nは1.2節で定
めた全射グラフ準同型写像とする

(i) 頂点の列 W = (vn)nENでv。=root,Vn-1 = par(vn) (n E N)を満たす
ものを Tのgeodesicrayと呼び， 8+TでTのgeodesicray全体をあらわす．

T些VU8+Tとして， 8+TをTの境界と呼ぶ

(ii) v E Vについて， E(v)堂f(unENChin(v))u{w E 8+T Iv E w}とする．Tの
各点について， Vの頂点の近傍系は離散位相の近傍系， W = (Vn)nEN E 8+T 

の某本近傍系は{E(vj)I j EN}とすることによって，Tの位相を定める．
この時Tは，完全不連結なコンパクト距離化可能空間である．

(2) T = (V,E)をrootを持たないdirectedtreeとするまた，i:V→Zは1.2節
で定めた全射グラフ準同型写像とする．

(i) 頂点の列 W = (vn)nEZでVn-1= par(vn) (n E Z), 1(vo) = 0を満たすも

のを Tのgeodesiclineと呼び， 8+TでTのgeodesicline全体をあらわす．

T些VU8+TU {-oo}として， 8+TU {-oo}をTの境界と呼ぶ

(ii) Tの各点について， Vの頂点の近傍は離散位相の近傍系， W = (vn)nEN E 
8+Tの基本近傍系は{E(vj)I j EN}, -ooの基本近傍系は{FnIn EN}と

することによって，Tの位相を定めるここで， Fn堂f{v EV  I 1(v) < -n} 
である．

定義 2.2.(directed treeTの分岐度をあらわす関数）

(1) Tの頂点vとnENについて，

1 1 
万(v)也:flim -log |Chin(V)|, り(v) 四皿— logI Ch『(v)I

n→oo n n→oon 

とする．このとき，w= (v山をTのgeodesicrayまたはlineとすると，万（Vj)，り(v1)

は，jについて，単調非増大であることがわかり， w= (v山 E8+Tについて，

万（w)竺lim豆(vi)E [O, oo], f3(w)竺lim/3(vi) E [0, oo] 
J→00 - - J→oo-

が定義できる

(2) Tの頂点vとnENについて， Gn(v),gn(v),?J(v)を

Gn(v)些fIChin(pa戸(v))I, 9n(v) 些~log Gn(v), ?J(v)些l叫9n(v)
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とするある正数M が存在して |Chi(v)I< M (v E V)であれば，任意の

u,v EVについて，g(u)= g(v)であることがわかり， VEVに選び方に依存し

ない星

rT堂惰(v)

が定義できる

2.2 主定理

定理 2.3(rootがある場合）． T= (V,E)はrootを持ち， 0< IChi(v)I < oo (v EV)で

ある directedtreeで， Xは[P(V)(p E [1,oo))またはco(V)とするまた， backward

shift B>-IまX上で有界線型作用素であり，入＝ （入v)vEV は， T 上で連続拡張 ~:T →

(0, CX)）を持つとする。

(1)任意のwE a+(T)について，以下を満たすならば凡はtopologicalmixingで

ある．

｛：□xp]り（二：1）(>V)1),(X= lP(V),p E(1,00））， 
3:w exp（り（w))> 1 (X = co(V)). 

(2.1) 

(2)凡がhypercyclicならば，任意のwE 8+(T)について以下をみたす．

｛二］う（（口:1)(2V)1),(X = lP(V),p E(1,OO））， 

3.:w exp（万（w))2: 1 (X = co(V)). 

(2.2) 

定理 2.4(rootがない場合）． T= (V,E)はrootを持たず， 0< IChi(v)I < oo (v E 

V)である directedtreeで， Xは[P(V)(p E [1, oo))または co(V)とするまた，

backward sift B入はX上で有界線型作用素であり，入＝ （ふ）vEVは， T上で連続拡張

3.:: T→(0, oo)を持つとする。
(1)定理2.3の(2.1)を満たし，かつ以下の (b.1)又は(b.2)を満たすならば凡は

topological mixingである．

(b.1) };°_oo < 1, 

(b.2) 

(i) p > 0が存在して入(()> p((ET),かつ巧＞ 0(X = [P(V) or c0(V)), 

SUPu~nV入(pa戸 (u)→u)
(ii) SUPnEN 入(pa戸 (V)→V) = OO (X = l1(v)). 
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(2)凡がhypercyclicならば定理2.3の(2.2)を満たし，かつ以下の（i)又は(ii)を

満たす．

(i)入＿00:S 1, 

(ii) limn→00 Gn(v) = limn→oo IChin(pa戸(V))I = 00 (V E V). 

注意 2.5.定理2.4(b.2)について

(1) 凡が有界である（従って，定理1.3の条件を満たす）こと，及びX(()> p ((ET) 

であることから,|Chi(v)I < M (v EV)をみたす正数M が存在することが従

い，巧の存在が保証される．

(2) x = z1(v)のときの (b.2)(ii)の条件は，定理1.6(1.1)式に現れているものであ

リ，万,(i,gを使って言い換えられていない．

注意 2.6.例1.1の(1),(2)は，それぞれ定理2.3(1),定理2.4(1)を適用して得ること

ができる．

注意 2.7. directed tree Tが，ある dENについて |Chi(v)I= d (v EV)を満たすと

き，分岐dのhomogeneousdirected treeという． d2: 2として， Tじ花を，それぞれroot

をもつ分岐dのhomogeneousdirected tree, rootをもたない分岐dのhomogeneous

directed treeとすると，任意のgeodesicray,あるいはgeodesicline w = (v山につい

て，万（Vj)=り(v1)= logd, j EN (orZ)だから，万（w)=り(w)= logdであるまた，
乃については |Chin(pa戸）I=印だから rT2= logdとなる．

分岐d2: 2のhomogeneousdirected tree T上の lP空間において， Tに連続的に
拡張される爪みを持ったbackwardshift B入で， hypercyclicであり，かつtopological

mixingでないものが構成できる．

2.3 最後に

最後に，今後の問題として， directedtreeを拡張したグラフにおいて hypercyclic-

ity（あるいはtopologicalmixing property)を考察することに触れて，本稿を終わりに

する

directed treeを拡張したグラフとして， directedsemi-tree, generalized directed 

semi-treeが定義されている ([5]Def.2.2,Def.2.3). directed treeと同様にして，これら

の拡張されたグラフ上でlP空間，勾空間を考えることができる．generalizeddirected 

semi-tree Gで

(i)Gから N又はZへの全射グラフ準同型写像が存在する
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(ii) u,v EVに対して u,vE Chi(w)となる wEV, n ENがとれる

という 2つの条件を満たすものを考え， G上のlP空間， C。空間において自然に定義さ

れる shift作用素について， hypercyclicity（あるいはtopologicalmixing property)の

研究すること，特にグラフの適切な境界を定義したうえで，分岐を表す関数やグラフ

の重み関数と hypercyclicity(topologicalmixing property)との関係を調べることは

興味深い．
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