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カオス系の状塵密度 と量子化条件

名大 教養 高塚和夫

Ⅰ.序

現在､ハ ミル トン系のカオスの研究において､その量子 化が非常 に

重要な理論 的課題 として注 目されている｡カオス系 は､ どのような物

理的機構で量子化され､どの ような数学的手続 きで ｢離散 ｣エネル ギ

ーが計算 されるのか｡量子 カオスの解析的な研究と､量子 カオスによ

る統計力学 とダイナ ミックスの関係付けの試み､及び量子 化条件の存

在の可能性につ いて報告す る｡

日 .状態密度 [1]

Gutzwillerにならって､次 に定義 され る状態密度を量子化する｡

D(E,塁Tr"E-H,-芋∂(E-EL･,-(2qq lIIdtldq(qLe-L･Ht/a.q,d･BE/A (I,
ここで､上式の積分核の部分を位相空間経路積分 に基づ く半古典表 示

[2]に置 き換え この式を評 価す る｡ ここまでで次の事が分 かった :

(1)古典力学的 カオスの局所的発生の判定条件に使われ るリアプノフ指

数 と､大局的発生の判定条件に使われるグ リー ンのreSidue(留数)が

上の経路積分の振幅項か ら自然 に出てくる｡(2)可積分系の量子化条件

(EBE､ボーア､ ゾンマーフェル トの条件)に現われるマスロフ指数 は､

同 じく振幅項か ら発生する量子位相により与え られ る｡この量子位 相

は､古 典軌 跡 に沿って移動 す る位相 空間内での微小 体積素片が 自転･

(ス ピン)することにより発生する｡(3)Gutzwillerが発見 したよう
に､周回軌 道 (元の位置に同 じ運動量で戻 って くる古典軌 道)だけが

積分に寄与する｡

カオス系 に対 して､(1)式は次のよ うに評価された :
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ここで､αはエネルギ-Eを もつ周回軌道を指定 し､Wは簡約 された作用

積分､dとCはその不安定性指数の実部 と虚部､Tは周期､mとNは ｢量 子

数｣をそれぞれ表す｡(2)式 は直ちに､Wを変数 とす るローレンツ型 に
書 き換え ることができる｡ 一方､D(E)は､複素エネルギー面上だ けに

極を持つよ うに見える｡

日Ⅰ.量子 カオスの熱力学的特故付 け[1]

(2)式の状態密度は､複素平面上で

wa(E･)-方k"EJ-A･i)dkq-2打MM kEJ-k･i)lckqII

に極を持っ｡一方､良 く知 られた恒等式

∂Ⅳ- St
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(3)

を思いだす｡ここで､ WとSは各 々､簡約された作用積分 と熱力学的

エ ントロピー.肝 は温度ふ(4)式のアナロジーから(3)の複素作用 は､

エネルギー微分 により､複素時間を発生 させる｡一方､虚 数時間と温

度はtLma8--碕β の関係で与え られるから､結局､ (3)式の周回軌道の
エ ントロピーと温度を次の様に形式的に求めることがで きる :
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sah 君tm[wq(E･)]-上 ∑刷 2･ (5)k暮I

pq= 蓋 kE_lIckaV2･ '6'

但 し､ ここで､周回軌道に垂直方向の ｢量子数｣を全て零 とお いた｡

この物理的意味の解釈は､省略する｡

ⅠY.量子化条件の試み[3]

(2)式の状態密度式は､Gutzwillerとは全 く別の方法で得 たもので あ

る｡その結果分かったことは､(i)(2)式の状態密度 は､Gutzwillerの

拡張になってい る事､(ii)それに も拘わらず､実エネルギ ー軸上に極

を持たない事､ の 2点 である｡ 第 2の重要 な欠点 は､Gutzwillerもわ

れわれ も基本的 に停留位相近似 (以下SPA)を使 っている事 に由来する｡

一方､SPAは､理論に周回軌道を持ち込む｡(1)式に使われ るFeynmanの

積分核

K(qF･qL･;i)-亨Ay(ql･qj;i)exp(isy(ql･qL･･･t)) (7)

において､滑 らかな トーラスが存在する可積分系で(7)の振幅項Ayを位

相停留点で定数扱いにするのは構わないが､激 しい不安定軌道が もつ

れるよ うに重なるカオス状態ではそれが許 され るだろうか｡

ここでは､それが許 されないと仮定す る｡す ると､周回 軌道近似 も

見直さなければならな い｡ しか し､プランク定数が小 さい事は事実 で

あるし､それ以外に も幾つかの数値実験的な事実 を考慮す ると､周 回

軌 道 近 似 が 全 面 的 に悪 い と は 考 え られ ない ｡ そ こで ､ (2)式 や

Gutzwiller理論で得 られた様 に､全て の周回軌道が必 要とされ る訳で

はなく､ ｢特定ゐ条件を満たす一部の周回軌道のエネルギ ーの近傍に､

量子化 され るべ きエネルギーが存在する｣と考え る｡ とこ ろで､周 回
軌道の連続 集合は､エ ネルギーをパ ラメータとする族 (曲面)を位相

空間につ くる｡そこで､(2)式の分母を､この周回軌道 曲面 の外側へ､

出て行 くよ うに接続 し､それが零点を持つ点を (近似的に)探す｡結

果は､以下のとおりである｡それ以外の周回軌道は､捨てて しまう｡

-88-



｢少数多体系における量子カオスと関連する諸問題｣

(i)量子化条件

次の量子 化条件を満たす周回軌道の近 くに量子化 されるべきエネ ル

ギ-が見つかる ;

(- k呈.I(- k･i)dka O-2打M B )(2㌔"i-1(- k･i )βka)

〟
Tq一方 ∑

k-1(- k･i)A kq‡〈 1(- k･i)LckaOl卜 o
(8)

ここで ､Akaは､dkaのエネルギ ー微分 (但 し､上の幾何 学的条件の も
とで｡また､それ以外 の記号については既出｡)この量子化条件は､

安定系では､通常の (共鳴型)量子化条件 に帰着されEBK条件に関係 付
けられる｡(8)は､ ｢量子数｣について 2次なので､周回軌道 に垂直方

向の ｢量子数｣を全て零とおくと､次のように線形化され る｡

W" (-1･i)dlqO-2PMB 一書 k"i dkaO

恒 真lA kq H ki2IckaOI)
〟
2∑ βka
ki2

(9)

(ii)量子化エネルギ ー

量子化されるエネルギーは､上の周回軌道のエネルギーE芝か ら少 し

ずれた所にあり

Ea=EOi-FqSq (10)

と与え られ る. エネルギーシフ トのF,,やSaはIII節の ダイナ ミカルな

温度 とエ ン トロ ピーで ある｡(10)は､ヘルムホル ツの自由エネルギ

ーと同型を しており､周回軌道の周 りの不安定性による散逸的性質 を

反映 してい る｡量子カオス と熟統計力学が深い所で理論上 の平行な関

係にあることは､興味深い｡
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Y.終 りに
ここで考えた､量子化条件は幾 何学 的な考 察だ けで出来上が ってお

り､近似を高めてい くという方法をとっていない｡今後､ その方面 の

研究 と比較 していく必要がある｡いずれに して も､筆者の知るかぎり､

閉 じた形の ｢カオスの ための量子化条件｣ はこれ以外に提案されて い

ないように思 う｡
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