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多変数超幾何函数の積分変換

大島利雄
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城西大学数理・データサイエンスセンター

CENTER FOR MATHEMATICS AND DATA SCIENCE, JOSAI UNIVERSITY 

Abstract 

多項式係数の線型常微分方程式の解析にはmiddleconvolutionとそれに対応する Riemann

Liouville変換が有益であった (cf.[3, 4, 6, 7, 11]）．多変数超幾何級数に対して，その拡張

にあたる積分変換を導入する (cf.[12]）．さらに，占典的な超幾何級数やKZ方程式との関

係を調べ，あたらな超幾何函数の例を考える．

1 積分変換

ベータ積分を一般化した Dirichletの積分は

J が1-l...t入n-1(1-ti -・ ・ ・ -tnt-1dt 
t1>D,…，tn>O 
t1+…+tn<l 
1 

= J応 dtlf1-tl t岱―ldt2• • •11-fi-···-tn-1 tい (1-t1 -・ ・ ・ -tn-1 -tnt-1dtn 
0 JO JO 

(tn = (1 -ti -・ ・ ・ -tn-1)s) 
1 rl-t1 rl 

＝ ［か―1dtllぢrldt2・ ・ ・ fo'(l -t1 -・ ・ ・ -tn-1)心＋μ-い（1-s)μ-1ds 
＝冒塁［；］［いdti..・fol-ti -・・・-tn-2ば言l-1(1-t1 -・ ・ ・ -tn-1)心十μ-ldtn-1
r(μ)r（入n)..r（入n+μ)r（入n-1).. .. f（入2+ ・・・十入n+ μ)r（入1)
= ~ X ~ X ・ ・ ・ X 
r（入n+ μ).. r（入n-1+入n+ μ) r（ふ十...十入n+ μ) 

r（ふ）．．．r（入n)f(μ)
＝ r（ふ＋・・・十入n+ μ) 

となる． これに注意して入＝ （ふ，・・・，入n)EC叫μECで定まる積分変換

(Kf心）（x):=―  
1 
r(μ）し。,・・,-,,tn:;,,pt~l -1 • • • t;n-1 (l-t1ー・・ ・ -tn)μ-lu(t汀 1,...,tnxn)dt1... dtn 
t1+…十tn<l

を考えよう．この変換は変数 X= (x1,．．．，%）の収束べき級数環〇。における線形変換を定め

〇。ぅ u(x)＝ LCmXm→Kf:,>.u(x)＝ LCm い＋m) 戸 EO。r (I入十ml+μ)
m:::>O mき0
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となる． ここで

m=(m1,...，加） 2::0⇔ m1 2:: 0,..., mn 2:: 0, 

lal = a1 +・・・十an,a+c=(a1+c,...,an+c), m!＝叫・・・m以，

x°'= x°'= 年・・•X炉，（C-x)°'= (C -x1)°'1 ・ ・ ・ (C -%）竺

r(a) = r(a1) ・ ・ ・ r(an), (a)m = 
r(a + m) 
r(a) 

というような記号を用いる．このときたとえば

（入）
(1-Ix|）→ ＝区 ~xm, elxl = 

xm 

m！ 区可
m2':0 m2':0 

一方， 0さRes< 1, 0 < c < 1 -Resのとき，積分

Je+ioot―入—1(1-s-t) ―T 皐＝ （1-s）―入— 1-T e+ioo（古）→-1(1-占）―入—1-T 皐

C-／：1-s) ―入— 1-T JC［口 t―入—1(1-t)―芹 [_ioo e+iOO ci : 
=（1-s）入:::［ニOOt入 1(1-：芹［ニOO

= (1-s)―入ー1-T(-e―ni + eni) J,"" t―入ー1(t-1)―噂

= (1-s)―入ーl-T• 2i sin T7r 1 叶）―入ーl(t-1)―亨 (u= ½) 

゜2面(1-s)→ー1-Tfl 
＝い）r（1-T) 1 砂—1十T-1(1 -U)ーdu
r（入＋T-1)

= 21ri 
r(T江（入）

(1 -s)→ーT-1

から，積分公式

Jnt:OO.．．［□OO t―入—1(1-t1 -．．．-t叫―T告・・ •告
r（入1+ T -1) I'（入1+入2+ T-2) I'(|入|＋T-n) 

= (21ri)n 
r(T)「（ふ） r（ふ十T-1)「囚）．．． r囚＋ • • •十入n-1 + T -n -1)r囚）

= (2五）n
r(|入|＋T-n) 

r（入）r（T)

がDirichletの積分と同様に得られる．そこでこれを用いた積分変換

(L~•Au)(x) := 
r(μ + n) 言了+ioo {n+了+ioo
(2m)nf 1 .．．J が一1(1-|t|）―μ-％（月，．．．，月）冑・..告

言―ioo 叶—ioo
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を定義すると

r(I入十ml+μ)
O。3u(x)＝L CmXm c-+ L~'>.u(x) ＝ LCm 戸 EO。r（入＋m)

m;:,:o m吝0

となり， K戸の逆変換となる．

定義した 2つの積分変換をまとめると

定理 1. k戸 Lem戸＝い）こ（入）m m 
r(|入|＋μ)（|入|＋μ)lml 

CmX 
m?:O "'・''m?:O 

L~’入 LCm匹＝ r（|入|＋μ)と(|入|＋μ)|m|cmXm
m吝0

r（入）（入）mm?:O 

となり，これら積分変換は Reふ＞ 0(j = 1,...,n), Reμ> 0のとき定義されるが，パラメー

タについての解析接続により， Kf:'入はふ ,f_{0,-1,-2,... } (j = 1,...,n) のとき， L~入は

|入|＋μ,f_{0,-1,-2,．．．}のとき， 0。上で定義される．また以下が成り立つ．

K!);入十入'=X—入'oK!);入。介’, L~’入十入'= X―入'oL~入。ル入'. (1.1) 

四＝ •••=％ =0 とおくと接続係数の計算に役立つ以下の結果が得られる．

定理2.u(x) E〇。に対し

r（ふ）．．．r(入n)
(Kt•>.u) (xi, 0,..., 0) = ~ Kt~+|入|-入心1(u|X2=・・・=Xn=O), r囚＋・・・十入n+ μ) 

r囚＋・・・十入n+ μ) 
(L~•>.u) (x1, 0,..., 0) = ~ L~~+|入|―ふ，入1(u|四=＝%＝o). 

r（入叫•.． r（入n)

2 いくつかの古典的な例

前節の結果から，いくつかの古典的な超幾何函数の積分表示が得られる．

ー変数の場合は

1 1 
(K!:;•1u)(x) = ~ 1'(1 -tt-1u(tx)dt = 1 rx 

r(μ)。「（μ)。
J (1 -；；)μ-1u(s)亨

=X―μrいlax(x -st-1u(s)ds. 
よって

Kf:'1 = X―μ翡，

(s = tx) 

1 rx 
翡u(x)：＝ - J (x -t μ-1 

r(μ)。 )μ-1u(t)dt (Riemann-Liou ville積分）．
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翡は，方程式の middleconvolutionに対応する変換で， lP'1上の線型微分方程式の変換論で重要で

ある (cf.[4, 6, 7, 11]). 

Kf;’入1(1-X) —入。＝ い） ： （入い （ふ）mxm
「(>.1+ μ).=:'n (>.1 + μ)m m! m=O 

＝ r（ふ）
r（ふ十μ)

F（入。，入1,>-1 + μ, x) (Gaussの超幾何関数），

Kf;心＝「（入） ： （入）m 臼
r（入十μ) （入十μ)mm!m=O 

＝ r（入）
r（入＋μ)1F1（入,>. + μ, x) (Kummerの合流型超幾何関数）．

2変数の例を一つ挙げる：

心叫1-X - y)―入° = r（ふ）「囚）こい（凰（入。）t＋J
r（ふ＋心十μ) （ふ十入2+ μ)i+j i!j! 

がy]

i,j:::".0 

rい）r囚）
r（ふ＋心十μ)
＝凡（入。；ふ，入2;ふ＋入2+ μ; x, y) (AppellのFサ

Lauricellaの超幾何級数は，以下のように表せる．

FD（入。,.x,μ;x):= L ~|（入）m炉＝ r（μ)鰐―|入|，入(1-Ix|）―入。，
(μ)1m1m! -- r（入）

m:::".0 

凡（入。，μ，入；x)：＝区
（入。)|ml(μ)mxm 

m:::".O （入加m!

~ -μi,μ1... K;;-μn,μn (1 -Ix|）ー入。＝ r（入）K入
r(μ) X1 

＝い）が°―|入|，入
r囚）”

(1-x)―庄

（入）m（入')m__ m r(μ) 
F夙入，入',μ;x):= L 炉= Kf;-|入|，入(1-X)―入’,

(μ)1m1m! -- r（入）
m:::".0 

Fc(μ,>.o，入；x):=ど (μ)|m|い )|m|C= r（入） L~-| 入|，入 (1- Ix|）―入。．
入（加m! -- r(μ) 

m:::".0 

特に n=2のとき， FD,FA, FB, FeはAppellの超幾何級数F1,F2, F3, F4となる．

Hornの2変数合流型超幾何級数のいくつかの例をあげる：

oo oo 

動(/3,/3’；戸；x,y)：＝とと (/3）m(/3'）n __ m_ n X y 

m=On=O ("/)m+nm!n! 

＝い） K7-9-9'，9,B'ex+y, 
r(/3）r(/3＇)x,y 
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00 00 

叱(a;(3;'Yぷ x,y)：＝ここ
(a)m+n(f3)m m n 

x y 
m=On=O (1)mげ）nmln!

r('Y)r('Y') = La  1 
r(a) -x,y 

_ ＿1’,1汽1-x)-(:3己

00 00 

動 (a;'Y冒；x,y)：＝ここ (a)m+n 臼 Yn

m=On=O (1)mげ）nm!n!

r(1)r(1'） I I = La-1-1,1,T ex+y 
r(a) x,y • 

3 さらなる積分変換

導入した積分変換と Cnの座標変換cnう X→R(x)E (Cnとの合成を考えよう．まず

(Tx→R(x)<l>)(x) := c/>(R(x)) 

とおく．また｛i1,..,,往｝ C{l,...,n}に対し

Y = (Xi1, ・ ・ ・, Xik) 

とおく．さらにμ E (C と入€びに対して，

kμ，入：＝ T―1 
y,x→R(x).-ix→R(X) Y okμ，入 oTX→R(x) 

Lμ,入:=T―1 
y,x→R(x).-ix→R(x) Y o Lμ，入 oTX→R(x) 

とおく．

整数成分の行列 p=（四） l翠 n E GL(n,Z)に対し，座標変換
l~j・ ~n

n n 

cnう X日炉＝炉＝ (xP•,1,...,xP•,n) = (IT心，1,...,rr心，n） 
v=l ッ＝1

を考えよう．さらに

n n 

pm:= (P1,*m,...,Pn,*m) =（LPl,v叫 ・・・,LPn,v叫） 
v=l v=l 

とおく． ここで

P n 

(T;~xPTx→(t1x1,---,tnxn)Tx→xP の）（x) = 1>(x1 IJ的心 ...,XnIT后），
v=l v=l 

に注意すると
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定義3.
(K似~,...,x,k),x→xP¢)(x) 
1 

k k 

= r(μ) ［l>0, tK>Otふ 1(1- |t|）へ(x1.t~ 伯v,1,...'Xn.0 伯v,n)dt
t叶・・・十tk<l ッ＝1 ッ＝1

r(μ+ k) C+iCX) C+iCX) 

(L閏，凸），x→xPの）（x）＝ (2m)k [＿iCX) ・・・[_iCX)正 (1-It|）―μ-k 
(m  xn)生．．．生
¢ rr:=1 tりV,1'．．．， rr:=1化9y,n h tk 

(c = 1 K+1) 

となるので，条件

四，j~ 0 (1'.S Vさk,1:Sj:Sn) 

のもとに，これら 2つの変換は〇。上の変換となる．すなわち

とおくと

定理4.

n n 

(pm)i1,…,ik :=（とい叫...，区Pik,v叫） 
v=l v=l 

心団）x→xP~。 cご＝ r（|〖i入lμ) :：。(|入|（入＋）ニニ)91’k叫畑xm
Lμ，入
(x,1,..．心ik),x→xP
L CmXm= !:(|入|＋μ)こ(|入|＋μ)|(pm)1，叫 m

m忍0
r（入） CmX 
m20 （入）（pm)打，．．．，’k

(3.1) 

たとえばp=（麿腐） EGL(2, Z), Pl, P2, Q1, Q2 ~ 0に対し， p= pRIn-2 E GL(n,Z)とお

くと

kμ,（ふふ） mm = r（ふ）r囚） （ふ）Plm+p四 2囚）年1十年2 m 
(x心），X→呼 X 

r（ふ十入2+ μ)（ふ＋ふ十μ)(p1+q1)加＋（P2+q2)叩

Kμ，入戸＝ r（入） （入）P1加＋p四 2 xm 
x1,x• xi'>~ -r（入＋μ)（入＋μ)p1m1+P2叩

などとなる．さらに k= l, p =（}占）の例として

K::~,Y)• (x,~)(l -X戸 (1-y戸＝二 jlt入— 1(1 -tt-1(1 -tx戸 (1-ty)-fldt 
r(μ)。
＝い）と（入）叫＋m2 (a)m1((3）m2 m1叫

い＋μ) （入十μ)加＋匹 ' ’ x y m1!m2! 
m>O 

r（入）
r（入＋μ)
＝凡（入，a,(3，入＋μ;x,y)

は， Appellの凡の前節とは別の積分表示を与える．
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4 微分方程式の変換

u(x)が線型の微分方程式を満たしていると，それらに前節で導入された積分変換を施した結果

も線型の微分方程式を満たす．それを計算しよう．微分作用素の記号

〇：＝羞，,():= xa, ai:＝羞， ,()i:= Xぶ， W[x] := IC[x] 0 IC[8]. W(x) = IC[x] 0 IC[8] 

を用いる．関数f(x)とPEW(x)に対し

Ad(f(x))P := f(x) o Po f(x)―1 

とおく．特に Ad（x.X)はW(x)の自己同形写像で

Ad（企） ：Xi H Xi, Oi 曰 oi ―釘， {Ji → {Ji —入t

を満たす．さらに RPを
RP:= g(x)P E W[x] 

において degxg(x)Pが最小となるように g(x)E W(x) ¥ {O}を選んで定義する．

また
Kf: := Kf:,(1,...,1)'L~ := L~,(1,...,1) 

とおく．

まずー変数の場合 (n= 1)を復習しておく (cf.[6, 7]）．このとき

Kt =Kt,1 =X―噂，比＝犀＝Iげxり

P = P(x,8) E W[x]のmiddleconvolution mcμ(P)は

となる 'YEZ;:::oを一つ選び

が p= L Ci,jげ炉 EW[x]
i?:O, j?:O 

mcμ(P) := a―8Lci,jげ(,,J-μ)1 E W[x] 

を満たす最大の 8E Z;:::oを選んで定義する．

u(x)がP(x,8)u= 0を満しているとする． u(x)Ex入('.)。¥{O}であったならば条件

入etz, 入十μet z 

のもとで， IかuEx入十μ('.)。＼ ｛0}がwell-definedで

mcμ(P)I(;u = 0 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 
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が成立する（より一般の場合やPが原点を不確定特異点とする場合については [6,11])．よって，

(1.1)に注意すると
kゲ： O。→〇。

において， uEO。¥{O}がP(x,&)u= 0を満たすならば，条件 (4.4)のもとでKf;’入u=J0で

(Ad(x→-μ+l) o meμ o Ro Ad(x入—1)P)Kr,,\u= 0 

が成り立つ．

同様に，一般の場合も Kf: や L~ が引き起こす x入ー10。上の作用に対する方程式の変換を調べれ

ばよい． XiOi(u(tx))= (x直団(x)）|正→txに注意すると

1 1 

仇K¢u)（x)＝ J 1 
r(μ)。(1 -ltlt-1xiti(ai u)(tx)dt = (Kぢ{)iu)(x)

であり

此((1-ltlt-1u(tx)) = -(μ -1)(1-1t1)μ-2u(tx) + (1-tt-1xi（い）（tx)

より

xiKf: ai = (μ -1)Kf:―1 = XvKf: 8v, 
1 

μ 1• (1 -1tl),,,_1u(tx)dt = Xi 1• (1-ltl)/J,（い）（tx)dt （上でμ →μ+  1) 
0 = xt l:(1-|t|）μ-1 (1-t1 -．．．-tn)（8t u)（tx)dt, 

xぷ¢い＝μK仰＋ U喜心¾fo¥1-ltl)μ,-l((xvい）Ix→tx)dt
n 

=μK仰＋こ ”’ -K¢8i叩 u-K仰
v=l XIノ

n n 

= (μ-l)K仰＋LKf:8v砂 u= (μ+ n -l)K仰＋どむk仰・
v=l v=l 

よって

k：：〇化＝化 oKf:, 

Kf: oむ＝土(.i1+・・・ 十.in+μ+n -1) o K：：・ (4.5) 

定理5.u(x)がPu=Oを満たすとする (PEW(x)). 
‘.~ •1 

81RP= ~伍，砂a炉 (ca,/3 EC) 
a, fJENn 
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となる最小の1EZ]。を選んで

n 

Kf:(L%，砂°炉）：＝ RLCa,(3(IT(土仇＋・・・十,,Jn+μ+n-l))<>k)炉
k=l 

とおくと， Kf:（がRP)Kf:u(x)= 0が成り立つ．

、1
,

•1 •1 

m RP|（三）→（％-1，一巧（も＋1)),j=l,...,n＝ ~ Coc,{3炉炉 (cag EC) 
a, (3ENn 

となる最小の1EZ]。を選んで

n 

L心（LCa，砂ゾ） ：＝RL伍，/3(II(叫μ-0l -．．．ーい）刀（一{}― 1)/3
k=l 

とおくと， L~(o'RP)L仰(x) = 0が成り立つ．

定理の直前の議論から i)が得られるが， ii)も同様に示される (cf.[12]). 

ー変数のときは (4.3)により既約方程式が分かる．多変数のときは，方程式は単項生成ではなく

て，一般には既約な形で求めるのは難しいが，たとえば以下に注意することは重要である（一変数

のK¢入場合は，以下で既約商が分かる）．

注意6.Pi, P2 E W[x]に対し

{u E 0。|A=O} = {O}⇒ {u E 0。|EP四＝ O}={uEO。|P四＝ O}.

5 KZ方程式

rigidな4点以上の特異点をもつ lP'1上の Fuchs型常微分方程式は， 1階の Pfaff型方程式で表

し，特異点の位置も変数と見なすと KZ方程式 (cf.[5]）に拡張され，多変数の超幾何微分方程式が

得られる (cf.[3, 7, 9])．これは 1階の Pfaff型方程式と KZ方程式に対する middleconvolution 

を用いて示される (cf.[1, 2]）．特異点が4点なら 2変数の超幾何微分方程式となり， 4点のスペク

トル型が21,21,21,21のときはAppellの凡の， 211,22,31,31のときは凡の満たす方程式とな

る (cf.[8, 9]). rigidで不分岐な不確定特異点を持つ場合も，同様にして不確定特異点をもつ多変

数の超幾何微分方程式が得られる (cf.[10]). 

KZ方程式M は，特異点Xi=Xjにおける留数行列Ai,]を用いて表される：

M: 
枷 Ai,v

axi 
= L ~u (i=O,...,q) 
0:'o匹;q
Xi -Xv 

巧白

(5.1) 

Ai,j = AぃEM(N,C) (i,jE{0,1,...,q+l}) 
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という Pfaff型方程式で

q 

Aぃ＝ A0= Ai = 0, Ai,q+l := -L A,,v, 
v=O 

Aり心…，ik:＝ 区 Av,iv, ({i1,...,ik}c{O,...,q+l}) 
1::;レ<v'::;k

と置くと

[Ar, AJ] = 0 if J n J = 0 or I c J with I, Jc {O,..., q + 1} 

という可積分条件が満たされるものをいう．なお，既約性から M はhomogeneous,すなわち

Ar = 0 (#I = q + 1) 

(cf. [8, 9]）を仮定してよい．

対称性から，方程式 (5.1)の空間には対称群 6q+2が添え字の置換として作用する．

Xo X1 X2 Xq-2 Xq-1 Xq Xq+l 

X Yl Y2 Yq-2 ー

゜
00 

一方， rigidで既約な Fuchs型方程式

du 

dx 
- ＝t At u 

X -Xi 
i=l 

(5.2) 

は， x= xo and Ai = A。,iと置くことにより KZ方程式M に拡張できる (cf.[3, 9]). 
Xq-1 = 1, Xq = 0, Xq+l = 00と変換することにより， KZ方程式（5.1)はn=q-l変数の超幾

何微分方程式とみなせる．そこで n=q-1=2変数の場合を以下考察しよう．このとき，関係式

Ao1 +A。1+A。3+ A12 + A13 + A23 = 0 
などから，（A01,Ao2,A。3,A12, A13)から M が定まることに注意しよう． Xo= X, X1 = Yとおい
て，邑の作用を表してみると

(xo,x1心2,⑬，X4) → (x,y,1,0,oo) 
Xo⇔ X1 → (x,y)⇔ (y,x) 
X1⇔ X2 → (x,y)⇔ (!,t) 
X2 +-+ X3 → (x,y)⇔ (1-x,1-y) 
X3⇔ X4 → (x,y)⇔ （土i)
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注意7.65の作用から来る包合的座標変換

(xo,x1,四，功，四） ⇔ （X2, X1, Xo，四，乃）

(xo心1心2,Xふ四） ⇔（Xo心2心1心4，祁）
↓
↓
 

(x,y)⇔ （x,!) 

(x,y)⇔ (~'y) 

は，方程式 (5.3)の原点の特異点を解消する座標変換を与える．

65 ::)XO⇔ m. m. 9 X2 叩⇔叩叩り~四

(x,y) >--+(y,x) ほt)(1-x,1-y) (¾,t) xた y

(x,y)⇔ (x,~) 

{lxl < E, IYI < Clx|｝⇔ {lxl < E, IYI > c-l} 
x=y=O⇔ x=O 

この座標変換から以下の定理が得られることに注意しよう．

定義8.方程式 (5.3)の原点 (resp.叩＝ Xj)の近傍での解がsimplemonodromyをもっ，とは

原点 (resp.Xi = Xjのgenericpoints)の近傍で特異点を除いて解析接続したものが 1次元の線型

空間に入っているもののこととする．

y=l 

y=O 

x=O x=lx=oo 

定理9.方程式 (5.3)の原点(xo= x1 = X3)の近傍での simplemonodromyをもつ解と咋＝ X4

の近傍での simplemonodromyをもつ解とは1対1に対応する．

KZ方程式 (5.1)のconvolutionに対応する解u(x,y)の変換は
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80 
=L 

A・
2,V ~ 
u 

OXi 叩ー Xu
O:<,;匹翌
v#t 

(5.5) 

を満たすが，一般にはこの方程式は可約なので，既約商とした方程式

M: 
8B 
=L 

A t,u 
axi 

u. 
O.:S:v.:S:3 
Xi -Xv 

v-/-i 

(5.6) 
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を考える．これらの行列ふ，j, ふ，jは
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で与えられる．なお，簡単のため A。1=A。,1などと書いたこのとき C3Nの部分空間

kerA。1
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(5.7) 

はA £ C£ を満たすので， At,J t,Jを，商空間 c3NI£上に Ai,jが引き起こす線形変換に対応する
サイズ3N-dim£ の正方行列として定義する．ここで入とμがgenericならば

£ = ([：：]:：） • 
となることに注意しよう．

さらに KZ方程式に対して次の変換を考える．

kゲ：＝ Tに，y）→(y,x)oKゲoT(x,y)→(y,x), 
kぢ：＝ Tに，y）→（予）okゲoT(X,y)→（①，含）・

(x,y)→(y,x)と(x,y)r-+(x,王）は(xo心1心2心3心） r-+(x1, xo，花!,X3，匹）と (xo心1心2,X3，四） → y 

（ X2心1,Xo, X4，X3)に対応するので， Kμ，入y uや Kいx,y uの満たす既約方程式は容易に計算できる．

(5.8) 
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6 一つの例

最後に Appellの凡の自然な拡張として， KZ方程式を満たす 2変数超幾何級数の例を考察し

てみる．すなわち
p q rr応叫ーa9,a,rr 応f3; — /3j,/3jrr応，；ん一'Yk,'Yk (6.1) 
i=2 j=2 r=l 

を方程式du=a1u;;巳＋出u乳りに施して得られる KZ方程式（5.3)で，その一般化Riemann

scheme (cf. [6, §4]）は

{ [Olpq+：□＿1）r [Olpr+：:：r-1)q ［芯゚q3+r [a]°こ
[-a" -/J"]r [-a" -111]q 約＋咋閃＋"(k

A12 

[O]qr+(q+r-l)p 
[-(3”-1"]p 

A13 A23 A14 A24 
I 

[(3贔＋r ［'Yklp+q [(3』p+r ['Y~lp+q [O]pq+qr+~~4(p+q+r)+l 
CTi + "(~ CTi +(3J 叫十7k a: + (3; [-a" -/3" -1"h 

[-a" -/3"]r-l 
[-/3" -'Y"]p-1 
[-a ””  -'Y"]q-1 

a?:= ai十叫，尻＇：＝約十 f3;,1K':＝咋＋1k,ai = f3i = 0, 
p q r 

(6.2) 

a”＝こ消， f3”＝こf3；',7”＝こ礼', (6.3) 
i=l j=l k=l 

1 ~ i ~ p, l ~ j ~ q, l ~ k ~ r (p 2: 1, q 2: 1, r 2: 1). 

となる．すなわち，留数行列Ao1はサイスがR= pq +qr+ rpで，重複度pq+ (p + q -l)rの

固有値0と重複度rの固有値ーa"-(3” を持っている．また， O:i,(3かrk,a~,(3;, /~が generic な

ら， Ai,jは対角化可能で KZ方程式は既約である．この KZ方程式の解には

~ ~ ITf=l (ai)m I1]=1（約）nrr;=1(1K)m+n m n 
¢(x,y)＝ここ X y 

m=On=O rr:＝1(l -a:）mrr;=1(1 -(3;）n rr~=l (1 -,Um+n - " (6.4) 

with a~=(3~=0 

が最後の成分となるものがある (cf.(5.4)）．特に

¢(x,y) ＝凡 (1l心1,(3i,l-1~;x,y) (p=q=r=l) 

Riemann scheme (6.2)は[8,Theorem 7.1] (cf. [9]）と (6.1)から得られる（数式処理プログラ

[13]でも計算できる）．また x変数の常微分方程式とみたときの rigid指数は

IdxxM = (R -q)2十が＋（R-州＋芦＋2(p(q＋州＋qr)-2R2 

= 2 -2(q -l)(r -l)(q + r + 1) 

となるので，それがrigidとなる必要十分条件はr=lまたは q=lで与えられる．

(6.5) 
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定理9より，原点でpq個の simplemonodromyを持つ独立解が存在することがわかる (A24の

重複度 1 の固有値 a~+(3；の個数）．また

15の正規交差の特異点がある： ｛叩＝巧｝と｛吹＝叩｝の交点 (#{i,j,k,C}= 4) 

つうち 6点 (j= 3, C = 4)は同時特性指数がすべて重複度1

⇒その 6点ではpq+qr+ rp個の局所独立解がべき級数で具体的に得られる．
その局所独立解は，（6.4)の形のべき級数で表せるものとべき級数

ゆ(x,y) = 
OO OO I1『=1(ai)m TIJ=l（も）nTI~=l （1k)m-n （咋）n-m
こと
m=On=O I1:＝2(1-a伽）mTIJ=2(l -(3;)nm!n! 

x叫ド (6.6) 

で表せるものとからなる． 6点間での接続係数の計算は定理 2を使うと既知の一般超幾何mFm-1

の0とOO間の接続係数に帰清される．

屁,入,kt,>-,kt:岱による留数行列や Riemannschemeの変換は，数式処理Risa/Asirのライ
ブラリ [13]でサポートされている．たとえば

Sp=os_md.mc2grs(O, ["K", [4,3,2]]); 

os_md.mc2grs(Sp,"get"ldviout=1,div=5); 

とすると (p,q, r) = (4, 3, 2)のときの (6.2)が得られる．なお， Spは15個の正規交差特異点にお

ける同時特性指数とその重複度データで，［8,Theorem 7.1]に基づいて計算されている また

os_md.mc2grs(Sp,"rest"ldviout=1); 

によって， 10本の特異直線叩＝ Xjへの確定特異点型境界値方程式の Riemannschemeが得られ

る．＂rest"の代わりに"spct"とするとスペクトル型が得られる．このようにしてスペクトル型や

正規交差点での同時スペクトル分解を計算した例を以下に載せる (cf.[9, §5]). 

p = q = r = l : Appell's Fi p = q = r = 2 (rank = 12) 

Xo X1 X2 X3 X4 idx 

Xo 21 21 21 21 2 

X1 21 21 21 21 2 

X2 21 21 21 21 2 

X3 21 21 21 21 2 

X4 21 21 21 21 2 

Xo =X X1 = y X2 = 1 四＝0 X4 = 00 idx 

Xo (10)2 (10)2 441111 441111 -8 

X1 (10)2 (10)2 441111 441111 -8 

X2 (10)2 (10)2 441111 441111 -8 

X3 441111 441111 441111 72111 -124 

X4 441111 441111 441111 72111 -124 

Xo X1 X2 X3 X4 idx 

Xo (24)3 (24)3 炉19 6319 -54 

X1 (24)3 (24)3 炉19 炉19 -54 

X2 (24)3 (24)3 炉19 6319 -54 

X3 炉19 6319 6勺9 (19)223 -730 

X4 6勺9 6灯9 炉19 (19)223 -730 

p = q = r = 3 (rank= 27) 
正規交差点での局所解 (p= q = r = 1) 

2F1 

叩＝巧： 21(2 

Xk =四： 21¥.:, 
2Fl 

①
|
呵
{

．．
 ー

①
|
叩
人
3

2
 ⇒
 

~
 ー

p=q=r=2の場合：正規交差点での同時スペクトル型は 112と32抄が各6点， 715が各3点
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正規交差点の型： ［14 + 1 4 + 1 + 1 + 1 + 1] A [14 + 14 + 1 + 1 + 1 + 1] : 112 
X = 0: ［叫q+r 偽＋咋

H4 H1 

4吐4

6: 4214 A4214 

心14 1 
ヽ
H1 
a; ＋7k 

⇒ 

州
丁
汀
①
m

．．
 4
 息：

Hi

．．
 8
 

Hm :mFm-1 

正規交差点の型： （［32げ］ ＋［12])/¥ ［31 + 31 + 1 + 1 + 1 + 1] : 3予
T n, T T H2 

6 (10)2 A 4叩 3|へ:＼ ⇒ 2〗 4口 2 : 
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