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セ ミ マ ル コ フ モ デ ル に よ る リ ア プ ノ フ 指 数 分 布 の 解

析

早 大 理 工 菊 地 康 裕

1次元マップや-ミルトン系でみられる1/fスペクトル現象は,これらのカオスがベ与的滞在時間分布を

もつようなセミマルコフ過程へモデル化できるということで説明される.ここでは同様な立場から,リア

プノフ指数の観測に関してセミマルコフ過程によるモデルを考えることにより,その分布に対する解析を

行う.

セミ77レコフモデタレ

AとBという2つの状態の間%,確率的に与えられる時間だけ滞在しながら行ったり来たりするような

状況を考える･Aで0･Bで1の値をとる過程を坤)であらわす･坤)のような過程はセミアルコフ過程
と呼ばれるクラスに属している.以後このモデルをセミマルコフモデルと言うことにしよう.有限の観測時

間Nによるl(i)の時間平均

AN-最 "A(i)di
という変数に興味がある.AⅣの分布がⅣ- ∞でどのように,そしてどんな分布に近づくかということを

問題にする.

各状態における滞在時間 T̂ とTBの分布をFAおよびFBであらわす.

prob(T̂ _<i)=FA(i),prob(TB≦i)=FB(i)

さらに,FA(i)とFB(i)の宋尾部がi- ∞ においてそれぞれ-aおよび-∞なる指数で正則変動するとし

よう.具体的には,例えば以下のような場合である.

1-FA(i)‥ra, ト FB(i)-e~b(I-1) (i>1,a,b>0)

このとき,T=T.4+TBの分布F=F,i*FB(分布F,IとFBの畳み込み[2])は

1-F(i)-raL(i),i- ∞

のような末尾部をもつ.ただし,エは緩慢変動関数である.

更新過程と変数Ak

F=FA*FBを更新時間分布とする更新過程Snを考えよう.

Sn=Tl+T2+････+Tn
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｢カオスとその周辺｣

ここにT2,....,TnはFに,TlはFlにそれぞれ従う独立な非負の変数である.Flは初プ邦更新時間Tlの分布で

あり,実際の観測が更新時問の途中から始まるという事情から,Fとは異なる任意の分布を仮定しておく.
時間Nの間の更新回数をあらわす変数をRNとしよう. E

SRN≦N<SRN+1

RNがr以上である確率は

probtRN ≧r)=Fl*F'~1●(N)
となる.ただし,FL'はFのn回連続畳み込み関数を意味する.

ここで先の変数AⅣの代わりとして次のような変数

を導入する.pBはFBの期待値である.a<2のときにはFAに比べてFBのゆらぎが相対的に無視できる

ので,おおさなNでゆらざまで含めてAN～ALとみなせるだろう.
詳細は省いて結果だけを述べよう.a<2におけるAkの分布密度p(N;A)はN - ∞ で以下のように

なる.

ここ に

p(N;A)-

ka(ya,N(ト スo))ya.N (2,a,1)

AaS(A)･(1-Aa)ikl/a(ul/a,NA)yl/a.N (1,a,1/2)
を6(A)･太exp(一書(y2.Nl)2)〝2,N (a-1/2)

AaS(A)I(i-Aa)ha-(yl/α,NA)vl/a,N (1/2,a,0)

ua,N -Nl-1/aLv(N),N-∞

A8-等/∞
Ao=

〝β

dz

za(a+1)

p̂+pB

である(Lyは綬慢変動関数).またka(I)は特性関数

FJ･''.Ska(堰 -exp(-)"(1土tan号q)) (.:(,0,-:くく0)
をもつ指数αの安定分布密度で,h｡(3)はラプラス変換

∫ e-･Bha(C)血-,io

(-S))'
r(1+Jα) (β≧0)

をもつ∬>0で定義された片側分布密度である.1>α>1/2のときにはこれらの関数の間には

ha(C)一-吉kl/a(3)

なる関係がある.
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この結果から,A吊ま2>a>1ではAoに,1>a>0では0にそれぞれ確率収束するととがいえる.
2>a>1および1>a>1/2のときにva.NおよびL,1/a.Nの指数が1/2より小さくなることはiこのときの
収束が中心極限定理の収束よりも遅いことを示している.特に,αが1に近い時には著しく収束性が悪く

なる.

リアプノフ指菱酔)分布

変形ベルヌーイマップ

Tn+1= j(rn)=
i

Cn + 2B-1(1- 2 E )3:君+ E (0≦Cn≦1/ 2)
cA- 2B-1(1- 2e)(1-ごn)B - E (1/2≦37n≦ 1)

およびスタンダー ドマ ップ

Zn+1=Z,I+KsinC,I,On+1=Cn+Zn+1
のリアプノフ指数分布のせ【3】を示したのが図a,bである.
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(a)変形ベルヌーイマップ(B=2.0.̀-1.0×10~It)と(b)スタンダードマップ(L{=O･5)のリアアノフ指数,および(C)セミ
マルコフモデル(a-1.0)のANの分布における寸のグラフ.ただし,N=10000である･

これらの形を見てみると,セミマルコフモデルにやけるANのもの(図C)とよく似ていることがわかる.
以下このことについて考えてみよう.

変形ベルヌーイマップの時間Nで計ったリアプノフ指数は,J2?下のようにあらわされる.

庸 '-請 ,(-,(n)･ 入(-,(a,-logJ㈲
いま0<e≪ 1なる に̀対して,A(帆)(n)が≦eとなり続ける時間 T̂,および> と̀なり続ける時間TBの分
布をそれぞれF̂ ,FBとする.F̂ は軌道が0および1の付近に藤在し続ける時間の分布に等しく,その末尾

部はベヰ型で,その指数は-1/(B-1)であることが知られている【41.またFBの宋尾部は遷宮のベルヌー

イマップと同様指数型となるので,先に述べたセミマルコフモデルにおける状況と類似していることがわ

かる.
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次にスタンダードマップについて考えよう.時間Ⅳで計ったリアプノフ指数は

AS'-kTg.lA(S,(n),A(S,(n,-log寄 ,vn･1-Tn vn
とあらわされる･ただしTnはん,Cnにおけるマップのヤコビ行列で, voは初期座標(I.,C.)における初期接

ベクトルである･スタンダードマップの相空間には小さな島KAMトーラスが無限階層的に分布しており,

カオス軌道がこの近くに来たときにはユ(∫)(n)lま小さな値をとり続ける.このような状態が続く時間の分布

FAの末尾郡はベヰ型をしているという結果がある【5].それに対し七人(S)(n)が大きな値をとるのは尊慮 が

周期の小さな双曲型周期点の近くに来たときであり,そのような状態が続く時間の分布FBの宋尾部は指数

型である.この場合にも先のセミマルコフモデルとの類似がみられる.しかしながら,スタンダードマップ

の場合は変形ベルヌーイマップに比べてはるかに複雑である.というのは,⊥般に周期の小さな周期点はい

くつか異なった系列のものが存在するので,鳩)の分布としてはそれぞれに対応した分布が重なって観測さ
れるからである.ここでは最も大きなピークのみに注目しており,他のピークが存在しても(実際存在する

のだが)それは無視している.

まとめと課題

以上 2つの力学系のリアプノフ指数の観測において,ここで考えたセミマルコフモデルと類似の状況か

らその分布が決定されているということをみた･ここで考えたヤミマルコフモデルはベキ型の滞在時間分
布をもつ状態を含むので,マルコフ過程の範噂には入らない,ノンマルコフ過程である.このようなノン

マルコフ過程は, 1/fスペクトルや相関関数の代数的減衰といったマルコフ過程にはみられない性質をもつ

ことが知られている【6,7】.それらの性質に対応した現象が,ここでの分布関数にも見られることが期待され

る.例えば,マルコフ過程では判ま観測時間Nに対して

甘(N･,A)-N車(A),N-∞

のようにスケールされることがわかっているが,ノンマルコフ過程にまでこれを適用できるかは不明であ

り,むしろ実験的にはこれはうまくいかないようである.残念ながらこのことに関する理論的な結果はまだ

ほとんど出ていないので,今後の課題としてあげておきたい.
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