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1．序論

1．1．概要．この小論では、最近筆者が代数曲線のモジュライ空間に関して行った研究161に

ついて解説する．この研究で筆者は代数曲線のモジュライ理論を、対数的幾何学の枠組の中で

最も自然と思われる方法で構成し、以下に解説する様にそれが本質的にはDeligne、　Knudsen、

Mumfordによる点付き安定曲線のモジュライ理論（［21及び19］等を参照）と等価である事を示

した．対数的幾何学の枠組でのモジュライ理論は特にアーベル多様体のモジュライについて既

に加藤和也氏や梶原健氏らによって試みられてきたが、これらの研究に一貰して流れる思想は、

対数的幾何学においては例えば半安定な退化といったある種の退化は対数的にスムースとなる

ため、対数的にスムースな対象のモジュライ理論を考える事が出来た場合これは従来のモジュ

ライ理論を含み、かつそれ自体がすでにコンパクト化されたものとなっているであろうという

ものである．特にアーベル多様体の場合には、そのモジュライのある意味で標準的なコンパク

ト化を与えると思われるので特に興味深い．ここで紹介する［61は曲線の場合にこの思想を具

体化したもので、今後の対数的幾何学でのモジュライ理論の研究の一つの出発点となると思わ

れる．

　この小論は筆者が1996年度の城崎シンポジウム（Kinosaki　Symposium　on　Algebraic　GeoIn－

etry，　Nov．1145，1996）にて行なった講演の予稿にいくつかの詳細を加えたものである．シン

ポジウムのお世話をして下さった方々に感謝の意を表したい．

1．2．主結果．ここで述べられる用語や概念の多くは対数的幾何学に固有のものであり、その意

味は以下の節で与えられる．ここではあまり詳細を気にしないで［61での結果について要約し

てみたい．まず我々は従来のスムース曲線という概念の対数的幾何学への焼き直しと言うべき

対数的曲線（log　curve）という概念の定義する：

定義．有限生成飽和型（飴）な対数的概型の射∫：X→8が対数的曲線であるとは、それが対数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む的スムースかつ整であり、その下部（underlying）概型の射∫の各幾何学的ファイバー、即ちS

の各点の分離閉包上のファイバーが被約かつ連結な曲線であることである．

　対数的曲線の構造定理は3．1で与えられるが、特に著しい事はその下部概型が通常の意味で半

安定な曲線の平坦族である事と、その対数的構造が自然にいわゆる点付構造（pointed　structure）

の類似を持っているという事である．従って対数的曲線の型（type）という概念をその算術的種

数と点の個数との組で自然に定義される．また、筆者が以前回において研究し同でも一般化

を与えた、いわゆる対数的スムースな変形理論に関する知見から非常に自然な形でその安定性

（stabihty）という概念を定義する事も出来る．
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　そこで自然な流れとしてある型を持った安定対数的曲線のモジュライを考える訳であるが、対

数的幾何学の枠組でモジュライ理論を考察する場合、従来の様に概型の圏の上のスタックを考

えるのではなく（有限生成飽和型な）対数的概型の圏の上のスタックを考えるのが自然と思われ

るので、その形で安定対数的曲線のモジュライを考える、型（＆11）を持つ安定対数的曲線のモ

ジュライスタックをC／Uり，n→LSchl“と書く．

　もちろん、新しい概念を導入してもそれが従来の言葉で説明出来なければ意味がない．そこ

で次の様な事を考える：今、従来の様な概型の圏の上のスタック5→Schが与えられた時、概

型の上の対数的構造の定義を拡張してスタックの上の対数的概型というものを考える事が出来

る．いわば対数的スタック（log　stack）と1呼ぶべきものである訳だが、これは従来の対数的概型

の概念を拡張したものなのであるから、与えられた概型から表現可能スタックが自然に構成出

来たのと全く同様の考え方で対数的スタックから対数的概型の圏の上のスタックを構成する事

が出来る．従って対数的概型の圏の上のスタック5→LSchf“が与えられた時、それが対数的

スタック3→Schで表現されるという事は意味がある．

　以上の言葉を使うと、以下に述べる主要結果は次の二つの主張に要約される：

定理1．Deligne－Knudsen－Mumfordの種数gのn点付安定曲線のモジュライスタックπ卯、→

Sch上には、もしそれが概型で表現されるなら退化部分（degenerate　locus）という正規交差因

子で定義されるもの（cf．例22．1）と一致する様な自然な対数的構造が入る．

定理2．型（g，n）の安定対数的曲線のモジュライスタックCル1り，，、→LSchlざは、定理1で述

べた対数的スタックルfgμ→Schで表現される．

2．対数的幾何学の簡単な復習

　以下のすべての議論はJ、－M．Folltame、　L．　Illus三e、及び加藤和也氏による、いわゆる対数的

幾何学（10g　geOlnetry）の枠組で行われるので、この対数的幾何学について復習しておく．特に

2．2と2．4では具体的ないくつかの例を詳しく論じる．対数的幾何学についてのもっと詳しい説

明については、例えば凹や囮を参照されたい．

2．1．対数的概型．代数幾何学が大雑把に言って概型を扱う学問である様に、対数的幾何学は対

数的概型（10g　scheme）という対象を扱う．この対数的概型とは通常の意味での概型と対数的構

造（log　stmcture）と1呼ばれるものとの組である：

定義．概型X上の対数的構造とは、半群の層の準同型α：．M→Oxで、　Mの部分半群層
α一1（0又）がαによって0美と同型となるものである．

　対数的概型の射（X，ルリ→（γ，ノV）とは、通常の概型の射∫：X→γと半群の層の準同型

ψ：∫－1人／→Mで

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ∪　　一→　　Ox

　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　∫－1人／→　∫－10γ

が可換となるものとの組である．ただしここで、また今後は以下の事を約束して議論する1
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・概型一ヒの層はすべてエタール位相で考える．

・半群はすべて可換とし単位冗を持つとする．また、半群のi｛息同型は常に単位元を単位元に

　移すものとする．

・環（単位元を持つ可換環）を半群と見るときは、特に断らない限り積に関して見る事とする．

　Mを概型X上の対数的構造とする．この時、層Mの切断はあたかもX上の可逆関数
の様に扱われる．原理白勺にはこれの群化ル1勘が構造層の乗1去群0至の代用として取り扱2）

れる訳で、例えば、いわゆる対数的微分41◎堅＝警の概念が次の様に拡張されα∈M堺｛こ

対しても定義される（「対数的幾何学」という名前はこの様な雛に由来する）：対数的概型の射

（∫，ψ）：（X，ル1）→（y，人／）について、対数的微分加群層（sheaf　of　log　di汗erentials）というOx一

加群を

　　　　　　　　　　　　』一「Ωし／。㊥（Ox⑧z　MgP）1／κ

で定義する．ここでΩ㍉Yは通常に意味での微分層であり、またκはα∈ル1によって
（‘∫α（α），0）一（0，α（α）⑭のという形の切断とb∈∫－Wl《よって（0，1⑧ψ（b））の形の切

断から生成される0万部分加群である．これらの関係式から、例えばα∈0又については

掴⑭一｛蝿刷がわ力吹従って今dl・9・鋼→づ／。を・触・）・一｛卯馳1で定義す

るとこれは従来の蝿畷一・≦場，・を搦乳たも扉なっている・

　従って商半群Wぎ／0又はある意昧でこの対数的概型とその下部（tmdeどlylng）概型との機能の

違いを表す量であると考えられる．この小論ではこの商半群ル｛／0美を対数的概型Xの特性

（characteristic）とll乎ぶ事にする．容易に想像される様にルf＝0まなる対数構造は自明（trMaり

と呼ばれる．

　対数的構造はこのままでは扱いにくい事が多いので以下σ）様な考え方が便利である：対数的構

造の定義の条件を外して、単に半群の層の準同型ψ：∫『W一歩ルiの事を前対数的構造（pre－】og

structure）と呼ぶ．前対数的構造ρ：r1V→Mが与えられた時、これに付随した対数的構造

（associated　log　strllcture）αシ‘：M《‘→Oxというものが半群の層の押し［IIし

　　　　　　　　　　　　　　　μ㌧＝w残、一・｛o至）o美

及び自然に誘導される射で定義される．この手順は前層から層抱こよって層を得る手順と同様

の普遍性を持っている．

　この手順を使うと、例えば概型の射γ→X．が与えられた時にX上の任意の対数的構造ル｛

に対して、その引き戻し（pull－back）戸ルfというγ上の対数的構造が合成

ゾ1M－→∫－10γ→Ox

で与えられる前対数的構造に付随した対数的構．造で定義される．

　また、前対数的構造P→OxでPが半群の定数層であるものは特に大事で、これにイ・1随し

た対数的構造がMである時、これは対数的構造Mの地図（dlarりと呼ばれる．つまり、一般

に対数的構造を取り扱う時、本質的には0皇を法とした剰余類の代表系が決まればその対数的

楢造は完全｛こ決まってしまう訳で、その考え方を一般化したのが前対数的構造に刊題した対数

的構造の考え方で、地1顯ま獲にそれを扱いやすくした概念である．
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記号．以下、対数的概型は原則として単にX、γといった大文字のアルファベットで書き、そ
　　　　　　む　　　　む
の下部概型はX、γの様に上にoを乗せて区別する．この記号法は射に対してもなされる．対

数的概型Xに対して
　　　　む　●Ox：Xの構造層、

　●Mx：Xの対数的構造

の様に書き、準同型Mx→Oxを明記したい時はαxで言己す事とする．また、

　●εx：xの特性

と書くこととする．これについては相対的な概念も導入し、対数的概型の射∫：X→γに対

して

　・Cx／γ：∫の相対特性（：㎜Coker（∫享人イY－→人イx））

と記述する事にしよう．これは第4節で使われる，

2．2．対数的概型の例．ここでは以下の議論を理解する上でも非常に重要ないくつかの例につい

て詳説する．

例1（c£［7，（1．5）D．Xを正則（regular）概型とし、Dをその上の被約正規交差因子とする．即ち

DはXの余次元1の閉部分概型でエタール局所的にz1…勾で定義される．ここにz1，．．．，gξ

はある点のまわりの局所正則パラメータ系の一部である．この時X上の対数自勺構造Mxが

ル｛x：＝Ox的・o気D一→Ox

で定義される．ここにゴIX＼D→Xは開埋め込みである．つまり、半群の層ルixをOxの

部分半群でDの外では可逆である切断からなるものとし、それを自然にOxに埋め込むこと

で対数的構造を定義するのである．この対数的構造は組（X，D）から決まる標準的対数的構造

と呼ばれる．

　この対数的構造ルfxを理解する上で前小節で定義した特性や地図は非常に便利である．そ

れを見るために任意に点¢∈Xをとり、その分離閉包菰での茎ルfxぷを解析してみよう．こ

の半群人イx三はOx元、つまりOx，ぼ、の狭義ヘンゼル化の部分半群である．今、因子Dが苗の

エタール近傍上でz1…勾昧0とし・う局所定義方程式を持つとしようく1＝0の事もある）．もし

～＝§なら直ち｝こル毎戸＝0必がわかる．もしξ＝1ならば各娃Wfx，≡は麹で割れる可能

性がある訳だが、z玉で割れるだけ割った後の商はもはやDの内でも外でも0をとらないので

可逆である．従ってOxβの元がル｛κ，烹に入るための必要十分条件は、それがz1の巾と可逆

元の積に書ける事であることがわかる．一般の場合も同様の考察を繰り返すことでOx昂の元

がルfx昂に入るための必要十分条件は、それが

u・・f1…・｛蘂’，　・∈o吉，（αb…　　，α∫）CN∫

　　　　　　　　　　　，

という形に書けることである事がわかる．ここでNはすべての非負整数からなる加法半群であ

る．従って半群ルわ（戸は

Mx㌣o吉・ぷ…♂｛窒o詰㊤ヅ

という表示を持つ．
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　特にこの対数的概型のるにおける特性Cx，≡はN’に同型である事がわかり、この事からX

の特性の群化C紫は各幾何学的点において、その点でのDの局所成分の交差の重複度だけ階

数を持った自由アーベル群である事がわかる．更にCx，≡の法0又ξでの剰余類はz1，＿，z，で

完全に代表され、これによって断面（cross　section）N’→ルlx戸が定まるが、実はこれをるの

適当なエタール近傍σ上に延長すると、合成

Nl－→ルi刈σ一＞Oxレ

がび上の地図となる．実際σを十分小さく取ると、NI→ルfxlびを定義することが出来、更に

任意のy∈σについてyのまわりでは因子Dが適当な｛1，＿，～｝の部分集合∫＝伍，＿，i。、｝

によってz‘、…Zi．，＝0という局所定義式を持つ様に出来る．この時ゴ〆∫なるz」は豆のま

わりでは可逆であるから、対応するN’の元eJは前対数的構造NI→Oxレに付随した対数

的構造を構成すると0又レに吸収される．つまり、このN↓→Oxlびに付随した対数的構造の

yにおける茎は0美犀・z汀…z竃と同型となり、これはル｛x漸に他ならない．

例2．Pを半群とし、環R上の半群環珂Plを考えよう．概型X＝Spec　RIP］上には準同型

P→珂P］より誘導された前対数的構造P→Oxに付随した対数的構造が常に定義出来る．こ

の対数的構造はSpec珂P］上の標準的対数的構造（canonical　log　structure）と呼ばれる．以後

原則としてSpec．R【P］の形の概型は標準的対数的構造によって常に対数的概型と思う事にする．

　特にP＝N」の時はSpec珂N∫］上の標準的対数的構造は例1で述べたものと同一のもので

ある事に注意されたい．この場合、正規交差因子としてはN∫の生成系に対応する単項式から

決まる超平面の和を考えている．また、一般に対数的概型Xの地図P→ルlx→Oxを与え

る事は、対数的概型間の狭義の射X→Spec　ZIP］を与える事に他ならない事にも注意しよう

（ここで、対数的概型の射∫：X→γが狭義（strict）とは、∫本．Mγ竺ル｛Xなる事である）、

　ここで半群についていくつか言葉を用意しておく．半群Pが整（integral）とは、自然な準同

型、P→P即が単射である事である．これはPが何らかのアーベル群の部分半群として実現さ

れる事と同値である．半群Pが飽和（saturated）とはそれが整で、かつ次の条件を満たす事で

ある1ρ∈PgPについて、もしρ7‘∈．Pなる正整数ηが存在するならρ∈Pである．有限生

成かつ飽和な半群はfs（＝丘11itely　generated　and　saturated）とも呼ばれ、実際扱う上で非常に

良い性質を持つものである．この小論では特に、有限生成かつ飽和で捻れの無い半群のことを

トーリック半群と呼ぶ事にする．この呼び名の由来は以下の通りである：トーリック半群の大き

な特徴は、その群化が常に有限生成自由アーベル群となる事である．従ってPをトーリック半

群として任意の環R上の半群環のスペクトラムSpec珂Plをとると、これはR上の分裂トー

ラスSpec珂PgPlをザリスキー開集合として含んでいる．更に対角射P→PgP●Pから引き

起こされるR上の余作用珂P｝→珂、Pglり⑧R珂P］は群演算を拡張する作用

Spec　RIPgP｝×sP、，c　R　Spec　RIP】一一＞Spec　R［pl

を誘導する．という訳でSpec珂1）】はアフィントーリック多様体となる．また逆に任意のR上

のアフィントーリック多様体はトーリック半群PでSpec珂Plの形に書ける（cqll，（U）D．

　一般のトーリック多様体についても、その各アフィントーリック被覆の一つ一一つに標準的な

対数的構造を入れると、これらは全体に貼り合う事・がわかる．こうして得られた対数的構造も
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また標準的と呼ぶべきものであり、今後任意のトーリック多様体はこの意味で対数的概型と思

う事にする．

　トーリック多様体はザリスキー局所的に有限生成かつ飽和な半群による地図で覆われるが、

一般に対数的概型Xがエタール局所的に有限生成かつ飽和（r¢sp．整）な半群による地図で覆わ

れる時、Xは有限生成飽和型（fs）（resp．有限生成整型（6鵬））と呼ばれる（この訳語はこの場限

りのものである）．トーリック多様体や例1の対数的概型は有限生成飽和型なものの例である．

　以上の｛苅はいずれもその対数的構造αx：Wf苫→0ズが単身恒捌司型となる、つまりMxが構

造層の部分半群であるものばかりであったが、この様なものはむしろ特別であって、以下の例

の様にαxが単射から程遠いものでも大事なものが沢山ある；

例3．対数的概型Xを例1の様に正規交差因子Dとの組に付随したものとしよう．この時X
上の対数的構造ルィxをτ）上に引き戻す、つまりi：D・→XについてルfD：＝♂ル仕を考える

事でDを対数的概型と思う事が幽来る．この対数的構造はルしrの局所地図から自然に誘導さ

れる地図を持つ．つまりDが点灘∈DのX内での十分小さいエタ～ル近傍tノでz1…zド0
で定義される時、σ上で

　　　　　　　　　　　　　　NL・0施。D，　e、ぷフ

という地図を持つ訳であるが、一見してわかる様にこれは単射からは程遠く、このことからα力

も単射からは程遠い訳である．もちろんこの対数的概型は有限生成飽和型である．

　この対数的概型の面白い点は、それが正規交差多様体Dのみからは決まらないが、しかしか

の正則概型Xへの因子としての埋め込みからは決まるという点である．従ってこの対数的概型
　　　　　　　　むは、その下部概型Dそのものとは本質的に異なる構造を持っている訳で、例えばDが複素数

体上定義されている時に」．H．M、　Steenbrillkはこの構造を混合ホッジ構造で表現するという興

味深い仕事を行なった（cql3D．尚、一一般に体上の正規交差多様体Dが与えられた時に、上記

の局所地図（Dはエタール局所的には常に正則概型に因子として埋め込む事が出来る事に注意）

を持つ様な対数的構造がいつ存在するかという問題も興味ある事であるが、これについては筆

者が｛5，1L71で解答を与えた：即ちDが上記の様な対数的構造を持つための必要十分条件は、

その無限小法束7硫＝ε¢亀ρ｛Ωも，OD）（これはDの特異部分の、iug上の直線束となる）が何

らかの1）上の直線束のD8i％への制限となっている事である．これはつまりDが何らかの正

則概型に因子として埋め込まれた時の法束となる様な直線束を有しているという条件である．

例4．例3で特にXが体た上のアフィン直線Sped｛NlでDがその原点である時を考える

とD＝Sped上の対数的構造が得られるが、この対数的構造は次の様な半群の準同型から誘

導された地図を持つ事がわかる：

N－・一→
｛；惣三

この対数的概型は標準点（sLan（lard　point）と呼ばれる．この時Nの生成元は、いわばXのパ

ラメータの“痕跡”であると見られる訳で、つまり標準点とは仮想的なパラメータを持つ点であ

ると言う事が出来る．この対数的構造を具体的に書くと、容易にわかる様1こN臼θDとなる．

標準点は明らかに有限生成飽和型である．
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　これを拡張して、一般に単位元より他に可逆元を有しない半群Pについても単位元以外の

元をすべて0に写す準同型P→んから誘導される対数的構造を持った対数的概型を対数的点

（logarithmic　point）とll乎ぶ．この時、この対数的点の分離閉包での特性はPに一致する．一般

に対数的点とは、体のスペクトラムを下部概型に持つ対数的概型Xで、その分離閉包での特性

P（これは単位元より他に可逆元を持たない）が射影ルlx→Pの断面P→ル1xを持つもの
であるとも言う事が出来る．我々はエタール位相で考えていたので下部概型が体となる任意の

対数的概型が対数的点となるとは限らないが、もしそれが有限生成飽和型なら適当な有限次分

離拡大へ持ち上げると対数的点となる事が容易にわかる（例えば［6，2．281を参照）、

2．3．対数的スムース性．IEGA，　IV§17］によれば概型の射のスムース性は巾零拡大（nilpotellt

thinckening）に関する射の持ち上げの存在で定義される．対数的幾何学の枠組みでスムース性

を定義する上でも基本的にはこの考えを見習えば良い．ただしここで巾零拡大はこの枠組みで

きちんと定義しておく必要がある．一般に対数的概型の射∫：X→γが完全閉埋め込み（exact

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むclosed　immersion）とは、それが狭義でその下部概型の射∫が通常の意味で閉埋め込みである

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む事を言う（“狭義”の定義については例2．2．2を参照）．更に∫が通常の意味で高々d次の巾零拡

大、つまりZ：＝Ker（戸0γ→Ox）としてZd＋1＝0である時、∫は高々d次の巾零拡大
（tllickening　of　order≦∂）と呼ばれる．

定義．有限生成整型な対数的概型の射∫：X→γが形式的に対数的スムース（formally　log

smooth）（resp．形式的に対数的エタール（formally　log　6tale））であるとは、任意の有限生成整

型な対数的概型の間の高々1次の巾零拡大珂→γ’及び射Y’→γについて、標準的な写像

　　　　　　　　　　　　　H・mγ（γ～X）→II・mγ（％，X）

が全射（resp．全単射）となる事である．また、∫が対数的スムース（log　smootll）（resp．対数

的エタール（log　6tale））であるとは、それが形式的に対数的スムース（resp．形式的に対数的工

　　　　　む
タール）で∫が局所的に有限表示を持つ事である．

　定義から直ちにわかる事であるが、もし∫：X→γが狭義の射であるなら、その対数的ス

ムース性（resp．対数的エタール性）はその下部概型の射の通常の意味でのスムース性（resp．工

夕一ル性）と同値である．しかしながら、以下で見る様に一般には∫が対数的スムースもしく

は対数的にエタールであっても、その下部概型の射は平坦である事すら真でない．

　対数的スムース性について理解する上で最初に検討しておくべき事は、半群の準同型Q→P

から誘導される対数的概型の射Spec珂P］→Spec、R｛Q］（Rは環）がいつ対数的スムースにな

るかという事であろう．これについては次の様な判定法が知られている：

命題．ψ1（2→－Pを有限生成かつ整である半群の準同型とし、∫：SpecRIP｝→Spec珂（21をこ

れより誘導された有限生成整型な対数的概型の射とする．ただし、ここでRは任意の環であ

る．この時、∫が対数的スムース（resp．対数的エタール）であるための必要十分条件はψ9Pの

核、及びψ9Pの余核の捻れ部分（resp．余核）が有限アーベル群で、それらの位数がRで可逆

である事である．

　証明については、例えば15，6．1】（ここでは対数的スムース性に関してのみその十分性だけが

与えられているが、必要性についてもそこに使われている道具で証明出来、また対数的エター
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ルについても同様である）を参照されたい．この命題から直ちに得られる帰結として次の事は

興味深い：

系．髭を標数Oの体とする．この時、扇の写像（cξ。｛11，§輻51）名：｛／Vξ，Σξ）→（N，Σ）から決まる

ん上のトーリック多様体の射ψ、：鶴’→恥が対数的スムース（resp．対数的エタール）であるた

めの必要十分条件はZ一加滞の射ψ：ノV’→Nの余核が有限（resp．かつ単射）である事である．

　特にN＝｛0｝とすると、任意のトーリック多様体は自明な対数的構造を持ったS俳cんの上

に（実はんの標数に関わらず）常に対数的スムースである事がわかる．また、扇の細分から決

まるトーリック多様体の射は｛これも実は標数に関わらず）常に対数的エタールとなっている、

従ってブローアップの様な（下部概型の射が）平坦ですらないものも対数的エタールとなってし

まう訳である．

　上で述べた様に狭義な射の対数釣スム～ス性（resp．対数的エタール性）とは下部概型の射の

スムース性（resp．エタール性）に他ならなかった．また上の命題を応用すると、トーリック半群

間の準同型ψ：Q→Pから誘導されるアフィントーリック多様体の射S戸cR｛屑→SpecR侑1

が対数的スムース（resp．対数的エタール）なるための必要十分条件は、ψが単射でその余核の

捻れ部分（resp．余核）の位数がκで可逆である事となる．～般に対数的概型の射∫：X→Y

に対して、この様な対数的スムース（王esp．対数的エタール）射Spec司Pl→Spec　X｛（～｝、及び

狭義の射X→Spec珂刑とγ→Spec珂（〕］（つまり地図；例2．2．2参照）が存在してX完

Y×SI蹴R織Spec　R｛Pl（対数的概型の圏のファイバ～積についてはここでは特に詳説しないが、

この場合γ→Spec珂（囚が狭義なので、左辺の対数的概型は通常の概型としてのファイバー

積にSpecR［P］の対数的構造を引き戻したものになる）となる時、∫をトーリック型と呼ぶ事

にしよう．トーリック型の射は対数的スムース（resp．対数的エタール）である、

　対数的スムース射（resp．対数的エタール射）の局所的な構造について加藤和也氏によって証

明された次の結果は著しい；

定理（｛7，（35）1，｛1◎，〈A．2）1）．任意の有限生成飽和型な概型の対数的スムース（resp．対数的エ

タール）な射X→γはエタール局所的にトーリック型の対数的スムース（r㈱p．対数的エター

ル）射X」→γと狭義の対数的スムース｛ガesp、対数的エタール）射X→Xノの合成に分解さ

れる．

　ここにあげたものは加藤和也氏による元々の主張に中山能力氏が手を加えたものである．証

明については上記引用文献、もしくは｛5，§61等を参照されたい．

　また、従来のスムース性やエタール性が微分加群層の振舞いと密接に関係していたのと同様

に、対数的スムース性や対数的工タール性も2ぼで定義を与えた対数的微分加群層と密接｝こ関
連している．例えば有限生成整型な対数的概型の射∫：X→Yについてチが局所ネタ～的で｝

が局所有限型ならω㍉γは連接Ox一加群となるが、もし更に∫が対数的スムースなら局所自

由となる．詳しくは【71等を参照されたい．

2．4．対数的スムース射の例．対数的スムースな射の例としては、系2．3やその後で述べた様な

トーリック多様体の射で書けるものの他｛こ以下の様なものが非常に重要である1

例1．Rを離散付値環とし、△＝Spec　Rとしよう．プ：X→△を△上の半安定退化（scmistable
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reduction）とする．即ちXを正則概型として射∫をエタール局所的にZl…z～＝πで定義さ

れているものとする訳である．ここにz1，．．．初はxの局所パラメータ系の一部であり、πは

Rの極大イデアルの生成元である．この時、例2．2．1で行なった手順をXと△の双方に施す

事により、これらを対数的概型と思う事が出来、しかも容易にわかる様に概型の射∫はこの意

味で対数的概型の射に拡張される．このモデルは与えられた半安定退化のみから標準的に構成

されるものである事に注意しておこう．

　このモデルが対数的スムースである事を見るために、これをエタール局所的に分析してみよ

う．正則概型Xの点¢∈Xをとり、分離閉包否のまわりのエタール近傍σを適当にとって

σ→△がz1…z（＝πで定義されているとする．ただしz1，．．．，Z」は苗のまわりの局所パラ

メータ系z1，＿，z．、　e≦n）とする．このll寺σは例2．2．1の様な地図σ→Spec　Z｛N」］を持つ．

一方△の方も例2．2．1の形の地図△→Spec　Z｛Nlを持つ訳であるが、上記の関係式から対角

準同型N→N∫から誘導されたトーリック型の射Spec　ZINI】→Spec　Z〔Nlはσ→△と可換

である事がわかる．更にファイバー積X’：＝△×sp。。z｛N］Spec　Z【N’］はパラメータ系Zl，＿，z‘

を持つ正則概型で、自然な射X→X’は明らかに狭義でスムースである．従って∫は対数的

スムースであり、上記の分解が定理2．3における分解を与えている．

　尚、対数的概型Xの△上の対数的微分加群層ωし／△は、上記の局所地図によりエタール局

所的に簡単に計算出来、これは

塑，＿，±吻＋1，＿，由，、；塑＋＿＋塑＿o
ZI　　　　　Z～　　　　　　　　　　　　　　ZI　　　　　　　Z三

を生成元及び関係式とする自由Ox一加群である．

例2．上記の例の原点上のファイバーをとってみよう．具体的には★をRの剰余体とし閉埋

め込み0：＝Specん・→△で△上の対数的構造を引き戻した上で、対数的概型のファイバー積

Xo：＝0×△Xをとる．この時Xoの下部概型は通常の意味での原点でのファイバーに一致し、

Xo→Xは完全閉埋め込みとなる．従ってXoは例2．2．3で述べたものであり、また0→△も

完全閉埋め込みであるから0は例2．2、4で述べた標準点である．定義から対数的スムース性は

基底変換に関して安定であるから、ファイバーXo→0も対数的スムースである．例2．2．3で

述べた様に標準点0は仮想的なパラメータを持った点と考えられたが、この射Xl」→0は仮想

的なスムージングの族と考えられるという事に注意されたい．従って、この射はその下部の単

なる正規交差多様体のみとは本質的に異なる構造を持っている．

　逆に体ん上の正規交差多様体Xoが与えられた時、それがd一半安定（d－semistable）、つまり

無限小法束7琉、＝ε㌶もx、，（Ωし。／、，Ox。）がXoの特異部分上の自明な直線束である事が、－L記

の様な対数的スムース射が構成出来るための必要十分条件であることが知られている（cf．｛8j又

1ま　｛5，11．7D．

例3．上の例の考え方を更におし進めて筆者は16，§6］の中で例2．2．1で述べた正則概型」二θ）正

規交差因子に付随した対数的構造の標準的構成が以下の様な状況にも一般化出来る事を示した1

　・X：体ん上のd一半安定な正規交差多様体、

　・D：X上の特異部分X曲gと交わらない正規交差因子

としよう．この時、対（X，D）に付随した対数的構造と呼ぶべき標準的な対数的構造MxがX

上に一一意的に存在して、特にXが非特異の時には例2．2．1のものと一致する．更にこの時対数
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　　　　　　　　　　　　　　　　む的スムースな射∫：X→5（ただし8已Specん）が存在してD＝ψかつXの特異部分が空でな

く連結ならば上の例2のものに一致する．一般の場合は例2の射をX、iugの連結成分毎に“束

ねた”ものであり、特にSの対数的構造は半群N‘で決まる対数的点（cf．例22．4）である，こ

こにηはx、i曙の連結成分の個数である・

　例えばXを安定曲線としD＝ψとするとこれらの対数的構造は、Xの乎坦変形の倉西族を

考え、退化部分とその上のファイバーという正規交差因子で各々例2．2．1の方法で対数的構造を

入れたものの中心ファイバーをとったものにそれぞれ一致している．いわば例2で与えた射が

一方向だけの仮想的スムージングであったのに対して、ここで与えた例は仮想的にすべての方

向へのスムージングを与えるものと考えられるのである．

3．安定対数的曲線とその構造

3．1，対数的曲線，従来の代数幾何学の枠組では、曲線とは単に次元1の代数多様体であると

して本質的に賜違いが無かった訳であるが、対数的幾何学の枠組で曲線の概念を捉えようとす

ると、安直にその下部概型の次元が1であるということは必ずしも適切ではない．例えば系23

で箆た様に扇の細分から決まるトーリック多様体の射はすべて対数的スムースである訳だから、

例えばアフィン平面の原点でのブローアップを考え、その原点でのファイバーを考えるとこれ

は対数的スムースで、その下部概型はP1である．しかしながら、この例は対数的スム～スな

変形で0次元の対象に変形してしまう訳だからあまり曲線とは思いたくない．そもそも、この

擁ま対数釣スムースである以上に対数的エタールであったのだから、この様な音‖は曲線の例と

しては適切ではないと思われる．この様に対数的幾何学においては、その下部概型の次元とい

う概念は必ずしもうまく作動するとは限らないのである．

　從って、その下部概型の次元とうまく噛み合う様なものに的を絞って考えるべきである、上

の様な事は、つまり対数的スムース性が必ずしもその下部概型の平坦性を意味しないという事

から来ている訳だから、この平坦性を帰結する良い概念、それでいて例えば上の例の様に体上

でも非自明である様なものを考慮すべきである．これについて、対数的幾何学には非常に適当

な概念がある：

定義1．整半群の聞の準同型九：（〕一∋Pが次の条件を満たす時、整（illtegral）であると呼ば

れる：ノ↓（α1）61＝ん（α2）b2を1両たす任意のα1，α2∈（2及びb1，b2∈Pについて、α3，α4∈Qと

旋Pが存在してち篇パ可戸，62＝奴鬼）きかつ碗句＝幻a4を満たす．

　これは任意の整半群の準同型Q一今（プについて、押し出しPΦQぴもまた整な半群である

という条件と同値である．また九Q→Pが単射かつ整という事と、自然に誘導された環準同

型Zl（2］→Z［Plが平坦であるという事は同値である．

定義2．有限生成整型な対数的概型の射∫lX→γが整（integraりであるとは、任意の点

エ∈Xについて誘導される準伺型C痴→εx，≡1ただし汐＝∫（⇒）が整である事である．

　これについて次の事が知られている：

命題（cf．｛7，（4．5）D．対数的スムースかつ整である射の“ド部概型の射は平坦である．
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　また、対数的スムースかつ整である射の対数的スムースな無限小変形はまた整であり、従っ

てその下部構造は平坦変形である（cf，15D．

　以上の様な訳で、対数的曲線という概念を以下の様に定義するのが自然であると思われる：

定義3．有限生成飽和型な対数的概型の射∫：X→5が対数的曲線（log　curve）であるとは、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むそれが対数的スムースかつ整であり、その下部概型の射∫の各幾何学的ファイバー、即ち3の

各点の分離閉包上のファイバーが被約かつ連結な曲線であることである．

　この時、以下の様な構造定理が証明される：

　　　　　　　　　　　　　む定理1．★を分離閉体、3を5＝Spec夫なる有限生成飽和型な対数的概型とし、∫：X－→5を

対数的曲線とする．この時、次の事が成り立つ：

　　　　　　　　　む（1）Xの下部概型Xは高々通常二重点のみを特異点に持つ、即ちエタール局所的にSpec★団

　　もしくはSpedlu，u］／（uu）という形の概型で記述される．

　　む（2）Xの非特異部分上の互いに異なる点81，．．．，8，、（n＝0の事もあり得る）が存在して、

Cx／s竺Zr1〔D…㊥Z．∫㊥N316）…（D凡．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むとなる．ここに、ZエやN、、等は点露のみに台を持つ摩天楼層であり、ア1，…，ηはX上

のすべての特異点である．

　最初の性質によりXの下部概型がいわゆる半安定曲線である事がわかり、更に（2）の性質よ

りこの対数的曲線はそれ自体が何か点付構造（pointed　structure）に似たものを持っているとい

う事がわかる，従って、この様な分離閉体上の対数的曲線に対して、その算術的種数とηの組

（g，れ）をその型（type）と定義する事は自然であると思われる．一般の対数的曲線∫：X→Sに

ついても、上記の命題から種数の概念を考える事が可能であるから、やはり型（g，η）という概

念が定義出来る：即ち、∫：X→5が型（g，n）を持つとは、その任意の点の分離閉包上のファイ

バーが型（g，η）を持つ事とするのである．

　性質の良いモジュライ空間を構成するための安定性の概念を定義する鍵は対数的曲線の対数

的スムースな変形に関する無限小自己同型であり、これは固や｛6］で展開されている対数的ス

ムースな変形理論を適用すると対数的微分加群層ωし／5のOx一双対でコントロールされる事が

わかる：

定義4．
　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
（1）んを分離閉体、3を3＝Spe訣なる有限生成飽和型な対数的概型とする．この時、対数的

　　曲線∫：X→Sが安定（stable）であるとは、その下部概型が固有（proper）であり

H・m・．（ω膓／、，Ox）－0

　なる事である．

（2）3を任意の有限生成飽和型な対数的概型とする．この時、対数的曲線∫：X→5が安定

　（stable）であるとは、その下部概型の射が固有であり、Sの任意の点の分離閉包上のファ

　イバーが（1）の意味で安定である事である．

安定対数的曲線の下部構造は以下の様になっている：
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定理2．∫：X→Sを型（g，n）を持つ安定対数白勺曲線とする．この時3の任意の点のまわりで適当
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　ぱ　　　　　　　　　　　　　　　　む　　ゆ　　　くユ
なエタール近傍をとり3に置き換えるとη個の切断σノ：51→Xが存在して、（∫：）ζ→5；σ1，＿，σ，、）

は従来の意昧でぴ点付安定麹線であり、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アじ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　　｛・αICx／5，にN｝＝〕σ」（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝1

となる、

3．2．基本的対数的曲線．前小節では従来の非特異曲線や安定曲線の概念を対数的幾何学の枠組

に焼き直すという事を実行し、実際それが非常に自然な形で出来るという事、及びその下部概

型をとる事で従来の安定曲線が回復出来る事を述べた．しかしながらこれらの対象でモジュラ

イ理論を構成し、それを分析しようとした場合、我々はこれら安定対数白勺曲線を何らカ・の彩で

コントロールして行かなければならない訳であるが、一見すると例えば従来の非特異な種数2

以上の曲線にも、これを安定対数的曲線とする様な対数的構造は非常に多く、とてもこれらを

コントロールするのは不可能である様に思われてしまう．ここではこれをコントロールするた

めの筆者の最も中心的なアイデアである基本的対数的曲線（basic　log戊rve）の概念を紹介する．

定義．対数的曲線了：X－＞5が以下の条件を満たす時、基本的（b品ic）と呼ばれる：ダを任意
　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　む　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　む　　　　　　む

の有限生成飽和型の対数的概型、α：S’→3をエタール射とし、∫’lX’→5’をX’竺x×。5’なる
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●
　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　く　
任意の対数的llli線とする．更にXξ→xをbとした時にεx，／s、≡6…］Cx～sと仮定する．この

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む時、対数的概型の射α：3’→5とβ：X’一→Xが＆＝α、β＝bかつX’竺X×55’なる様に一

意的に存在する、

　つまり、下部概型の問のカルテシアン図式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　受こえ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　1／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　くエ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　←－　5∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘己
が対数的概型のカルテシアン図式に一意的に拡張されるという事である．この定義の意味は特
　　　　　ゆ

に5ξ＝SでΩ＝idとするとわかりやすい．これはつまり、その対蜘W曲線了：X→Sの上下の

対数的構造に関する条件であり、それとは異なる対数的構造はすべてこの、ある意味では極小

な対数的構造から誘導されるという意味に読める．上の条件はこの考え方を更にエタ～ル局所

化しただけである．ただ“極小”というのはいささか誤解を生みやすい表現である事が以下の実

例から判断されるので“碁本的”と呼ぶのである（この呼び名はL．Illusie氏の考案である）．尚、

定義から明らかな事であるが、下部概型の射及び相対特性を固定した場合基本白勺対数的曲線は

もし存在するなら一意的である．

　では、どの様な対数的曲線が基本的となるのか、証明等の議論は後回しにしてとにかくその

倒を見てみよう：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む例．ここではたを分離閉体、g：0→T：＝Spec☆を安定曲線とした時に∫＝gなる基本的対数

的曲線允：Xo→Soを記述する．天下シ戊的になるが、実はこれは例2．4、3で与えたもので与え
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られる．即ちその平坦変形の普遍変形空間とその上の族を考えて、退化部分で表される自然な

正規交差因子達で定義される対数的構造で与えられるのである，この対数的構造を局所地図を

用いて記述してみよう．まず、5はその構成からNIで定義される対数的点（cf．例22．4）であ

る．ただし、ここで1は0の特異点の個数である．次に点¢∈0をとり、そのまわりを調べ

てみよう．もし忽が0の非特異点なら、その対数的構造は単に

　　　　　　M為声Nξ鐙oゑi鞠Ox、、｝（・・，＿，・1）領砂ぴば▼’＋τ膓・・女

であり、允はld：ぷ→押で定義される．もし苫が特異点、即ち¢のまわりで剖uプ彩ガ｛榔）

で記述されるならその対数的構造は

Mx。，冷N∫＋1㊥0美。⇒Ox、。

　　（αb＿，α‘－1，bl，bいα‘→．1，＿，α（＋1）㊥ん→σ‘1＋”ポー1＋‘刷＋叶‘㌔・・ム1・b・・九

という形で記述され、適当に添字を入れ換えると∫は

　　　　　　　N」→N↓＋1，（α1，　．　・　．　， α」）→（・、，＿，・、い・元，・1，・吊，＿，・，）

という形の準同型から誘導される．ここで川ま適当な0の特異点の番号付’けである．

　この対数的曲線が基本的であるというのは一重にそれが下部概型の平坦変彩の普遍変形空間

から構成されるという事情に基づくものなのであるが、その辺りに事情1こついては次の小節で

述べる．

　尚、この例でもわかる様に、基本的という概念は対数的曲線の基底対数的概型30をも限定

する概念であり、上の例ではその対数的構造がXoの特異点の個数だけNを直和したものにな

るというのが非常に大事である．例えばS6を標準的点、即ち一一つのNで対数的点を作ったも

のとしてs6→30を余対角線準同型NI→Nで誘導しx6：昧x⑪×5、、56としたものは、半安

定退化（cf．例2．4．1）等との関連で、よく扱われるものであるが、これは1＞1であるなら基本

的ではない．

　さて、一般的な基本的対数的曲線の存在については次の事が言える：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む定理．任意のれ点付き種数gの安定曲線（g：0→7；σ1，、．。，σ，、）について、∫＝gかつ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ずエ
　　　　　　　　　　　　　｛昧川εx〆5，≡窒N｝＝〕σコの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ニ1

となる型（g，n）を持つ基本的安定対数的山線∫：X→5が一意的に存在する．

　後で見る様に、実は対数的曲線のモジュライ問題を解く上でこの定理が最も本質的で威力の

あるものとなる．尚、上の定理でTは任意の概型で良く、局所ネ～タ～性すら仮定されていな

い事にも注意されたい．次の小節ではその証明のアウトラインを示す事にする．

3，3．定理3．2の証明の概略．証明の最初の段階は、例3．2で構成された分離閉体上の安定対数

的曲線が基本的である事を証明する事である．これには例3．2でも示唆されている様に、その

変形空濁を考察する事が非常に本質的となる．Aをんを剰余体に持つ任意の完櫨ネーター局所

環としてAT㌔を左を剰余体に持つアルティン局所環のなす圏としよう．我々は例3．2の安定

対数鰍lil線メg：為→50｝こ対して、その対数的スムースな変形を考える．朗ち、　A∈ArtA　lこ

対して
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・完全閉埋め込みSo・→8、ここに5は3＝Spec　Aなる有限生成飽和型対数的概型．

　●5への∫0の持ち上げ、即ち対数的スムースな射∫：X→Sと同型ψ：Xo　i≧X×3SOと

　　の組．

というデーターの適当な同型類の集合を対応させる事で変形関手

Dん：ArtA→Set

を構成する．

　ここで注意を促しておきたいのは、実はこの灘手は筆者が陶で構成したもの、即ちそもそ

も｛81で川又雄二郎氏及び並河良典氏によって創りだされたものとは本質釣に違うものである

という事である．実は従来の関手は上記のデーター以外にもSoの地図を固定した上で、3の

地図でSoのそれと可換となるものというデーターも含まれているのである．従ってその地図を

忘れるという事で従来の関手から1）五、射がある訳であるが、実はこれはトーラスによる商をと

るという射になっている，従ってこのD∫。という新しい関手は従来のものに比べてより自然な

ものとは考えられるが、しかしその表現可能性等はいささか難しくなる．これについて筆者は

［61の前半において詳しく論じ、その表現可能性の十分条件が筆者が剛性（rigidity）と呼ぶ対数

的構造の無限小同型群に関する条件でコントロール出来る事を示した．これはこの論文間の

もう一つの大きなアイデアなのであるが、ここではあまり詳しくは触れない事として、ただそ

の一1一分条件から今の安定対数的曲線の場合にはΣ㌦はA」二形式砲こスムースな局所環で表現

可能である事のみを指摘しておく．

　さて、上の様な従来のものとは違う関手を使った一番の利点は、実はその表現空間が従来の

平坦変形の表現空間と一致するという著しい性質である．逆に言えば、この関手は従来の変形

理論に自然に対数的構造を付け加えたものと考えられる訳である．この性質を利用すると、次

の様な方針で∫oの基本性を証明する事が出来る：今∫6：X6→％を定義3．2の様にとる．んが

分離閉体だからその工夕一ルサイトは死んでいるのでα＝idである、∫6は剛性条件を満たす

とは限らないので従来の意味の対数的スムースな変形を考え、その関手をDκとしよう．この

時、対数的構造を忘れると1み，は従来の平坦変形と一致する訳であったから、各変形について

その対数的構造を忘れるという事により自然な射

　　　　　　　　　　　　　　　　　Dぴ一→Σ｝か

が存在する．両者の表現空間（これは関手の定義から対数的構造を持っている）をとり、その中

心ファイバーをとれば求める射α及びβが得られる、一意性の証明は省略する．

　証明の第二段階は次を示す事にある：

命題．Rをネーター狭義ヘンゼル局所環で、何らかの体もしくはデデキント整域の上に有限型
　　　　　　むとする．5を3＝Spec　Rなる有限生成飽和型な対数的概型として、∫：X→Sを対数的曲線と

する．この時∫の閉ファイバーが基本的なら∫は基本的である、

　これは本質的に上記のαやβといった射の持ち上げについての議論であり、上の変形理論を

用いた議論によって形式的ファイバー上｝こ出来ていた持ち上げをヘンゼル化のところまで降下

させる事である．従って、証1鍔はこれらの射のデーターを撰1手化してM．A垣nによる代数的

近似の理論くc£｛1］）によりなされる、
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　次の系は、基本的という概念がエタール局所的なものであったという事実により、上の命題

からほとんど直ちに従う：

　　　　　　　　　　　　　　　　む系．∫：X→5を対数的曲線として5は何らかの体もしくはデデキント整域の上に有限型と仮

定する．この時∫の任意の点の分離閉包におけるファイバーが基本的なら、∫は基本的である．

　以上の準備の下に定理の証明は次の様になされる1まず、H∬，，、をSpec　Z上定義された、標

準因子の三倍により射影空間に埋め込まれたれ点付き種数gの安定曲線をパラメトライズする

ヒルベルト概型とし、

　　　　　　　　　　　　　　　　Φ：Uび，，▲一→Hg，，、

をその普遍族とする．これら上下の概型には例2．2．1の方法で自然に対数的構造が入り、その

ファイバーを調べる事で上の系によりこれは基本的安定対数的曲線となる事がわかる．

　さて、g：0→Tを任意のn点付き安定曲線としよう．基本的という概念はエタール局所的

なものであるから我々はTを適当にエタール開集合で置き換えて良い．この時、射丁→Hソ，，、

及び0→Uglnがとれて
　　　　　　　　　　　　　　　　　0　－→　U∬，，よ

　　　　　　　　　　　　　　　　　・⊥　⊥・

　　　　　　　　　　　　　　　　　T　－→　H∬、，、

をカルテシアン図式とする事が出来る．そこでUり，，、やH〃，．、上の対数的構造を引き戻す事によ

り0と丁上に対数的構造が入り対数的曲線∫：X→5を得る．もしTが体もしくはデデキン

ト整域の上に有限型ならば、上の系により証明はここで終る．一般の場合は、通常ネーター性

等の仮定を外す時によく行なわれる様な概型の射影極限を用いた議論が適用される．これは証

明の最も技術的な部分であり非常に込み入っているので、ここでは省略する事にする．詳しく

は16，§§8．31を参照されたい．

　この証明で、任意のn点付き種数gの安定曲線について、それを基本的対数的曲線ならしめ

る様な対数的構造はすべて上記のヒルベルト概型及びその普遍族から引き戻されたものであっ

たという事から、特に次の事もわかる：

定理．“基本的”という性質は狭義の射による基底変換で不変である．

4、モジュライ理論の構成

4．1．対数的スタック．1．2でも述べた様に対数的幾何学でモジュライ理論を展開する時、対数

的概型の圏上のスタックとか対数的構造を伴ったスタックといった概念が大事になると考えら

れる．この小節では、従来の概型の上の対数的構造の概念を一般化して、通常の概型の圏の上

のスタック上の対数的構造という概念を導入する．もっとも14］に見られる様に、そもそも対

数的構造とは一般の環付トポス上に定義される概念であるから、スタック上の対数的構造とい

うものも多かれ少なかれその意味は自明である．しかしながら、特に我々の目的にとっては以

下の様な定義の方が扱いやすい：δ→Schを通常の様にエタール位相を持った概型の圏上のス
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タックとする．以下、有限生成飽和型な対数的構遣のみを考える．LSchおを有限生成飽和型な

対数的概型のなす圏とする．

定義1．スタック5→Sch上の対数的構造とは共変関手L：5→LScl轡で

　　　　　　5

　　　／l

LSc｝1f・＿一＞　Sd1

が可換となり、かつδの任意の射苫→yについてL（勾→L（y）が対数的概型の狭義な射とな

るものである．ここでLSchf8→Schは対数的｝黄造を忘れるという関手である．スタックとそ

の上の対数的構造の組（5，L）を対数的スタック（iQg　stack）と呼ぶ．

　もし、スタックδが概型5で表現される、即ち5竺Homs。h（一，3）というSch上の同型

がある時、この定義は従来の対数的構造の定義に一致する．実際スタック3が対数的構造L

を持つ場合、id∈IlomSch（3，　S）をLで写すと3を下部概型に持つ対数的概型が得られる、

つまりS上の対数的構造が一つ特定される．反文報こS上の対数的構造が与えられた場合は、

L：5＝Iloms。h（～，5）→LSchfNを、X→5について5上の対数的構造をXに引き戻すとい

う事で定義すれば良い．

　15，L）を対数的スタックとしてφ：5ξ→5をスタックの射とすると、5上の対数的構造五の

引き戻しΦ＊Lが単に合成L。Φで定義される．これはもちろん従来の定義との上位互換性を

持っている．この概念を用いて対数的スタックの射を次の様に定義する：

定義2．対数的スタックの射（δ’，L’）→（δ，L）とは、スタックの射Φ：5’づ5と関手間の射

ψ：L’→・Φ寧Lとの組（Φ，碗である．

　この定義についても両者のスタックが概型である時には通常のものと一致する事が容易に示

される．

　さて、この対数的スタックの概念を我々の状況｛こ応用してみよう．我々はDelig鵬一Klmdsea－

Mumfordによるn点付き種数gの安定曲線のモジュライスタック

Mぴ，，、一一→Sch

（c£12］，同）を考える．任意の概型丁に対してそのファイバー万り，，、（T）は、（τ上のすべての

η点付き種数gの安定曲線のなす集合であった．そこで、任意のπ点付き種数ヨの安定曲線

g：0→Tについて、それを定理3．2に従って一意的に基本的対数的曲線∫：X→Sとし、その

基底である対数的概型3を対応させる事で関手L：》噺ッ，，、→LSchf8を定義しよう．これは定理

3．3からμ継上の対数的構造を与える事がわかる．この対数的構造を基本的対数的構造｛ba§ic

log　structure）と呼ぶ事にする．

　この基本的対数的構造を理解するために、特に刀賀、が概型である場合を考えよう．また、

簡単のためη＝0とする，この時、その普遍族

z／9，・、一→ルイ9，お
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はその対数的構造Lにより対数的概型の射となり、定義から基本的対数的曲線となる．また、

それとは別に上下の退化ファイバーや退化部分という正規交差囚子によって、例22．1の標準的

な手順で対数的構造が入り対数的概型の射となるが、実はこれらの対数的構造は同じものであ

る．実際、後の方法で対数的概型の射とした場合、各点の分離閉包でのファイバーをとったも

のは例3．2に記述したものに他ならない事がわかり、系33により基本的である事がわかるから

である．従って、この安定曲線のモジュライ上の基本的対数的構造は実際非常に標準的で自然

なものである事がわかる．

4．2．安定対数的曲線のモジュライ：主要結果．では、以上の事をすべて総合して主要結果を述べ

よう．定理3．2と基本的対数的曲線の定義から次の事がわかる：今、型（g，n）を持つ任意の安定

対数的曲線∫：X→Sが与えられたとする．この時、定理3．12に従って、その下部η点W種数g
　　　　　　　　くき　　　む
の安定曲線∫：X→5をとる．定理32から、これを一意的に基本的対数的曲線九、1。：Xb，、、→5い、

にする事が出来る．この基本的対数的曲線∫b、、、は∫の基本モデル（basic　model）と1呼ばれる．

基本モデルは任意の安定対数的曲線に対して必ず一意的に存在して、しかも定義32から

x　－→　Xbas

4　　レ　
s　→　3bas

というカルテシアン図式が存在する事がわかる、ここに上下の水平な射はいずれもその下部概

型の射がidとなるものである．言い替えると、任意の安定対数的曲線はその基本モデルで完全

にコントロールされるという訳である．

　これをモジュライスタックの言葉で表現してみると、これはつまり任意の型（g，7のを持つ安

定対数的曲線∫：X→Sに対し、対数的スタックのカルテシアン図式

x　－→　L1り1，、

・⊥　　⊥

5　－→　ノし｛めn

が一意的に存在するという事に他ならない．従って、スタックス互り，，、に基本的対数的構造をい

れて対数的スタックと思ったものは、型（g，れ）を持つ安定対数的曲線のモジュライ空間を与え

ている、という言う事が出来る．

　これを更に自然な形で定式化すると次の様になる：そもそも対数的曲線の様な対数的概型上

に定義された対象のモジュライ理論は対数的概型の圏上のスタックとして定式化すべきである．

そこで、型（g，n）を持つ安定対数的曲線のモジュライスタックを

£妬戸→LS・hfH

としよう．ただし、圏LSchhは狭義な対数的エタール射で位相付けられているとする．

　一般に対数的スタック（5，L）が与えられた時、それに付随した対数的概型の圏上のスタック

5→LSchf“というものが、概型からそれが表現するスタックを構成したのと同様に

5・＝II・mk》9、・．‘、，』（一，5），
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即ち対数的概型から5への対数的スタックとしての射全体を対象とする事で自然に定義され

る．逆に何か対数的概型の圏上のスタック5→LScぽが与えられた時、それが対数的スタッ

ク（5，L）で表現されるとは、この対数的スタックに付随した対数的概型の圏上のスタックがδ

に同型である事、と定義しよう、通常のスタックが概型で表現されるという事と考え方は全く

同じである．この言葉を使うと、上に考察した結果は次の事を主張しているに他ならない：

主要定理．型（g，n）の安定対数的曲線のモジュライスタック£Mり，，、→LSch商は対数的スタッ

クル｛り，，、→Schで表現される．
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