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p進Hurwitzゼータ値の非零性の判定法について

明治学院大学川島誠

Makoto Kawashima 

Faculty of Mathematical informatics, Meijigakuin University 

概要

本小論では A.Poels氏（Lyon1)との共同研究［19]の概説を行う特に，p進Hurwitzゼータ関数

(p(s,x)の正整数sと異なるシフト xにおける値の族の線形独立性に関する結果を紹介するこの結果は，

P. Bel [3]による以前の結果を改良・拡張するとともに， F.Beukers [5]によって得られたp進Hurwitz

ゼータ関数の値の無理性に関する結果を一般化するものである．証明は，J.Diamondのp進ポリガンマ関

数に対する第 2種 Pade型近似の新規かつ明示的な構成に碁づいている．

1 導入

Riemannゼータ関数く(s)の正の整数点s=kにおける値は， Kが偶数のとき零でない有理数と円周率の幕

の積で表されるため超越数であるが， Kが奇数の場合， R.Ap'ery[l]による <(3)t/. Qという結果を除き，く(k)

(k 2". 5)の無理数性や超越性について確定的な結果は知られていない．一方で，これらの値の中に無理数が

どれだけ含まれるかについては， S.Fischler-J. Sprang-W. Zudilin [17]やP.Yu-L. Lai [20]による下限の評

価がある。また，これらの値によって生成されるベクトル空間の次元の下限については，K.Ball-T. Rivoal 

[2] (confer Rivoal [24])や Fischler[16]による改良がなされている．本研究では，これらの結果のp進類

似として、p進Riemannゼータ値あるいは Kubota-Leopoldtのp進 L関数の正整数点における値に関す

る新たな無理数性や，これらの値によって生成される線形空間の次元の下限を得ることを目的とする特に，

Kubota-Leopoldtのp進L値はp進Hurwitzゼータ値の線形和で表されるため，本研究ではp進Hurwitz

ゼータ値の線形独立性を解析し，そこから得られた新たな結果を紹介する．

記号．pで素数を表し，QpをQのp進完備化とする．Qp上の加法付値を Vpとかく．Qpの代数閉包のp

進完備化を己とかく． Cp上のp進絶対値 I.IP : (Cp --+ lR:2:0を|Pip=P―1を満たすものとする．素数

pによる整数qpを，q2= 4, qp = p (p 2°'. 3)と定める． Teichmiiller指標w:Q;→Q;を以下で定める．

x €勾＝｛x E Qp; lxlp = 1}に対して， w(x)は1のcp(qp)幕根で〈x〉：＝ぇ可 E1 + qpZpを満たすものと

する．ここでゃはEulerのトーシェント関数である．また一般のyE Q;に対しては，

叫）＝ Pvp(Y)w(p―vp(Y)y)かつ〈y〉＝-!c0=ゆ―vp (Y) y〉€ 1十q占

と定める．
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1.1 p進Riemannゼータ値，p進Hurwitzゼータ関数とp進ポリガンマ関数

この小節では筆者らの研究対象である，p進Riemannゼータ値，p進Hurwitzゼータ関数と Diamondの

p進ポリガンマ関数を紹介する．

定義1.1.kを2以上の整数とする．島（k):=ら(k,wl-k)をp進Riemannゼータ値と呼ぶここで，

ら(s,wl-k)は指標 Wl-kに付随する Kubota-Leopoldtのp進L関数 (see[30, Capter5])である．

Kが偶数のとき，(p(k)= 0であることに注意する． Kが奇数のとき，島(k)の非零性すら大問題であるが，

これらの値については次の予想がある．

予想1.2.集合｛くp(2m+ 1) I m E Z:2'.1}はQ上代数的独立であろう．

次にp進Hurwitzゼータ関数を定義する．

定義1.3.(see [11]) x E (Q)pと SEら＼｛1}がlxlp~ qpかつ |sip<qPp―1/(p-l)を満たすとする．このと

きp進Hurwitzゼータ関数伽(s,x)を次の同値な公式で定める．

伽(s,x):= ~ 1p〈x+t〉1-sdt=〈Sx〉:-lsこ（1： 8)凡x―k
ここでfzvdtはA.Volkenborn[29]により定義されたp進積分であり，凡は K次Bernoulli数である．以下

では， xを島(s,x)のシフトと呼ぶことにする．

Kubota-Leopoldtのp進L関数はp進Hurwitzゼータ関数のシフトを動かした際の和で表示できること

が知られている (see[11]).このことから次の命題が得られる．

命題1.4.Xを導手がdの原始的 Dirichlet指標とする．このとき， xに付随する Kubota-Leopoldtのp進

L関数ら(s,x)の正整数点での値は次のように記述できる．

〈d〉1-k
ら（K，x)=d ど x（応（k,j/d) (kEZ~2), 

1：：：：j：：：：d 
(j,p)=l 

命題1.4により，p進Riema皿ゼータ値やあるいはKobota-Leopoldのp進L関数の正整数点での値の無

理数性を示すためには，適当な代数体上の異なるシフトにおけるp進Hurwitzゼータ値の線形独立性を調

べることが重要であることが分かる．p進Hurwitzゼータ値はp進ポリガンマ関数の値と関連する．そのた

めJ.Diamondにより定義されたp進ログガンマ関数とその高階微分としてp進ポリガンマ関数を定義する．

定義1.5.(see [15]) J. Diamondのp進ログガンマ関数Gp:Cp ¥ Zp→らを次で定義する．

詞＝iv((x+t)log以x+t)-(x+t))dt.

Gp(x)がp進ログガンマ関数と呼ばれる所以は閲係式 G以X+ 1)＝ら（x)+ logp(x)を満たすことによる．

ら (x)は已＼ZPで，局所p進解析関数であることが知られている．正整数sに対して， Gp(x)のs回微分

ds 
叩（x):=石凸(x)
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をDiamondのp進ポリガンマ関数と呼ぶ

Gぶ8)(x)のX= 00での Laurent展開と関連する級数を導入する．

定義1.6.正整数sとaEQに対して，

oo 

Rs(z)＝ど（k-S + 3)s-2 • Bk-s+2 • ~ (s 2: 2), 
k=s-2 

Ra,s(z) = Rs(z十a:)(s 2 2), 

Ra,1(z)＝文虹（昇―1BK+1 (-Z]]K1+1 

k=O 

と定める．後に述べる主定理の証明はこれらの級数の Pad6近似を構成することでなされる．

p進Hurwitzゼータ関数とp進ポリガンマ関数の間には次の関係式がある．

(-l)s,--,/.s)r ¥ (-l)s+l 
w(x)1-s(p(s, x) = fー 1)！叩(x)=R,凡（x) (x E Qp, lxlp 2". q砂

1.2 先行研究

ここではこれまでに得られているp進Riemannゼータ値やp進Hurwitzゼータ値の無理性や線形独立性

に関する結果を紹介する．はじめに F.Beukersによる＜（2)，く(3)のモジュラー形式を用いた無理性の証明の

p進類似として， F.Calgariにより示された次の結果を挙げる．

定理1.7.[6, Theorem 2.3] (2(3), (3(3)見Q．

最近 Calgari,V. Dimitrov, Y, Tangは定理1.7の手法と，彼らによる算術ホロノミシティ定理 (confer

[7, 8])を用いて次の 2進Riemannゼータ値の無理数性を示したとアナウンスを行った

定理1.8.[9] (2(5)茫Q．

Kubota-Leopoldtのp進L関数の正の整数点における値で生成される代数体上のベクトル空間の次元の

下限についてはJ.Sprang[26], L. Li[21], Li-Sprang[22]等で研究がなされている．

次にp進Hurwitzゼータ値に関する結果を紹介する． Beukers[5]は， Pade近似を用いて，定理1.7の別証

明を与え，その副産物として，p進Hurwitzゼータ値の無理数性も示している．次はその中の 1つである．

定理1.9.[5, Theorem 9.2] pを素数， rを正整数， X € Qとし， lxlp＝がが成り立つとする． xの分母を

den(x) = min{n E Nlnx E Z}とし， μ(x)=den(x)[1q：素数q戸とおく．p,r,xが
qlden(x) 

2 (r logp十；言） ＞2 + μ(x) 
を満たせば，＜p(2,x)は無理数である．

ここでは正確な主張は述べないが， P.Bel[4, Theoreme 1.2]は(p(4,X)の値の無理数性判定法を与えてい

るまた， Belは， T.Rivoal[25]による Lerch関数の無限遠点の漸近展開の第 1種Pade型近似を用いて，次

のp進Hurwitzゼータ関数の値の線形独立性判定法を得ている．
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定理1.10.[3, Theor如me3.2]整数m2: 1と素数pが以下を満たすとき，

(1) log p 2". (1 + log2)(m + 1)汽

m+l個のQpの元 1心(2,p-1),...,(p(m+ 1,p―1)はQ上線形独立である．

2 主結果

我々の主結果は，p進Hurwitzゼータ関数(p(s,X)の異なる整数sとシフト xにおける値の線形独立性の

判定法を与える．これはBeukersによる定理1.9を一般化し，特別な場合にはBelによる定理1.10を改良す

るものである主定理の説明のために記号を準備する．

d,m1,...,mdを正整数とする．ここでdは動かすシフトの個数， m;は各シフトに関して動く正整数sの個数

を表す． a=(a1, ・・・，叩） E守を a1= 0かつm-aJ茫z(if= j)を満たすものとし， m :=max区i~d{m;},
M :=ど1=1叫＋d-l, rri = (m1,..．，叩）とおく．更に aに対して，以下の実数を定義する．

den(a) = min{n E砂； naiE Z (1 <:'.Vi<:'. d)}, μ(a)= den(a) IJ凸．

関数g:N---+屈::>Oをg(n)= 0 (n = 1, 2)かつ

(2) g(n) = (n+l)log (~) 

と定め，

if n > 2 

q:pnme 
qlden(a) 

f(a, m) = g(M) + Mい言］）＋log (µ(a)M り µ(m)叫＋1) — loglμ(a)lp, 

とおく．このとき次が成り立つ．

定理 2.1.[19, Theorem 11.2] pを素数， xを有理数とする．p,xが

logp 

p-1 
— +log lxlp > Mlog (μ(x)lμ(x)lp) + J(a, m) 

を満たすとき，次の m1+ • • • + md + 1個のQpの元：

1, w(x + a;)1-8'(p(s;, x + a;) (1 <:::: i <:::: d, 2 <:::: s; <:::叫＋ 1)

はQ上線形独立である．ここでwはQ;の Teichmiiller指標を表す．

注意 2.2.d = 1, m1 = 1のとき定理2.1は定理1.9である．

2.1 定理1.10との比較

定理2.1と定理1.10を比較する．そのために，定理2.1を以下の特別な場合に書き直す．
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系 2.3.pを素数， m,rを正整数とし，次を仮定する．

(3) (r+~)logp>g(m)+m+m(l 十； ＋・＋嘉）
このとき m+l個のQpの元：

1, (p(2,p―r),..,,(p(m+l,p―r) 

はQ上線形独立である．

証明．定理2.1をd= l, rn = m, a1 = 0かつ x=l／がに適用すると m+l個のQpの元：

l,w(p―r)―1伽(2,p―r),...,w(p―T)-m島(m+l,p―T) 

はQ上線形独立である．主張は等号w(p―T)= p―r E Qに注意すると得られる．

さて，g(m)は定義から，

2(m+1)m+1 
g(m) = (m+l)log (~)~(m + 1)(1 + log(m + 1) + log(2)) (m→oo) 

となることを考慮して， r=lのとき式（1)と式 (3)の右辺を比べると，

(1 + log(2))(m + 1)2 > 2(m + 1)(1 + log(2) + log(m + 1)) 

となり系 2.3は定理1.10を改良している．

3 定理2.1の証明の概略

口

定理2.1はp進ポリガンマ関数の値の有理近似を用いてなされる．この有理近似の構成のために， Laurent

級数の有理関数近似の一種である Pade近似を用いる．即ち，p進ポリガンマ閲数の Pade近似を構成してそ

れらの性質を調べる．

3.1 p進ポリガンマ関数のPade近似

はじめに Laurent級数の Pade近似について紹介する．級数の order写像を

ord(X) :Q((l/z))→ zu｛叫；謬→min{kE Z I /k =JO} 

と定義する．はじめに級数族の Pade近似を紹介する．
m 

補題 3.1.f := (fi(z),...,fm(z)) E図［［l/z]匠とする． n:= (n1,...,nm) E Nmに対して N:=〉：巧
j=l 

とおく． N以上の任意の自然数 M に対して次の条件を満たす多項式の族 (P(z),Q1(z),...,Qm(z))E 

Q[z]m+l ¥ {O}が存在する．

(i) degP(z) = M, 

(ii)任意の 1Sj Smに対して ord00(P(z)h(z)-Qj(z)) 2 nj + l. 
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補題3.1の条件を満たす多項式族(P(z),Qi (z),..., Q叫z))を級数族fの重さ n，次数M のPade型近似

(Pade approximants)と呼ぶまた級数族(P(z)fj(z)-Qj(z))i'.oj'.om もfの重さ n,次数M のPade型近

似 (Padeapproximantion)と呼ぶ

これより，定理2.1の証明に使用するp進ポリガンマ関数のPade型近似を紹介する．

はじめに記号を準備する． d, m1,..., mdを正整数とする． a = (a1, ・・・，叩） E{Qdをa1= 0かつ

a;―句鱈(i=I j)を満たすものとし， M:＝どt=l叫＋d-1とおく．また添え字集合を

S = { (i, s) E Z X Z j 1 ::; iさ d, 1::; s::; m; + 1} ¥ {(1, 1)}, 

とおく．

定義 3.2.[19, Definition4.1] Laurent級数，f(z)＝ここ。fk/zk+lE (1/z) • Q[[l/z]]に対して，形式的f

積分変換幻・を，Q線形写像：

(4) 釘：Q[t]---+Q; tk→fk (k 2 0). 

として定義する．写像：

<I>: (1/z) ・Q[[l/z]]→ Hom(Q[t], Q); f(z)←'PJ 

はQ同型である．

差分作用素△＿1を

△_1: Q[z]---+Q[z]; P(z)→P(z -1) -P(z) 

と定義し，（i,s;) ESに対して，Q線形写像cp0i,sを

と定義する．

<I>(R゚,,s(z))(1：：：：： i ：：：：： d,2：：：：：司

`s  = { <I>(R゚＇，1(z)）（1 ：：：：： i ：：：：：心

定理 3.3.[19, Theorem 7.3 (i)] £,nを非負整数とし，（i,s) ESに対して次の多項式を定義する．

凸（z)= Ai(z) = (-ll~ }J ((-lt9)叫＋1'
i=l 

叩 (z)= Pi(z)＝立（Ai(z)),

Qn,i,,,i(z) = Qi,s,i(z)＝知，s（B(z：口誓）．
このとき多項式族（P口(z),Qn,i,s,£(Z)) (i,s)ESはLaurent級数族 (R。,,s(z))(i,s)ESの重さ (n,...,n)ENM
のPade型近似である．

定理3.3は直交多項式系の Rodriguesの公式 (confer[12, 13, 14, 18])の差分類似である．

注意 3.4.d = lかつ£=0のとき定理3.3は， R2(z)のPade近似を与える．この場合はT.J. Stieltjes 

[27], J. Touchard [28]およびL.Carlitz [10]で調べられている．（confer[23, 3.1], [5, Section 8]). 
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3.2 略証

定理2.1の証明は次のp進数の族の線形独立性判定法を用いてなされる．

補題 3.5.[13, Proposition 5.7] pを素数， m を自然数，叫．．．，{)mE Qpとする．可逆な行列の族

(M凸＝ （（噌）。乱j'.om)nEN C GLm+i(Q), 

と正の数A及び関数族 {Fv:N→良20}v:Qの素点を条件；

、
ヽ
・
,
'
/
‘
ー
＇
）

5

6

7

 

（
＇
ー
＇
（

犀：心詞— a~1I,, ~ e-An+o(n), 
_ _ p 
l<:'.j<:'.m 

IIM叶Iv::::;e凡 (n) (v: Qの素点），

1 
limsup-〗凡(n) =: lIB E恥
n→CX) n 
v#p 

を満たすものとする． V:=A-lBとおく． V >0であれば， 1,0ぃ．．．，如はQ上線形独立である．

£ E Z;,。に対して，定理 3.3で得られた多項式を成分にもつベクトルを

Pn,e(z) = t（叩（z),Qn,1,2,e(z),..., Qn,1,m叶 1,e(z),...,Qn,d,1,e(z), • • ・, Qn,d,m叶 1,e(z))

とおく． xを定理 2.1を満たす有理数とし，補題 3.5を以下の対象に対して用いる．

d 

m=M：＝L m; + d -1, {)i,s = R。,,s(x) (i, s) ES, 
i=l 

Mn= Mn(x) = (Pn,o(x),...,Pn,M(x)) E MatM+1(Q). 

重要なのは Mn(x)の行列式の非零性に関する次の命題である．

命題 3.6.[19, Theorem 8.10] detMn(x)はxのとり方に依らない有理数で， detMn(x)i= 0が成り立つ．

この命題は， ker'Pa,,sを調べることで証明されるこのような証明はこれまでの先行研究にはなかったと

思われる．詳しくは [19,Section 8]を参照していただきたい定理 2.1はこの O9,sとMn(X)に対して，式

(5),(6),(7)を計算することで得られる．
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