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Abstract 

We consider polynomial analogues of Wieferich primes and call them Wieferich irreducible poly-

nomials. For polynomials over lF2, we obtain the following results: if g is the square of a polynomial, 

then there are infinitely many Wieferich irreducible polynomials in base g; if polynomials g or g + 1 
is divisible by the derivative of g, then there are only finitely many Wieferich irreducible polynomials 

in base g. 

1 はじめに

ヴィーフェリッヒ素数はフェルマーの最終定理や素数判定法の一種であるフェルマーテストに関連した

素数で、 2を底とする擬素数の平方因子は全てヴィーフェリッヒ素数である。ヴィーフェリッヒ素数は現在

1093と3511の2つのみ見つかっているが、それ以外にヴィーフェリッヒ素数が存在するか、さらに、ヴィー

フェリッヒ素数が無限に存在するかどうかについてはまだ分かっていない。本研究ではヴィーフェリッヒ素

数の多項式の類似物を考え、それがどのような多項式であるか、さらに、無限に存在するかどうかについて

考察する。
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2 フェルマーテストとヴィーフェリッヒ素数

まず、フェルマーテストとヴィーフェリッヒ素数についての説明をする。フェルマーテストとは確率的素

数判定法の一種であり、フェルマーの小定理を利用して素数判定をする。ある自然数nが与えられたとき

にnと互いに素な aを一つ選び、

an-1三 1 (mod n) 

を渦たさないならばnは合成数、渦たすならばnはおそらく素数であると判定をする。この式を満たすに

もかかわらずnが合成数のとき、 nをaを底とする擬素数であるという [1]。

2を底とする擬素数を調べると、 341や 561のようにほとんど平方因子を持たないことが分かる。 2を底

とする擬素数が素数pの平方を因子として持つならば

2p-l = 1 (mod pり

を満たす。このような素数をヴィーフェリッヒ素数という。

現在、ヴィーフェリッヒ素数は 1093と3511の2つのみ見つかっている。この 2つ以外にヴィーフェリッ

ヒ素数が存在するかどうか、さらに、ヴィーフェリッヒ素数が無限に存在するかどうかについてはまだ分

かっていない。また、ヴィーフェリッヒ素数の一般化として、底が2以外のものについても考えることが

ある。

3 ヴィーフェリッヒ既約多項式

3.1 ヴィーフェリッヒ既約多項式の定義

本研究ではヴィーフェリッヒ素数の多項式の類似物を考える。

フェルマーテストは恥上の多項式が既約かどうかについても判定することができ、 fとgが互いに素、
N(f) = pdegfとしたとき、

gN(f)-1三 1 (mod J) 

を満たさないならばfは既約多項式でない、満たすならばfはおそらく既約多項式である、と判定できる
[2]。

そこで、フェルマーテストとヴィーフェリッヒ素数の定義の類似点に注目して、

gN(f)-1三 1 (mod fり

を満たす既約多項式fを、底を gとするヴィーフェリッヒ既約多項式と呼ぶことにする。
本研究では恥上の多項式を対象とし、底gを動かしたときにどのような既約多項式がヴィーフェリッヒ

既約多項式となるかについて考察する。つまり、以下の問題を考える。

問題 1

gを恥上の多項式とする。それぞれの gに対してどのような既約多項式fが

gN(f)-1三 1 (mod fり

を満たすか。
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3.2 実験

問題を考察するため以下の実験を行なった。

1. x2n-1 + 1のxに1次以上5次以下の全ての多項式gを代入する。

2.それぞれの gに対して nを1から 6まで変えて g2n-1+ 1を因数分解し、重複因子の現れ方を観察

する。

なお、平方因子が現れてもそれがヴィーフェリッヒ既約多項式とは限らない。ヴィーフェリッヒ既約多項式

であるかは以下の補題による。

補題 1

gを恥上の多項式とする。 gゲー1+ 1に平方因子f2が存在し、 fがn次既約多項式なら、 fはgを底とす

るヴィーフェリッヒ既約多項式である。

証明もし g2nー 1+ 1に平方因子f2が存在し、 fがn次既約多項式なら、 n= degfより

g炉ー1+1三 g2degf-1 + 1三 gN(f)-1+ 1三 0 (mod fり

を満たす。よって、

gN(f)-1三 1 (mod fり

となるので、 fはgを底とするヴィーフェリッヒ既約多項式である。
結果としては、以下の 4パターンの重複因子の現れ方を確認できた。

1.重複因子が現れない。

例： g=x+lのとき

gが―1+1=x

922-1 + 1 = X（丑＋x+ l) 

g23-l + 1 = X（企＋x+l)（企＋丑＋ 1)

g2•-1 + 1 = X（呼＋x+l)（企＋x+l)（砂＋砂＋ 1）（が＋企＋丑＋x+ l) 

ー

考えられる原因： g炉ー1+ 1が無平方であるから。

2.重複因子の数が一定となる。

例： g＝企＋x+lのとき

gが―1+ 1 = x(x + 1)2 

g22-1 + 1 = x(x + 1)2田＋x+ l)(x4＋企＋ 1)

gが―1+ 1 = x(x + 1)2（砂＋丑＋ 1）（岱＋砂＋ 1）（砂＋五＋砂＋x+ l) 

gが―1+ 1 = x(x + 1)2（企＋x+ l)(x4 + x + l)（企＋企＋ l)(x4＋企＋丑＋x+ l) 

（企＋企＋企＋砂＋ 1）（企＋x7＋砂＋呼＋1）（王＋呼＋五＋砂＋企＋砂＋ 1)

考えられる原因： g2n-1+1= (g+l)(g2n-2+・・・+g+l)のg2n-2+ ・. ・ +g+ lが無平方であるから。
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3.全てが重複因子となる。

例： g＝丑のとき

gが―1+l=(x+l)2

gザー1+ 1 = (x + l)門丑＋ X+ 1)2 

gゲー1+ 1 = (x + l)召砂＋x+l)打企＋丑＋1)2

gが— 1 + 1 = (x + l)町x2+x+1)2(砂＋ X+ 1)2（砂＋企＋ 1)2（砂＋砂＋叶＋ X+ 1)2 

底が平方のときのみ見られた。

このパターンではヴィーフェリッヒ既約多項式は無限に存在する。証明は次節に記述する。

4.特定の nのときに重複因子が硯れる。

例： g=砂＋丑＋丑＋x+lのとき

g正 1+ 1 = x(x + 1)（企＋丑＋1)

g22-1 + 1 = x(x + l)（炉＋x+l戸（岱＋丑＋1）（砂＋企＋炉＋x+ l) 

g23-l + 1 = x(x + 1)（砂＋x+l)（企＋丑＋1）（岱＋砂＋1)

（砂＋企＋砂＋砂＋企＋丑＋ 1）（戸＋砂＋砂＋炉＋ 1)

gが―1+ 1 = x(x + 1)（呼＋x+l戸（企＋丑＋l)(x4+x+l)（企＋呼＋1）（企＋企＋丑＋ X+ 1) 

（岱＋砂＋丑＋x+l)（企＋砂＋砂＋x+l)（岱＋砂＋砂＋企＋1)

(x12＋砂＋企＋岱＋砂＋が＋1）（砂o+ x12＋企＋砂＋が＋砂＋丑＋ X+ 1) 

考えられる原因： x2n-1+ 1を因数分解したときの特定の因子のxに多項式を代入すると重複因子が

現れるから。例えば、企＋x+lという因子のxに砂＋企＋丑＋x+lを代入して因数分解すると

（丑＋x+l戸という因子が現れる。 Xゲー1+ 1を因数分解すると nが2の倍数のときのみ、呼＋x+l

という因子が現れるので、特定の nのときに重複因子が現れる。

なお、どのような底で全てが重複因子となるパターンになるかは証明することができたが、それ以外はま

だ推測のままである。

以下の表は、それぞれの gで重複因子の現れ方がどのパターンだったかを示した物である。
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表 1:1次以上5次以下の全ての多項式gに対して g呼ー1+1に現れる重複因子のパターン

g パターン g パターン

X 1 (x + l)（が＋企＋丑＋x+ l) 2 

x+l 1 x(x + 1)4 1 

X 2 3 （呼＋x+l)（企＋研＋1) 2 

(x + 1)2 3 叶(x+ 1)（丑＋x+ 1) 1 

x(x + l) 1 砂＋丑＋1 2 

丑＋x+l 1 x(x4+x+l) 2 

” 3 1 (x + l戸（企＋x+ l) 1 

(x + l)（丑＋ X+ 1) 2 丑(x+ 1)2 1 

x(x + 1)2 1 砂＋丑＋1 2 

呼＋x+l 2 x（丑＋ X+ 1)2 1 

丑(x+ 1) 1 (x + 1)（が＋丑＋ 1) 2 

企＋丑＋1 2 丑（企＋ X+ 1) 2 

x（丑＋x+ l) 2 (x + 1)3(x2 + x + 1) 2 

(x + 1)3 1 x(x + l)（企＋丑＋1) 4 

X 4 3 砂＋企＋丑＋x+l 4 

(x + 1)4 3 企(x+ 1) 1 

x(x + l)（丑＋x+ l) 1 （丑＋x+l)（企＋x+ 1) 2 

豆＋x+l 1 x（丑＋丑＋1) 2 

丑(x+ 1)2 3 (x + 1)5 1 

日＋ X+ 1)2 3 丑（企＋砂＋1) 1 

x（丑＋x+ I) 1 (x + 1)（企＋ X+ 1) 2 

(x + 1)（企＋呼＋ 1) 1 x(x + 1)2田＋ X+ 1) 1 

企(x+ 1) 1 砂＋x4＋丑＋x+l 2 

企＋企＋1 2 企（丑＋ X+ 1) 2 

x（企＋丑＋1) 2 (x + 1)2（企＋丑＋1) 2 

(x + l戸（丑＋ X+ 1) 1 x(x + l)（企＋x+ l) 4 

丑（丑＋ X+ 1) 1 砂＋企＋企＋x+l 4 

(x + l)（企＋x+ l) 2 丑(x+ 1)3 1 

x(x + 1)3 1 砂＋丑＋丑＋丑＋1 2 

豆＋企＋丑＋x+l 2 x（企＋企＋丑＋x+ l) 2 

X 5 1 (x + l)（丑＋ X+ 1)2 1 
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3.3 理論的な結果

前節の結果を元に二つの定理が得られた。はじめに本研究で得られた定理の証明に必要な、よく知られた

定理を示す。定理2の証明は [3]の5.3.1節など、定理4の証明は [3]の3.5節などを参照のこと。

定理 2

hを均上の既約多項式とすると、 hがXqn-Xを割り切るための必要十分条件は deghがnの約数である

ことである。

系 3

恥上でx2n+xは全ての n次既約多項式を因子に持つ。

定理 4

体lF上の多項式fの導関数を f'とするとき、 fが無平方であるための必要十分条件は gcd(f,f') = 1が成
り立つことである。

以下が本研究で得られた定理である。

定理 5

応上の多項式hが存在して g＝炉のとき、底を gとするヴィーフェリッヒ既約多項式は無限に存在する。

証明 hE lF叶x]をh= xm +a正 1xm-l+ ・ ・ ・ + a1x + ao (ai E応）とすると

汀＋h= (xm + a岡 1Xm-l+.・・＋叩＋a。戸＋ （xm + am-1Xm-l + ・ ・ ・ + a1x + ao) 

= ((xm戸＋ （am-lXm-l)2n +・・・+(a口）2n+ (a。戸） ＋ （Xm + am-lXm-l十・・・十釘x+ ao) 

= ((xm戸＋x門＋ （（am-lXm-l戸＋am-1Xm-l)+ ・ ・ ・ + ((a1亨＋釘x)

= ((x2n忙＋砂） ＋ a正 1((x2nr-l+ X正1) ＋・・• +a1戸＋x)

=(x2n+x)hm+a岡 1(x2n+ x)h加 1+ ・ ・ ・ + a1（ご＋x)

= (x2n + x)hsum 

が成り立つ。ただし、 h，は（x2n);＋がから x2n+xをくくり出した残りの因子、 hsumは

(x2n + x)hm + am-1(x2n + x)hm-l +'・.十釘(x2n+ x) 

から x2n+xをくくり出した残りの因子である。 g=炉ならば

g2n-1 + 1 = （hり炉ー1+1

= (h炉— 1)2+ 1 

= (h2n-1 + 1)2 

= (炉nh+h)2 
= （（X2n +hx)hsum)2 

系3より恥上でx2n+xは全ての n次既約多項式を因子に持つので、少なくとも hの因子以外の n次既約

多項式の平方は g2n-l+ 1の因子となる。
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さらに、 g三 0(mod h)なので、

g炉— 1 三 0 (mod h) 

gゲー1+1三 1 (mod h) 

より、 g2n-l+ 1はhの因子で割り切れない。

以上のことは全ての nについて成り立つので、補題 1と合わせて hの因子以外の全ての既約多項式が

ヴィーフェリッヒ既約多項式となることが分かる。従って、底を gとするヴィーフェリッヒ既約多項式は無

限に存在する。 1 

定理 6

恥上の多項式gの導関数を g'とするとき、 g三 0(mod gりまたは g三 1(mod gりならば、底を gとする

ヴィーフェリッヒ既約多項式は有限個しか存在しない。

証明 fE恥[x]とし、 fの導関数を『とする。

f=gゲー2+ 92n_3 +・・・十g+l

のとき、『は

『=g1(g2”-4 + g2”-6 + ・ • ・ + g2 + 1) 

となる。ここで、

f= 
g(g + 1) 
g/ 
. g'(g炉—4+···+ 炉＋ 1) + 1 

g(g+ 1) 1 
g/ f'+ 1 

と書ける。 g三 0(mod gりまたは g三 1(mod gりならばg(g+ l)はg1で割り切れるので、 Jを『で割っ
たときの商は g(g+ l)/g'で余りは 1であり、ユークリッドの互除法から gcd(f,『） ＝ 1であると分かる。

従って、定理4より f=gゲー2+ 92n_3 +... + g + lは無平方である。

g2n-1 + 1 = (g + l)(g2n-2 + g2n-3 +... + g + l)と因数分解できるので、 9三 0(mod gりまたは g三 1

(mod gりならば、 gゲー1+ 1の因子のうち平方因子となるのは g+lの因子のみ。これは任意の nについて

成り立つので、補題1と合わせてヴィーフェリッヒ既約多項式は有限個しか存在しないことが分かる。 1 

4 おわりに

ヴィーフェリッヒ素数の多項式の類似物であるヴィーフェリッヒ既約多項式を定義し、それについて考察

を行い、以下の結果を得た。

1.恥上の多項式hが存在して g＝炉のとき、 hの因子以外の全ての既約多項式が底を gとするヴィー

フェリッヒ既約多項式となる。よって、底を gとするヴィーフェリッヒ既約多項式は無限に存在する

（定理5)。

2.恥上の多項式gの導関数を g'とするとき、 g三 0(mod g')またはg三 1(mod g'）ならば、底を gと

するヴィーフェリッヒ既約多項式は有限個しか存在しない（定理6)。

ヴィーフェリッヒ素数が無限に存在するかどうかについてはまだ分かっていないが、多項式の類似物である

ヴィーフェリッヒ既約多項式では、底がある条件を満たせば無限に存在し、別のある条件を満たせば有限個

しか存在しないことが分かった。
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