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1 頂点代数
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[FBZ,K]にしたがって頂点代数の基本的な定義や性質を説明する． C上のベクトル空間Vがスーパーベク

トル空間であるとは， VがZ2次数付けされている，すなわち V= V0EBV1 (Z2 = {O, I}）のような分解をもつ

ことである．このとき AEV,に対して次数い立らを Aのパリティと呼び， I=Oのとき偶 (even),I= Iの

とき奇 (odd)という． EndVはVの次数付けから自然な次数付け，すなわち (EndV)0 = End V0①End竹，

(End V)r = Hom(V0, V1)① Hom(V1,％）が誘導されスーパーベクトル空間になる．さらに EndVはスー

パー括弧積 [A,B]= AoB-(-l)ABBoAによってスーパー Lie代数の構造をもっ．ただし AはAのパリ

ティである．（スーパー）ベクトル空間Vが（スーパー）頂点代数であるとは， 0でない偶ベクトル |0〉EV,

偶線形写像aE EndVさらに偶線形写像

Y(・,z): VE AH  Y(A,z) = A(z)＝区A(n)Z―n-lE End V[z, z―1] 
nEZ 

が存在し，次のような条件を満たす：

1.任意の A,BEVに対し， A(z)B＝どnEZA(n)Bz-n-l E V((z)). 

2. Y(IO〉,z)= Idv. また任意の AEVに対し A(z)IO〉EV[z]であって， A(z)IO〉|z=D= A. 

3. a10〉=o.また任意の AEVに対し [8,A(z)]＝区nEZ[a,A(n)]Z―n-l = DzA(z). 

4.任意の A,BEVに対し，ある NEZ;,-oが存在し，

(z-w)N[A(z),B(w)] = (z-w)N L [A(m),B叫Z―m-lw―n-1= 0. 
m,nEZ 

0〉を V の真空ベクトル， 8 を V の変換作用素， Y（ •,z) を V の頂点作用素という． 1．の条件を満たす EndV

値の形式的べき級数A(z)をV上の場と呼ぶ． 2つの場A(z)とB(z)に対して4．の条件が成り立つとき A(z)

とB(z)は局所的であるという． 2.の条件から Y(・,z)は単射であることがわかる．また Y(fJA,z)= BzA(z) 

かつ fJA= Ac-2)10〉であることも導出される．さらに任意の A,BEVに対し，ある Nが存在して

が成り立っ．このとき

N 

[A(z),B(w)］＝区 Y(A(n)B,w) (z -W)n+1 
n=o |z|＞|wl 

A(z)B(w)～こ~ Y(A(n)B,w) 
(z-w)n+l 

n=O 
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と表し A(z)とB(w)のOPE(Operator Product Expansion)という．任意の A,BEVに対し，

A(z)B(z)＝こ（ご。A(n-m)B(m)+ (-l)AB Io凡m)A(n-m))Z―n-2 
をA(z)とB(z)のNOP(Normally Ordered Product)という． 1.および4.の条件から： A(z)B(z)：は

well-definedな場であることがわかる．一般に任意の A1,...,A"EVに対し： A1(z)が(z)...が(z):=: 

が(z)(:A2(z) • •．が (z) ：）：と帰納的に定義する．すると任意の A1,...,A"EV および n1,...,ns E Z::0:1に

対し，

Y(A(-n,) ・・・A(-n,)10〉,z)= 
:a:1-lが(z)・・ • 8:s-1が(z):

(n1 -1)! ・ ・ ・ (ns -1)! 
(1.1) 

が成り立っ．逆に（スーパー）ベクトル空間 Vの0でない偶ベクトル |0〉，パリティをもつ Vの可算部分

集合s,そして任意の AESに対し Aと同じパリティをもつ V上の場A(z)たちであって次の条件を満た
すものが存在すると仮定する：

1.任意の AESに対し， A(z)IO〉EV[z]かつ A(z)IO〉|z=O= A. 

2.任意の A,BESに対し， A(z)とB(z)は局所的．

3. V = Sp皿 c{A{＿m)• ・ • A(＿m) |0〉|A1,..., A" E S, nぃ．．．，叫 E陀1},

このとき任意の Vの元Al .,•AS (-n1) ・ ・ ・ "'(-n,) 0〉(A1,...,A8ES,n1,...，応 E互1)の頂点作用素による行き
先を (1.1)によって定義することで Vが（スーパー）頂点代数の構造をもつことが証明できる（再構成定

理）．ただし変換作用素は BA=Ac-2)10〉で定義される．このとき VはA(z)(AES)たちで生成される

（スーパー）頂点代数という．

(z-叫―1の zl> I叫および日<|叫の領域での展開はそれぞれ

1 
(X) 

， 
z-w 
＝区z―n-lwn

lz|＞|切|n=D

1 
-(X) 

z-w 
=—区 z―n-lwn

lzl<lwl n=-1 

である．これを用いて V[z,w][z―1,W―1, (z -w)-1]の元をそれぞれV((z))((w)),V((w))((z))に埋め込むこ

とができる．これはz,w上の形式的な有理関数のなす環の w進位相およびz進位相による完備化に他なら

ない．同様にして |wl> lz一叫の領域でz―1を展開する式を用いることでV[z,w][z―1,W―1,(z-w)-1]の

元を V((w))((z-w)）に埋め込むことができ，これはw,z-w上の形式的な有理関数のなす環の z-w進位

相による完備化になる．これまで述べた（スーパー）頂点代数の性質は次に述べる性質として集約される：

•任意の A,B,CE Vに対し，ある V[z,w][z-1,w―1,(z-w)-1]の元であって， V[z,w][z-1,w―1,（z-

w)-1]の異なる完備化による埋め込みの像がそれぞれ

Y(A,z)Y(B,w)C E V((z))((w)), 

(-1)AIうY(B,w)Y(A,z)CE V((w))((z)), 

Y(Y(A,z -w)B,w)C E V((w))((z-w)) 

となるようなものが存在する．

より標語的には，「Y(A,z)Y(B,w)C,(-I)AEiy(B,w)Y(A,z)C, Y(Y(A,z -w)B,w)Cの3つの元は

V[z,w][z―1,W―1, (z-w)-1]において一致する」と表現できる．これを（スーパー）頂点代数の結合性という．

この性質をもとに（スーパー）項点代数の表現が定義される．すなわち，（スーパー）ベクトル空間M が（スー

パー）頂点代数 V の表現であるとは， V の元を M 上の場に写す偶線型写像 YM(•,z): V→EndM[z, z―1] 
が存在し，次の条件を満たすことである：
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• YM(IO〉,z)= IdM・

•任意の A,B EVおよび任意の CEM に対し，ある M[z,w][z―1,W―1,(z-w)-1]の元であって，

M[z,w][z―1,W―1,（z-W)-1]の異なる完備化による埋め込みの像がそれぞれ

ぬ（A,z)YM(B,w)CE M((z))((w)), 

(-l)A:iうYM(B,w)YM(A,z)CE M((w))((z)), 

YM(Y(A, z -w)B, w)C E M((w))((z -w)) 

となるようなものが存在する．

記号の濫用ではあるが， Vの表現M が定める頂点作用素YMをVの定める頂点作用素と同じ記号Yで表

すことが多く，ここでもそのルールに従うこととする．

2 頂点代数の例

以下では（スーパー）頂点代数およびその表現の例について述べる． Virasoro 代数Vir= 〶nEZCLn ①CC

とは

m3-m 
[Lm, Ln] = (m -n)Lm+n + ~8m+n,oC, [C, Vir] = 0 

12 

で定義される無限次元の Lie代数である． Virの部分代数Vir+＝④n;,.-lCLn①CCの1次元表現Ccを

Ln = 0 (n 2 -1), C = c E (Cで定義する．こが誘導する Virの表現を

vc = U(Vir) R Cc 
U(Vir+) 

と表す．このとき U(Vir)のPBW基底を用いて U(Vir)"" U(Vir_)@ U(Vir+)と分解できる．ただし

Vir_= 〶n:<o ー 2CLれである．この分解を用いることでベクトル空間としての同型vc""U(Vir_)IO〉が誘導

される．ただし |0〉=1@1である．するといは 10〉を真空ベクトルとする，

L(z) = Y(L2IO〉,z)＝LLnZ―n-2
nEZ 

で生成される頂点代数の構造をもっ．実際， L(z)は自分自身と局所的であり

L(z)L(w) ~ ~ + 8L(w), 2L(w), c/2 
Z -W (z -W)2十 (z-W)4 

なる OPE関係式を満たす． vcを中心電荷 CのVirasoro頂点代数という．

g を複素有限次元単純（スーパー） Lie 代数であって非退化（スーパー）対称不変偶双線形形式(·|•)をもつも

のとする（スーパーでなければKilling形式のスカラー倍をとればよい）．今は(010)= 2を満たすよう正規化

しておく．ここで 0はgの最高ルートである．このときアファイン（スーパー） Lie代数g= g[t,C1]①CK 

が

[u(m),V叫＝ ［u,v](m+n) +m(ulv)Om+n,oK, u,v E g; [K,g] = 0 

によって定義される．ただし U(m)= U匹を表す． iの部分代数9+= g[t]① CKの1次元表現 Ckを
K = k E IC, g[t] = 0によって定義する．すると誘導表現

戸(g)= U(g) iSI !Ck ~ U(g[t―1 ]t―1) 
U(g+) 



13

は10〉=1R1とする，

u(z) = Y(u(-1)10>,z) = ~U(n)Z—n-1, uEg 
nEZ 

によって生成される（スーパー）頂点代数の構造をもっ．実際， u(z)たちは互いに局所的であり

U (Z) V (W) ~ ~ + 
[u,v](w), k(ulv) 
Z -W (z -W)2'u,V E g 

なる OPE関係式を満たしている． V灯g)をレベルKのアファイン（スーパー）頂点代数という．この定義
はgが簡約（スーパー） Lie代数の場合に自然に拡張される． gが単純のとき， hvをgの双対Coxeter数， g

の基底を {u;}1~門見 (·I·) に関する双対基底を {ui｝臼門とする． k+hv ヂ 0 のとき， Vk(g) 上の場 Lg(z) を

dimg 

び（z)=区L炉―n-2= -1)a'：U'（z)附(z):
2(K＋い）こ

nEZ i=l 

で定義する．このとき闊は Vk(g)上半単純で， L八＝ 8 が成り立ち，さらに L~ たちは中心電荷 c(k) = 

ksdimg/(k+hv)のVirasoro代数の関係式を満たす． したがって戸(g)は中心電荷c(k)のVirasoro頂点代

数の表現になる． Virasoro項点代数の表現を与えるような場を含む（スーパー）頂点代数を共形的， Virasoro

頂点代数の表現を与える場を共形場という．よって Vk(g)はk+hvヂ0のとき共形的であり，い(z)は

その共形場であることがわかる． Eをgの有限次元表現とする．このとき Eは0十の表現に K=kEC,
g[t]t = 0によって拡張される．すると誘導表現

Vk(E) = U(g) @ E 
U（釦）

は自然に V勺g)の表現になる． Vk(E)をEから誘導される Weyl表現という．
cを対称双線形形式をもつ可換な Lie代数とすると U(c)はcに付随する Heisenberg代数と呼ばれ， 7l"k:= 

Vk(c)をcに付随するレベル KのHeisenberg頂点代数という．任意の入 Ecに対して， eの1次元表現C入

をC3 μ→(入|μ)E (Cで定義する．そのとき C入が誘導する 7l"kの表現を最高ウェイト入の Fock表現と呼

び，吋で表す．有限ランクの整数格子Lに対し， c= L@z Cに付随するレベル 1のHeisenberg頂点代数

7l"を考える． 7l"のFock表現たちの直和

見＝〶 7l"入
入EL

にスーパーベクトル空間の構造を， 7l"入のパリティが（入I入） mod.(2)となるように与える．すると見は7l"の

表現の構造を自然に拡張して（スーパー）頂点代数の構造をもっ．その際， 7l"入の最高ウェイトベクトル 1入〉

に対応する場は

Y(I入〉，z)=心(z):= S入分(O)exp (—と入(n;Z―:) exp(—と入(n;Z―:)

で定義される．ただしふは任意の μ(n)(μ E L,n =JO) と可換かつ S刈μ〉=|入+μ〉を満たす作用素であ

る．見を Lに付随する（スーパー）格子頂点代数と呼ぶ．

uを有限次元（スーパー）ベクトル空間，｛Ua}aEIをパリティ次数をもつuの基底とする． Cl(u)を， Ua

と異なるパリティをもつ元 'Pa,n,ぢ:（a€I,n€Z) によって生成され，

['Pa,m 乎~] = Om+n,-1, ['Pa,m,'P/3,n] =［盆，点l= o, a,(3EI, m,nEZ 

なる関係式を満たす（スーパー） C代数として定義する． Cl(u)のFock表現を 'Pa,nlO〉=<.p糾+110〉=0なる

偶ベクトル |0〉によって生成される表現として定義し， A(u)で表す．このとき A(u)は

Y('Pa,-110〉,z)='Pa(z)：＝ L'Pa,nZ―n-1, y(蟷|0〉,z)＝吠(z)：＝と心―n, a E I 
nEZ nEZ 
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によって生成される（スーパー）頂点代数の構造をもつ．実際， 'Pa(z),r.p"(z)たちは互いに局所的であり，

似，9
'Pa(z)r.p13(w) ~ ~,'Pa(z)r.p13(w) ~ 0 ~ r.p"(z)r.p13(w), a,{3 E J 

z-w 

なる OPE関係式を満たしている．

3 W代数

［？］にしたがって W代数の定義を説明する． g を非退化（スーパー）対称不変偶双線形形式（•|・）をもつ複素

有限次元単純（スーパー） Lie代数， fをパリティが偶のベキ零元とする．双線形形式は(010)= 2となるよう

に正規化する (0 は g の最高ルート）． g の f に関する good な次数付けとは g の §z 次数付け g= 〶JE}z 恥

であって次の条件を満たすものである：

•任意の i,j E杯に対し，［gぃ恥le gt+J・ 

• f E 9-1・

•線型写像 ad(!) ：恥→ gJ-1 は j~ らのとき単射かつ j :S ½のとき全射．

Jacobson-Morozovの定理から fを含むsl2三つ組{e,h,f} を g の部分集合としてとれる．このとき ad(½h)

はgのfに関する goodな次数付けを与えるので， goodな次数付けはいつでも存在する．今， gがgoodな

z次数付け

g＝①gJ 
JEZ 

が存在することを仮定する． gのCartan部分代数hをg。に含まれるようにとる．このとき， gのBorel部
分代数を gさ。に含まれるようにとることができる．△を gのルート系，△+を正ルートの集合， IIを単純

ルートの集合とする．任意のjEZに対し，ふ＝ ｛aE△ |9aC9j}, Ilj=Ilnふとおくと，△＋ c △20 

かつII=II。LJII1が成り立っ．スーパー頂点代数

び（g,f):=戸(g)R A(g>o) 

およびび(g,f)上の奇な場

d(z) =区（ーl)"(ea(z)+ (flea)) Q9吠(z)一ぅ 区 (-1)"1c:,(3⑧ ：巴(z)炉(z)ip(3(z):
aE△>o a,(3，,E△>O 

を考える．ただしea1まaに対応するルートベクトル，aはe。のパリティ，c:,/3E ICは[ea,e/3]=区咋△＞〇心，/3e'Y

で定義される構造定数である．このとき d(z)d(w)~ 0が成り立ち，特に d恥＝ 0がわかる． A(g>o)に電荷
次数を deg炉(z)= 1 = -deg'Pa(z)で定義し，電荷次数に関する次数付けを A(g>o)=〶廷zA(g>D)jで

表す． C勺g,f)に電荷次数による次数付けを degVk(g)= 0で誘尊し， C勺g,/)j=V勺g)@A(g>心とお

＜．このとき d(z)の定義から dco)・び(g,J)j Cび (g,f)H1がわかる．したがって (Ck(g,!), dco)）は電荷
次数に閲してコチェイン複体の構造をもち，そのコホモロジーを

酎 (g,f)= H・（び(g,!), dco)) 

で表す． w勺g,f)はび(g,f)から誘導される（スーパー）頂点代数の構造をもち， g,fに付随するレベル
KのW 代数という．任意の uEgに対し，び(g,f)上の場 J"(z)を

炉 (z)= u(z) 0 1 + L （一1)鸞，吟：％（z)1.p13(z):
a,/3E△>O 
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で定義する．ただし唸，Bは[u,efJ]に表れる eaの係数として定義される定数である．もし u,vE fl::>。また

はu,vE fl'.:'.Oであれば， J"(z)とJV(W）は

炉 (z)JV(W)～ ＋ 
Jiu,vl(w), Tk(ulv) 

z-w'(z-w)2 

なる OPE関係式を満たす．ただし Tkは

Tk(ulv) = k(ulv) + ~K,g(ulv) -~K,g0(ulv) 

で定義される g::>。または g<0上の不変双線形形式である．ここで K,gはg上の Killing形式を表す．特に

炉 (z)(u E fl'.:'.o)で生成されるスーパー頂点部分代数はg<。に付随するレベルTkのアファイン（スーパー）

頂点代数と同型であり，これを VTk(fJ'.:'.o)で表す． Cle_を％（z),d(o) ・'Pa(z) = Jea (z) + (!lea) (a E△>o) 

で生成されるスーパー頂点部分代数， ctをJ"(z)(u E fl'.:'.o),'P°'(z) (a E△>o)で生成される（スーパー）
頂点部分代数とすると，スーパーベクトル空間として Ck(g,f),:,-Cle_@ Ciかつ (Ci,d(o))は部分複体に

なっている．したがってび(g,f),:,-Cle_ @C!は複体の分解に他ならず，定義より

H"(Ck(g, f)),:,-H"(Cど）を） II•(Ci) = C®lI•(Ci) 2: H•(Ci) . 

一方で任意のi=J 0に対して，庄(C勺g,J))= 0となることが知られているのでW(Ck(g,J)),:,-H0(C!) = 

Kervrk(g,so) d(o)が成り立つ．特に W 代数w灯g,f)はVTk(g<o)の部分代数になる．射影gこo→ g。が誘
導する（スーパー）頂点代数の射vTk(g<o)→ VTk(go)をW 代数に制限することで（スーパー）頂点代数

の射

砂酎(g,f)→匹(go)

が得られ，これを竺浦写像という．三浦写像μkはKによらずいつでも単射である． Q。を goのルート格子，

rrrを△＞。の元であって二つの△＞。の元の和に分解できないもの全体の集合とする．任意の a,(3EIlrに

対し，同値関係a~(3を

a~(3⇔ a-(3EQ。
で定義し， aを含む同値類を [a]で表す．このとき II1ぅa→[a] E IIり～は全単射写像になる．任意の
a E II1 に対し， g。の表現 Ea= 〶{JE[a] ICvfJを

U・咋＝区』uv,, u E {Jo,(3E [a] 
咋 [a]

で定義する．すると Eaはgoの既約表現になる． Eaの誘導する VTk(go)のWely表現を VTk(Ea)と表す．

k+hv=JOのとき，（ui凡） ＝如を満たす go の双対基底を {u;}臼~go, {ui ｝悶~go とすると，

go 

L(z) = LLnZ―n-2 
2(k + hV) L(-1)"':J叫z)J"'(z):nEZ'.'i=l  

は VT•(go) 上の共形場を与える．任意の a E II1 に対し， Hom(VT•(go), VT•(Ea)）に係数をもつ形式的べき

級数炉（z)=区nEZS炉―れを

炉 (z)A=(-1)豆＋％土'Y(A,-z)va, A E vT•(go) 

で定義する． Kがgenericのとき，

Wk(g, f)'.:::'.Imμ= aa, Ker(!炉 (z)dzい (go）→匹(Ea))

が成り立つ ([G])．ただしJ炉 (z)dzはS"(z)の形式的留数を表し， J炉 (z)dz= Sfである．
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4 副正則w代数の自由場実現
g = sln+lまたはso加＋1,f = fsubをgの副正則べき零元とする．このとき次の次数付き Dynkin固形で

表される gの/subに関する goodなZ次数付けが存在する：

0 1 1 1 1 
g =5し＋1: 0--0—...—0 0 0. 

a1 a2 an-2 an-l an 

0 1 1 1 1 
g = SO加＋1: 0--0ー...—0---0＝今.

al a2 an-2 an-1 an 

このとき g。=s[2①3である．ただし 3はg。の中心を表す．すると三浦写像は

μ↑ : W勺fl,fsub)→vk+hv-2(5[2)⑧1r:+h V (4.1) 

なる埋め込み写像を与える．ただし 1r;+hVは3に付随する Heisenberg頂点代数， hvはgの双対Coxeter

数である． 7r↑十hvを

2(k+h刈
a1(z)a1(w) ~ 

(z -w)2 

なる OPE関係式を満たす場0:1(z)で生成される Heisenberg頂点代数， M和を的システムと呼ばれる

(3（z)r(w) ~―'(3（z)(3（w) ~ 0 ~,(z)r(w) 
z-w 

なる OPE関係式を満たす偶の場f3(z),'Y(z)で生成される頂点代数とする． vk+hv-2(sl2)は脇本表現と呼

ばれ自由場への埋め込み

p↑ :vk+hv-2（的）→ M由R砕十hv,

e(z) >-+ f3(z), h(z)→ー2:1(z)f3(z): +a1(z), 

f(z)→ー：1(z)2(3(z):+(k + h v -2)8,(z) + 1(z)a1 (z) 

が存在する．ただし {e,h,f}はs[2三つ組である．したがって

wr := (p↑0 id) o µ~: Wk(g, fsub)'--+ M,西 R7f臼

を得る．ただし 1f~+hv は g の Cartan 部分代数 h =かに付随するレベルk+hvのHeisenberg頂点代数で
ぐ V= 7f:＋hv R吋,+hvである．一方で Kがgenericならば，

Imµ~= JりKer(!茫 (z)dz: vk+hv-2（的） R7f:＋hV →Vk(E"',)), 
Impt =Ker(! f3(z) e―亭▽(z)dz: M.12 ⑭ 1f~+hv → M由 R7ff,＋＿ば）

が成り立つ．ここで S叫z)はp↑を介することで

J茫 (z)dz= j e―土(z)dz: vk+hv-2(sb)01r;+hv→ M西R叶，ごば
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と同一視できる．よって

” 
酎 (g,!sub) c,e Imw~ = I] Ker(/ e斎 (z)dz: M0r2 ⑭ 7r~+hv → Ms[2三，凸；2

i=2 
） 

n Ker(/ f3(z) e蓋 (z)dz: M由⑭ 7r~+hv → Ms[2釘い応）

が成り立っ．次に

(xix)= 1 = -(YIY), (xly) = 0 

を満たすx,yで生成されるランク 2の格子L=ZxEBZyに付随するスーパー格子頂点代数VLを考え， VL

上の場x(z),y(z), ex+y (z), e―X-Y(z)たちで生成される部分頂点代数を Vの十yで表す．このとき Ms[2の自由

場実現

M0r2 =Ker(/ぎ(z)dz: Vx+y→VL) 

が知られている．このとき f3(z)→ex+Y(z)で対応する．したがって次の定理を得る：

Theorem 4.1 ([CGN, Theorem 3.2]) kがgenericならば

が成り立っ．

n 

氾 (g,fsub) c,e jりKer(/e斎 (z)dz: Vx+y ISi 7r~+h v→Vx+y⑳ 7[ド[hav2)

n Ker(/ e―年＋x+y(z) dz: Vx+y⑭ 7[戸→ Vx+yISi 吠竺~1)

n Ker(/ぎ(z)dz: Vx+y ISi 7r~+hv → VL 炉「い）

5 スーパー主w代数の自由場実現
g = sl11n+l または OSP212n• f = fprinをgの偶部分空間の正則べき零元とする．このとき次の次数付き

Dynkin固形で表される gのfprinに関する goodなZ次数付けが存在する：

0 1 1 1 1 

g =.sl11n+1: R 0—•..—0-----0----0. 

ao a1 <>n-2 <>n-1 <>n 

0 1 1 1 1 

g = OSJ:l212n: ®--—• • • ·—0--0==印.
ao a1 an-2 an-l an 

このとき go=g[1|1 mである．ただし 3はgoの中心を表す．すると三浦写像は

吟：炉(g,f prin)'--+ V頂恥）R吋十hv (5.1) 

なる埋め込み写像を与える．ただし 7r:+hvは3に付随する Heisenberg頂点代数， Kは

r;(e1,1lei,1) = 1, r;(e2,2h,2) = 2r(k + hり＋ 1,

r;(e1,1h,2) = -r(k + hv) -1, r;(e1,2le2,1) = -r(k + hり
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で定義される gl111上の不変双線形形式， rはgのDynkin図形の lacity,e;,jたちはgl111の標準基底であ

る． 1T~+hv を

2r(K + hV) -r(K + h刈
x1(z)x1(w) ~ O, x2(z)x2(w) ~ ~'x1(z)x2(w) ~ 

(z -W) （z -W)2 

なる OPE関係式を満たす場X1(z)，ゅ(z)で生成される Heisenberg頂点代数， Mg[1|1を加システムと呼ば

れる

b(z)c(w) ~―,b(z)b(w) ~ 0 ~ c(z)c(w) 
z-w 

なる OPE関係式を満たす奇の場b(z),c(z)で生成されるスーパー頂点代数とする．

Proposition 5.1 ([CGN, Proposition 2.1, Lemma2.2]）炉(gl111)の自由場への埋め込み

が存在する．

よって

吟： V"(gl111)'-+M的 1釘が竺

e1,2(z) t--+ b(z), e2,1(z)→c(z)(x1(z) + x2(z)) -r(k + hv)ac(z), 
e1,1 (z)→ー：c(z)b(z):+x1(z), e2,2(z)→：c(z)b(z): +x2(z), 

碕：＝ (p~ @id)鳴： W勺g,fprIn)'-+Mg1111 0 1rピ十hv

を得る．ただし 1T~+hv は g の Cartan 部分代数 h~ h＊に付随するレベルk+hvのHeisenberg頂点代数で
吋十hve,e吋：十hvR唸十hvである．一方でKがgenericならば，

Imµ~= jりKer(!茫 (z)dz: V"'(gl111) 0吋十hv→竹(Eい）
が成り立っ．

Proposition 5.2 ([CGN, Proposition 2.5]) k-=/土ならば

Imp~= Ker(! b(z) e喜 (z)dz: Mgr,1, 01T~+hv • Mg[1|1 R咤力:)
が成り立っ．ただし ao(z)= -r-1(x1(z) + x2(z))である．

ここで茫(z)は吟を介することで

J茫 (z)dz= J e声 (z)dz: V"(gl111) 0吋十hv→Mg[1|1R叶，＋＿h:.
と同一視できる．よって

酎 (g,/prin) c:e Im碕＝2りKer(!e―土(z)dz: Mg1111 ⑭ 1T~+hv → Mgl111 幻~~h:.)

n Ker (j b(z)e蓋 (z)dz:Mg[1|1幻 □→ Mg[1|1バご）
が成り立つ．次に VzをZに付随するスーパー格子頂点代数とし， zの生成元を¢とする．（¢1¢)= 1であ
る．このとき boson-fermion対応と呼ばれる同型写像

Mg[1|1己 Vz, b(z)→e<P(z), c(z)→ e→(z) 

が存在する．したがって次の定理が証明された．
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Theorem 5.3 ([CGN, Theorem 3.4]) kがgenericならば

n 

Wk(g,fprin) c,c，りKer(!e―年(z)dz: Vz @'ll"~+hv → Vz@ずば）

n Ker (j e―玉＋<P(z)dz: Vz 幻戸→ Vz@ 叶，~havo)

が成り立つ．

6 W代数の双対性

(g1，恥） ＝ （5し＋1，511|n+1）または (so加＋1,O-SP212n)とし， h,をg;(i=l,2)のCartan部分代数， hfを
9i (i = 1, 2)の双対Coxeter数， a;(i = 1,..., n)をg1の単純ルート，瓜 (i= 0,...,n)をg2の単純ルー

ト， rをg1のlacity, 1r 
柘十h;
h 2 をレベル k;＋的の h2= h: （i = 1,2)に付随する Heisenberg頂点代数とす

る．定理4.1および定理5.3から W州91,fsub)'--+ Vx+yR叶：十h{ぉよびWk2(92, f prin)→ VzR索＋h；；な
る埋め込みがあって，柘がgenericのとき

” 
研 (91,!sub) ~ n Ker J e—尋町z) dz n Ker jヽ玉＋の十Y(z)dz n Ker jぎ(z)dz, 

i=2 

n 

炉 (92,fprin) ~ Jj Ker J e—晶い） dz n Ker j e—尋＋</>(z) dz 

である． w(E 柘を g1 の第 1 基本コウェイト， W名€加を g2 の第 0 基本コウェイトとする． H1(z),H2(z)

を上の自由場への埋め込みのもとで

H1 (z) = w((z) -y(z), H2(z) = wci'(z) + cp(z) 

で定義される Wk,(91, fsub), Wk2 (92, fprin)上のそれぞれの場， 1fH,を比(z)で生成される Heisenberg頂

点代数，応，yをx(z),y(z)で生成される Vx+yのHeisenberg部分頂点代数， 7f¢ をcp(z)で生成される Vzの

Heisenberg部分頂点代数， 1faを

iio(z) = x(z), ii1(z) = a1(z) -(k1 + hi)(x(z) + y(z)), a;(z) = a;(z), (i = 2,..., n -1), iin(z) = ran(z) 

で生成される応，yR7f
k叶 hv
h 1 
1のHeisenberg部分頂点代数， 7[～

(3 
を

l l ふ(z)= -~f3o(z) + cp(z), (3;(z) = -~{3;(z), (i = 1,..., n) 
朽十h¥ 朽十h¥

で生成される匹＠叶：＋h{のHeisenberg部分頂点代数とする．このとき

杭 R71"a= 71"x,y R心十h;', 7l"H2 071"月~% R青十h{

が成り立っ．この同型から埋め込み

Com (7rH1,氾 (gぃfsub))→咋， Com((7rH2,W因92,[prin))→巧

が誘導され，この埋め込みの像は kiがgenericならば

n-1 

Com (7rH1,研 (g1,!sub))-:---Ker j ea。(z)dz'n'Ker Jヽ五z)dz n Ker jヽ土阿(z)dz, 
i=l 

n 

Com (7rH2,炉 (g2,fprin))～りKerj詞'(z)dz 
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と表される．さらに Feigin-Frenkel双対性から

Ker J e玉 (z)dz=Ker J西 (z)dz (i = 1,...,n-1), Ker J e-~ (z) dz= Ker J e"n(z) dz 
が成り立っ．よって

n 

Com（国炉(91,fsub)) ~，り KerJ西(z)dz 
となる．今， k1,k2 E ICの間に関係式

r(k1 + h『)（松＋吋） ＝ 1 (6.1) 

が成り立つとき， Heisenberg頂点代数の間の同型后→ 7r～が対応ふ→/3;(i = 0,..., n)によって与え
られる．したがって次の定理が証明された：

Theorem 6.1 ([CGN, Theorem 4.3]) k心がgenericかつ関係式を満たすとき，同型

Com (7rHp wki (g1, !sub)) ~ Com (7rH2, Wk2 (g2, fprin)) 

が成り立つ．

VFizを《コzに付随するスーパー格子頂点代数，いをv二Izの生成元とする．（心1心） ＝ー1である．
H1(z),H2(z)を

且1(z)＝</J(z)-H1(z), 凡（z)=ゆ(z)＋凡(z)

で定義される Wk1(gぃfsub)0 Vz, V炉 (92,fprin) 0 v✓ゴz 上のそれぞれの場，巧しを几(z) で生成される
Heisenberg頂点代数とする．上と同様にW 代数の自由場表示と Feigin-Frenkel双対性を用いることで，次

の定理が証明される：

Theorem 6.2 ([CGN, Theorem 4.4]) k1，朽がgenericかつ関係式 (6.1)を満たすとき，同型

研(gぃ !sub)~ Com（国炉(g以 prin)0 V:ご z)'

炉 (g2,fprin) ~ Com (7r瓦兄(gぃfsub)0 Vz) 

が成り立っ．

[CL]により定理6.1および定理6.2に表れる Heisenbergコセットの次数付き指標は k1，朽によらず不変で

あることがわかる．特に W代数の自由場実現を用いることで [T]の意味で連続変形族になることがわかる．

よって [AFO]で用いられた手法を用いれば， Kぃ朽を動かして genericな点で同型な二つの（スーパー）頂

点代数はk1，松が定義される範囲でいつでも同型になる．（H;IH』＝ 0を満たす k;の値を,;Ci= 1, 2)と

する．一方で（凡I凡）＝ 0を満たす k，の値はー的である．したがって次の定理が成り立つ：

Theorem 6.3 ([CGN, Corollary 5.15]) (gい恥） ＝ （Sし＋1，s[1|n+1）または (so2n+1,OSP212n)'k1,朽が

関係式 (6.1)を満たしていると仮定する．このとき次が成り立つ：

1. k; -=J -h;ごYiならば， Com(1r凡 J炉 (g1,fsub))~com(1rH2,W図92,fprin)).

2. k; ナー的ならば， WK1(gぃ !sub)~ Com（巧i2,Wk2(g2, fprin) 0 V✓二）．

3. k; -=J —的ならば，茫 (g以prin) ~ Com (7rjjl, wki (91, !sub) 0 Vz)-
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