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1 はじめに

本論文では，高次元小標本データに対するカーネルk-meansを考える．従来の k-means

を含むカーネルk-meansは，その使用の簡易さから，遺伝子発現量データをはじめとする高

次元小標本の解析に広く用いられている．高次元データに対するクラスタリングについて，

これまでに多くの研究が行われてきた． Ahnet al. [1]は，高次元における階層的クラスタ

リング手法を提案した． Yataand Aoshima [11, 12]は，高次元における主成分スコアの一

致性を示し，それをクラスタリングに応用した． Liuet al. [8]は，高次元小標本に対する

特徴選択を伴うクラスタリング手法を検証した． Borysovet al. [3]は，さまざまな漸近的

条件下における階層的クラスタリングの漸近的性質を示した．それに対し， Egashiraet al. 

[5]は，緩い仮定のもとで階層的クラスタリングの理論的性質の証明を与え，多クラス設定に

おける性質も導出した．高次元設定における従来の k-meansアルゴリズムの性質について

は， Egashiraet al. [ 6]により求められてる．さらに，カーネルk-meansに関しても，ガウ

シアンカーネル関数を用いた場合には従来の k-meansと同様の漸近的性質を有することが，

Eg邸hiraet al. [6]によって示されている．一方で，例えば， Nakayamaet al. [9]は，異な

るカーネル関数を用いたカーネルサポートベクターマシンの高次元における性能を求め，多



51

項式カーネル関数はガウシアンカーネル関数とは異なる挙動を示すことを明らかにした．本

論文では，多項式カーネル関数を用いたカーネルk-meansの高次元における理論的性質を

明らかにし，従来の k-meansと比較を行う．

本論文の構成は以下の通りである．第 2節では，カーネルk-meansアルゴリズムを導入

し，理論的性質を述べるための設定を導入する．第3節では， k-meansアルゴリズムの理論

的性質を導入する．第4節では，多項式カーネル関数を用いた場合のカーネルk-meansの

理論的性質を導出し， k-meansアルゴリズムの漸近的性質と比較を行う．第5節では，数値

実験により，従来の k-meansおよびカーネルk-meansの挙動が，導出された理論結果と整

合するかを検証する．数学的証明は付録に記載している．

2 カーネルk-meansアルゴリズム

データセット X と事前に設定したクラスター数 Kが与えられたとき，カーネル関数

k(z1, z2)を用いたときのカーネルk-meansアルゴリズムは，以下で与えられる．

カーネルk-meansアルゴリズム

ステップ1:K個の初期値を Coi(E X), i E {1,..., K}として設定する．

ステップ2:各データ XEX を，i=が閏，門［ぶ（k（x,x)+ k(coi',coi') -2k(x,coり）
を満たす Ciに割り当てる．この操作をすべてのデータに対して行い，集合

Ci, i E {1,..., K}を構成する．

ステップ3:各データ点xEXを，

i ~ i'閏ml関｝（k(x, x) + c,,,どEC,/k賃芯'22)-C,`/2k」閲')l))
を満たすC に割り当てる．この操作を繰り返し，集合Ci,i E {1,..., K}を

更新する．ここで，＃（A)は集合Aの基数とする．この操作を，更新前後の集

合が一致するまで繰り返す．

ステップ4:ステップ 3において収束した集合を Ci,i E {1,..., K}と定義し，これを
カーネルk-meansアルゴリズムの結果とする．

線形カーネル関数位(zぃむ） ＝zl z2を使用したカーネルk-meansアルゴリズムは，従来

のk-meansアルゴリズムに一致する．カーネル法は広く応用されているが， Nakayamaet 

al. [10]は，高次元小標本を対象の上，主成分分析を用いたクラスタリングに適用し，ガウ
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シアンカーネル関数を用いたカーネル法が標本間の不均衡性を利用する上で有効であること

を示している．しかし， Egashiraet al. [ 6]は，ガウシアンカーネル関数を使用したカーネ

ルk-meansアルゴリズムにおいて，その漸近的性質が従来の k-meansアルゴリズムと変わ

らないことを明らかにし，カーネル関数ごとにカーネルk-meansが従来の k-meansを上回

るかどうかを確認する必要があることを示している．

本論文では，独立な d次元の母集団が2個あると考え，各母集団 7ri,iE{l,2}は平均に

未知の d 次ベクトルµi,共分散行列に未知の d 次正定値対称行列~iをもつと仮定する．

また，一般性を失うことなく，tr（エリ:Str（エ叫とする．iE {l, 2}に対して，

limsup llμill2 /dく oo, li!llinftr(~ i )/d > 0, limsuptr(~』 /d< oo (1) 
d→OO d→°° d→OO 

を仮定する．各iE {l, 2}について，母集団1fiからの独立な ni個の観測値 Xil,...,Xiniが

得られているとする．iE {l, 2}に対してXi={Xil, ・,,,Xini}とし，△＝ ||μl―μ2佗およ

び△m=|tr(Xリーtr(:E刈と定義する．さらに，iE {l, 2}に対して，ム＝Var[llxij―μ』り

と定義する．本研究では， k-rneansクラスタリングの漸近的性質を検証するために，クラス

タ数Kは2として事前に定められていると仮定する．次の節では，従来の k-rneansアルゴ

リズムの高次元における漸近的性質を導入する．

3 k-meansアルゴリズムの漸近的性質

本節では， Egashiraet al. [ 6]による k-meansの高次元における漸近的性質を， 2母集団

設定のもとで導入する．また，次元dが無限大に発散し，標本数Nは固定されている漸近

的枠組みを考える．以下の仮定を導入する．

(A-i): tr（迂）／ぶ→ 0as d→oo, i E {1, 2} 

(A-ii): Li/ぶ→0as d→oo, i E {l, 2}. 

母集団に正規分布を仮定したとき，ム＝ 2tr(~りが成立し，（A-i)と (A-ii)が同値であるこ

とに注意する．これらの仮定は， Aoshimaand Yata [2]やEgashiraet al. [4, 5, 6]におい

ても用いられている． Egashiraet al. [ 6]により， k-meansアルゴリズムについて，以下の

漸近的性質が示されている．

定理1.K=2のもと，iE {l, 2}について，初期値が CoiE Xiと選ばれたとし，（A-i)と
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(A-ii)を仮定する．

limsup△幻△ ＜ 1 
d→OO 

であるとき， k-meansアルゴリズムにおいて， d→ooのもとで，

P(C1 = X1,C2＝ふ）→ 1

が成立する．

(2) 

(3) 

真のクラスタ数が3以上であるときの漸近的性質は， Egashiraet al. [ 6]を参照のこと．

次の節では，多項式カーネル関数を用いたカーネルk-meansアルゴリズムの高次元におけ

る漸近的性質を示す．

4 多項式カーネルを用いたときの漸近的性質

多項式カーネル関数を， kp(zぃむ） ＝ （(+zT z2Yとして定義する．ここで，(2:0及び，

r ENはハイパーパラメータである．本節では，多項式カーネル関数を使用した場合の 2母

集団設定におけるカーネルk-meansの理論的性質について検討する．特に，ハイパーパラ

メータ(2:0が，

(C-i): (/d→0 as d→00. 

を満たす場合を考え，以下の仮定

(C-ii): tr（迂）／沿→ 0,L」/d2→0 as d→oo, i E {l, 2} 

(C-iii): liminfa→= (llμ1ll2r + IIμ叫12r-2(μi μ立）／が＞〇

を導入する． d→ooにおいて， (/d→(O,oo)に対応する場合は， Egashiraet al. [7]を参
照のこと．

liminf |||μ1112 -llμ2ll2I /d > 0 
d→OO 

(4) 

であれば (C-iii)は成立する．（4)が成立しない場合でも，例えば，（C-i)のもとで 11μ1佗＝

IIμ出＝ O(d)かつ柘＝ーμ2であり， rを奇数として選べば，（C-iii)は依然として成立

する．
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命題1.Nが固定のもとで，（C-i）から (C-iii)を仮定したとき，多項式カーネル関数につい

て次の結果が得られる．

kp(Xij,勾） ＝凡＋ Op（ふ），forall i,j,j'(j-/= j'), 

kp(Xij,叫） ＝吋＋ Op（ふ），forall i,j, 

kp(Xij,四j')=屈＋ Op（今），forall i,i',j,j'(iヂi').

ここで，凡＝ IIμ』竺吋＝ （ IIµ旧＋tr(~i))八i E {l, 2},向＝（μ!μ汀，ふ＝K,l+ 
四ー 2幻とする．

命題1より，（C-i)から (C-iii)のもと， CoiE Xi, i E {1,2}とXij-/= CQiについて，

{kp (Xij, Xij) + kp(coi', coi') -2kp(Xij, coi')} -{ kp (Xij, Xij) + kp(Coi, co』-2kp(Xij,Coi)} 
△k 

～因—幻）ー（代：—応） ＋1 for all i, i', j (i =/= i') 
△k 

が成立する．従って， l(,-,, i -,-,,1)-(代;—心） 1 ／△k < lであれば、カーネルk-meansアル

ゴリズムのステップ2において， K=2の場合に Xijを真の集合に分類することができる．

多項式カーネル関数を用いたカーネルk-meansアルゴリズムに関し，次の結果が得られる．

定理 2.K=2のもと，iE {l, 2}について，初期値が CoiE Xiと選ばれたとし，（C-i）か

ら(C-iii)を仮定する．

l(Ki -K1)―（吋―砂）1
lim sup ~ < 1 
d→00 ふ

(5) 

であるとき，多項式カーネルを用いたときのカーネル k-meansアルゴリズムにおいて，

d→ OOのもとで，（3）が成立する．

多項式カーネル関数を使用したカーネルk-meansが，漸近的な観点から従来の k-means

を上回るかを調査することが目的であった．その結果， 2母集団設定において，（5)が成立

している場合でも (2)が成立しないことがあり，またその逆の場合も存在することが確認で

きた数値実験を通じて，実際に多項式カーネル関数を使用したカーネルk-meansが，従

来の k-meansよりも優れた性能を示す状況，および，その逆の状況を確認する．

5 数値実験

本節では，高次元小標本のもとで，多項式カーネル関数を用いたときのカーネルk-means

アルゴリズムを数値的に検証する．母集団として正規分布を仮定する．ここで，全ての成分
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が0である d次元ベクトルを釦，全ての成分が1である d次元ベクトルを ldとする．次

の3つの設定を考える．

(a) :柘＝ ld,μ2 = 7/21山 ~1 = 11屯 ~2= 屯（n1 ，四） ＝ （10, 10); 

(b) :圧＝ Od,μ2 = ld, ~1 = 5/3屯昆＝<I>,(n1，四） ＝ （10, 10); 

(c) :柘＝ 11/101山朽＝ー1小 ~1 = ~2 = <I>, (nぃ四） ＝（10, 10); 

fこだし，<I>= B(o.3li-Jl1／りB,B = diag({0.5 + 1/(d + 1)}1/2,…,{0.5 + d/(d + 1)}112) 

とする．このとき，tr(<I>)= dが成立する．次元を d=2八s=5,…,12と設定する．

各設定のもとでデータを発生させ，従来の k-meansアルゴリズムと多項式カーネル関数

を使用したカーネル k-meansアルゴリズムを実行した．初期値は各クラスから選択をし

た．実験を 2000回繰り返し，正しいクラスタリング結果を得られているかを確認し，その

誤った割合を纏めたのが図1である．ここで，従来の k-meansアルゴリズムを “k-means",

r=2とした多項式カーネル関数を用いた k-meansアルゴリズムを “Polynomiall",同様

に， r=3を “Polynomial2", r = 4を “Polynomial3’'と表すことにする．ただし，多項

式カーネル関数について，（C-i)を満たすために一貫してf;= 0とする．
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図1 設定(a),(b), (c)における “k-means","Polynomial 1", "Polynomial 2", "Poly-

nomial 3”によるクラスタリングの誤り確率を表している．上段左は（a),上段右は (b),

下段は（c)に対応している．
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(a)において，（2)は成立しないが， r= 2,3,4としたときの (5)は成立するように設定さ

れている．実際に， ‘‘k-means’'は誤り確率が0に収束せず， “Polynomiall", "Polynomial 

2", "Polynomial 3’'の誤り確率は 0に収束する様子を確認することができる．（2)は，（b)

と（c)の両方の場合で成立する．（b)において，（5)は， r=2としたとき成立し， r= 3,4 

のときは成立しないように設定されている．定理1で示されている通り， “k-means” と

"Polynomial 1’'が良い性能を示している．（c)において，（5)は， r=3としたとき成立し，

r = 2,4で偶数のときは成立しないように設定されている． “k-means” と比較すると収束速

度に差はあるが，（5)を満たす “Polynomial2’'の誤り確率の 0への収束を確認することがで

き，多項式カーネル関数の次数の選び方に依存しで性能の振舞いが変わる例を表している．

6 付録

命題 1の証明． d→ ooとしたとき，（1)と(C-ii)のもとで，μ[江μis llμill2J丘5元＝
o(dりが成立することに注意する．（1)と(C-ii)を仮定すると，

吋 Xij'=llμi侶＋op(d)for all i,j,j'(j-/-j'), 

||孔||2=IIμ旧＋tr（幻＋op(d)for all i, j, 

吋叫j'=μりμi,+ op(d) for all i, i',j,j'(i-/-i'). 

が成立する．従って，（C-i)と (C-ii)のもとで，

kp(Xij, Xij') =凡＋op(dりforall i,j,j'(j-/-j'), 

kp(Xij,孔） ＝碍＋op(d門forall i,j, 

kp(Xij, Xi'j') =屈＋op(d門forall i,i',j,j'(i-/-i'). 

を得ることができ，（C-iii)のもとで，liminfd→OO△りが＞ 0であることから，命題 1を示

すことができる． ロ

定理2の証明以下の事象を定義する．

AK = { ITJ:tr-{kp(X1立 1j)-2kp(X1j, X1j') + kp(x□ lj')} 
J,J 

< min{kp(X□ lj) -2kp（り五） ＋kp(x勾’'互）｝｝，
J,J 

BK= { ITJ:tf{kp(X2j,X2j) -2kp（互互） ＋kp(X2j'，互）｝
J,J 

< min{kp（X1立 lj)-2kp（吐互） ＋kp（初y，互）｝｝，
j,j' 
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恥＝｛ma刈{kp（町立lj)-2kp(X1j, Xlj') + kp（り心）｝ ＜fKl }, 
J,J 

応＝｛ma戸{kp（初立2j)-2kp(x□ 2j1)+ kp（初y，互）｝ ＜fK1 }, 
J,J 

恥＝｛mip{kp（X1立 1j)-2kp(x□ 2j') + kp（鯰互）｝ ＞fK1 }, 
J,J 

ただし，tKl=/31 ＋あ＋ （ふ＋ふ，~)/2，△ゅ＝ 1/31 -/3叫，広＝心一凡，iE {l, 2}とす

る．また，△k*=△k+/31 ＋あとおくと，（5) のもとで， limsupd→CX)△k,~／△k く 1 が成

立する．従って，（5)のもとで，

li~inf{tK1 -2/3サ／ふ＞ 0, li~inf{tKl -2あ｝／ふ＞ 0,
d→CX) d→CX) 

li~inf{位-tKl｝／ふ＞〇
d→CX) 

が成立し， EK1n EK2 n EK3 c AK n BKが示される．命題 1より，（5)が成立するとき，
Nが固定で d→ CX)のもと，（C-i)から (C-iii)を仮定すると， Pr(EK』→ 1,i E {l, 2, 3}, 

as d→ 00が成立する．これは，iE {1, 2}について CoiE Xiであるとき，ステップ2にお

いて，漸近的に確率 1でCi=Xi, i E {1, 2}が成立することを意味している．次に，以下

の事象を定義する．

心＝｛mj"'{kp(x,,,互）一；立kp(x戸 1l）＋嘉文 kp(xu，五）｝
l=l J. l,l'=l 

＜叩{kp(xい互）一謬kp(X□ 2l）＋五言知（砂，五）｝｝，

恥＝｛四叶kp(X初 9互）一；文kp(X□ 2l）＋し文 kp（初l五）｝
l=1 n2駅＝1

＜門)n{ kp(x初 9互）一塁kp(X2j,叫）＋責芦lkp(Xu，叶）｝｝，
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恥＝｛m竺化（り互）一応kp(X□ 1リ＋嘉文 kp(X□ 1l’)}<tK2}, 
l=l'l,l'=l  

恥＝｛m竺 {kp(X2J，互）一；ど知（鱈砂） ＋喜芦杯（初1,X21,)}< tK3 }, 

恥＝｛門ln{kp（孔←-江kp（互五）＋喜:kp（叫l，互）｝ ＞ tK2}, 
l=l "'l,l'=l 

恥＝｛門ln{kp(X□ 2J)-]〗kp(X2m 加） ＋喜lgkp(Xl心 w)}>tK3},
ただし，fK2= (n1 -1)/3i/n1十△k*/2, fK3 = (n2 -1)/32/四十△k*/2，△灼＝ △k+ 

約／n1+/32厄とする．（5）のもとで，

li~inf {tK2 -(n1 -1)/3i/n1｝／ふ＞ 0,li~inf｛（ふ＋凡＋あ／n叫ー如｝／ふ＞ 0,
d→oo d→OO 
li~inf {tK3 -(n2 -1)/32厄｝／ふ＞ 0,li~inf｛（ふ＋/3i/n1+ ん)- tk3｝／ふ＞〇
d→oo d→OO 

が成立することに注意すると， EK1n⑰K2n EK3 n EK4 c AK n BKが示される．命題 1

より，（5)が成立するとき， Nが固定で d→ OOのもと，（C-i)から (C-iii)を仮定すると，

Pr（局叫→ 1,i E {l,..., 4}が成立する．これは，iE {l, 2}について CoiE Xiであると

き，ステップ3において，漸近的に確率 1でCi=Xi, i E {1, 2}が成立することを意味し

ている．従って，定理2を示すことができた． ロ
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