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§1. Introduction

液体- リウム丑の巨視的状態は,粒子数密度 n,流れの密度)',エントロピー密度 S

とボーズ凝縮休の波動関数卯こよって記述できる｡ 1958年, Pitaevskii1),2) は種々

の保存則と線形不可逆過程の熱力学に基づいて,これらの量に対する現象論的方程式の

組を導き,ラムダ点 (Tl)近傍での液体-リウムのふるまいを調べた.そこでは超流

体密度 psが凝縮体密度 7n刺 2(7nはHe原子の質量 )と等 しいとされた.しかしVは

一体の reduced densitymatrixの巨視的固有値3)に属する固有関数であり,一方 pstま

超流動速度で流れる密度であるから,一般的には異なる量である.例えばr～～Oでは,

石S/万= 1(pは密度･-は平均を意味する),7nlvI2/育-o･13)でありpsとm斬 2
は異なる｡

Usui4)-6)はpsとm 斬 2 の違いを陽に扱って, Pitaevskiiの方程式を改良したO

下にVの時間発展を記述する方程式のみ書くo ps- (7n/n*)･7nlF l2とおいて,

i石∂V/∂t- (｣i2∇･2/27n+p+ iBBi+ iflBr)V,

ここで方はプランク定数/27E, 〟,B.,B はェルミット,pはchemicalpotential ,一 r

B,は平衡状態-の relaxationを受けもつ現 1,n･は relaxationが存在しない状態において2,

の保存量が,7n 酬 2 ではなくpsであることを要請することから出てくる項であるo

Brだけ具体的に書いておく4)

BrVニー岩 上 ihV--vn)嘉 ( ihV -mvn,

･I ( - ihV-mvn,vI2[& a s+ [3 ] nsiv

(1)

ここで,Aは Onsagerの運動論的係数,C札 は常流体速度,E･｡は-様な系におけるエ

ネルギー密度,7n*とEoはn,S及び 酬 2 の関数である.式(1栂変分形で書くこと
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もできて

｣ ♂
B,W- 一石 官軍 [JdxE′(a, S,V｡,V,F*)]nsv

E′-E-j･vn-Eo+(1/27n*)lト i叩 -7nVn)wl2-mnvn2/2, (2)

ここでEはエネルギー密度である｡

Vの空間的変化が大きい状態では,式1)において(∇,n*)の項が重要となりPitae

vskiiのと異なる結果-導くことが期待されるo大兄 ･市川 ･碓井めは超流動-リウム

fh の相転移 を調べ,一次の相転移であるという結果を得た｡ Ginzbu,g-Pitaevskii2)

やMamaladze7)の現象論的方程式では2次の相転移であると結論されるから顕著な違い

を生 じている. 大兄 ･市川 ･碓井の結論を支持するように思える実験8)が存在するが,

理論と実験とのより詳しい比較が望まれる｡

この論文ではFの空間的変化が大きい他の例として,回転している液体ヘ リウムの1

転移点近傍でのふるまいを調べる｡

§2.問題の定式化

一様に回転している円筒状容器(半径 R- 1cm,深さh- 1C7n程度 )内の液体-

リウムの1転移を調べる. 角速度a,が充分大きいときは (W≫(方./7nR2 )zn(R/a)a

は渦糸の芯の半径 ),速やかに平衡状態に達し,そして vortexlinesは規則的に配列し,

常流体とともに剛体回転 している㌘常流体速度を基準にしてそこから超流体速度を測 る

ことにして, V …¢exp(iVル･X/fi)とおいて式(1)に代入すれば,

(B,F)exp(-ivn･Ⅹ/負)≡B′¢r

i l

1

ト i叩 )右京 (-iTIV)+ ト iも∇釧2

∂ 1

aIFl227n*]n●S

･lHF]nst o o
我々は平衡状態に関心を向けている｡平衡状態における凝縮体の波動関数¢に対する

方程式は,式(3)-B′¢- 0である｡独立変数をn, Sからp,Tに変換し,Gibbs自γ

由エネルギー密度 G(Tpvn¢¢*)を使うo hndauの 2次相転移の理論の考えに基づ
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いて, Gを¢で展開して,

G(Tpv｡¢¢*)…Gl+AG,

AG-A(T-Tス ) 困 2+BL¢ l4/2+ (b2/27n*)t∇¢l2, (4)

ここで Gl は常流体に対する自由エネルギー密度,A とBGま正の定数であるO 更に超流

体密度の温度紋存性が実験値 と一致するように7n*を決めて ,6)

2h妄 言 2′3 γは正の定数

結局¢に対する方程式は,

-γ∇(刺 -y3∇¢ )-rI¢ll8/3L∇¢l2¢/3+A(T-Tl)め
+BI釧 2¢ -0.

(5)

(6)

今,温度のみならず圧力 も空間的に一様であると考える (この近似については§4で

議論する )｡この場合でも方程式(6)を解 くことは, manyvortexlinesが存在するとき

には困難であるので, これを簡単化 し1個の渦糸の問題に還元する｡ 即ち渦糸間の距離

を直径 とする円筒を考えその中での 1個の渦糸の問題を解 く｡それに渦糸の数を考慮に

入れて全体の解 とする｡ 上記の取 り扱いによって問題は次のようになる｡問題は方程式

(6)を解 くことである｡回転軸 をZ軸 として円筒座標 (rPz)を使い, 1個の渦糸の解

め(a)-め(rP)-F(r)expiPを次の境界条件 一 manyvortexlinesの問題を解いて

いるという状況を境界条件を通して部分的に考慮に入れるO-

lg F (r,] ,= ｡ - 0, a- r + 0' (7)

のもとで解 く｡

§3. ラムダ点のずれ

方程式(6)を dimensionless にする｡ F/¢｡q-Fo,r/i-ro, i/i-do,¢2eq…A

(T1- T)/B,∠2…γ/BO8e/q3 とお くとFo K対する方程- (6):から次のようになる｡
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da ･ -

1

3Fo(豊)2-三 豊 -Fl:/3 ･ F:

5/3 11/3 2 Fo
+-一丁 -0
3 γo

(8)

(8)を境界条件(7)を満たすように解くO 次に解いたF. ( r.)を自由エネルギー密度 AG

に代入して半径dの円筒内で積分して,渦糸の数 をかけて自由エネルギー AG(Ta')を

計算するoそして AG(T,W)の正負を調べる｡ これらは数値的に解かれて,結果は図

1に示されている｡

F.(r.)

O I之 j ¢

(a)

F.(i.)

Fig･1･ (a)r.-4･9でdF｡/dr｡-Oの境界条件を満たすボーズ凝縮

体の波動関数の動径部分

(b)doが2･7より小さくなると常流動状態に転移するo

film の場合亘と同様に,回転 している液体ヘ リウムの Å転移は 1次であると結論さ

れる.転移温度 7雪 の,-様な系の転移温度からのずれは,4旦(Ta,)- oとなるとき

のd｡の値から求められる0

2･7- doc- r S lJ T二,君 , 伯)

に,実験的8)に決められたZの値,i- 3･0×10-8/(Tl-T)2/3(C7n)を代人して,

T1-Tf～～1.0×1018 ×W3/4 ｡
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この値は非常に小さく実験的で測定するのは難かしいようである. 実験11)では,W<35

(rad/see) で行なわれており, 10~5degreeの範囲で転移温度のずれは観測され

ていない｡

§4. Discussion

比較のために Mamaladze7)の提出した自由エネルギーGMで,同じ問題を§2.§3

と同じようにして計算 したo AGM払

AGM--A,(T1-T )43i¢I2+B,(TAーT) 2/3 困 4/2+ B 2 1∇¢l2/27n,
肌

ここでA′とB′は正の定数.結果は図2に示 されるO

F.(a.1

Fig･2･ d｡が1･8より小さくなると常流動状態に転移する

相転移の次数は2次であ り,転移点のずれは

Tl-T君-5.4×10-9 × a･3/4 ,

となる. これは Mamaladzeによる詳 しい計算の結果7)とほぼ一致している｡

u2)

Usuiの理論 と Mamaladze の理論とでは,相転移の次数がそれぞれ1次と2次とな

るので,実験により 熱があれば Usuiの理論による結論が正しいと判定できる｡計算

結果によれば,自由エネルギーAG(Ta')は, d｡-a.Cでは
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AG～～R2方i2(Tl-T)2×言di2(do-a(,｡),

この表式から潜熱の orderestimateをすると, 1cm3の- リウムで,潜熱 ｡Tス(AS)

T=TP～ (A2/B)Tl(T了 T}R)d喜co これに比熱のとびの実験値から得られた値,

(A2/B)× (Tl/p)- 5･2×107(erp/9･deg･) を代入すると,W- 35(rad/

･ec)のとき約 2erpであり小さい. 1点のずれが観測できる程の実験ができれば,両

者の違いを議論できると思われる ｡ しかし系を乱さずに容器の角速度を大きくすること

は,実験的に難かしいようであり,現在のところ,この論文で考えた問題は, Usuiの

理論の varidityを議論 するのには適していないようである｡

最後に我々の計算において圧力が空間的に一様であると考えた点を議論したい｡常流

体は剛体回転をしており,遠心力により容器内に圧力勾配が生 じているが,それによる

Tlの変化は=｢ 2 deg･程度であるo aに 35(rad/see)ll) のとき容器内の最大圧力

差は, pR2W2/2- 102dyn/C7n2となる｡ 従って Tlの差異は,駒lo-6 deg/cn と評

価される｡ 重力による圧力差を無視するならば,その近似の範囲で,上記遠心力による

圧力差及びTlの差異は無視できる｡

議論をしていただいた大野鑑子教授,名古屋大学S研の皆様,特に碓井恒丸教授,山

内淳氏,市川泰丸氏に感謝します(,
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