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ファジィ Schwarzの不等式
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概要

本稿では、内積空間における Schwarzの不等式のファジィ版として、ファジィ

Schwarzの不等式を導く。ファジィ Schwarzの不等式において、 Zadehの拡張原

理を用いて定義されるファジィノルムおよびファジィ内積が用いられる。 Schwarz

の不等式は、内積空間における二つのベクトルの間の内積がとる値をそれぞれのベ

クトルのノルムによって評価する不等式である。ファジィ Schwarzの不等式は、内

積空間上の二つのフアジィ集合のファジィ内積がとる値（ファジィ集合）をそれぞれ

のファジィ集合のファジィノルム（ファジィ集合）によって評価する不等式である。

1 はじめに

ファジィ集合の概念は、 Zadeh[10]によって、曖昧性または不確実性を含む集合を表

現するために、ファジィ集合論として最初に導入された。そして、ファジィ集合論は経

済学，経営学，工学，最適化理論やオペレーションズ・リサーチなど様々な分野に応用さ

れてきた。 Zadehの拡張原理 [3,7, 10]は、写像の像の自然な拡張を与え、ファジィ演

算などの発展において重要なツールになる。 X,Y,Zを集合とし、 f:XxY→ Zを写
像とする。また、 aおよびbをそれぞれX および Y上のファジィ集合とする。さらに、
J(a,b)を Zadehの拡張原理によって得られる Z上のフアジィ集合とする。 [7,9]にお

いて、!([司°''[b]a)と[f(a,b加の間の関係が調べられている。ここで、［司°''[b]。および

[!(訊）払は、それぞれa,b ぉよび J(aぶ）の O—レベル集合である。また、 Zadeh の拡張
原理を用いて定義されるフアジィノルムおよびファジィ内積が[6,7]および [5,7]におい

て提案され、それらの性質が調べられている。

一方、 Schwarzの不等式は、内積空間における二つのベクトルの間の内積がとる値を

それぞれのベクトルのノルムによって評価する不等式であり、長い歴史がある（例えば、

[2]参照）。本稿では、内積空間における Schwarzの不等式のファジィ版として、ファ

ジィノルムおよびファジィ内積を用いて、ファジィ Schwarzの不等式を導く。ファジィ

Schwarzの不等式は、内積空間上の二つのファジィ集合のファジィ内積がとる値（ファ

ジィ集合）をそれぞれのファジィ集合のファジィノルム（ファジィ集合）によって評価す
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る不等式である。

2 準備

本節では、いくつかの記号を準備する。

恥および Cをそれぞれすべての実数の集合およびすべての複素数の集合とし、政＋＝

{x E股： xミO},且={x E恥： X::::; O}とする。 Ac股に対して、 Aの内部を int(A)

と表す。 a,bE賊に対して、 [a,b]= {x E罠： a::::;xさb},[a,b[ = {x E罠： a::::; x < b}, 

]a,b] = {x E良： a< x::::; b}および]a,b[= {x E恥： a< x < b}とする。

X を集合とする。 a:X→[O, 1]をX 上のファジィ集合といい、穴X)をX上のす
べてのファジィ集合の集合とする。 aE F(X)および CYE ]0,1] に対して、 a の a—レベ

ル集合は

阿°'={x EX 亙(x)~a} (2.1) 

と定義される。クリスプ集合sexに対して、 Sの指示関数 cs:X→ {0,1}は各
xEXに対して

と定義される。 aE F(X)は

叫）={~!!::~ 
a= sup 0:c同a
aE]0,1] 

と表現でき、分解定理または表現定理として知られている（例えば、 [3,7]参照）。

(2.2) 

位相空間上のファジィ集合を考える。 (X,11')を位相空間とする。 C(X)および K(X)

をそれぞれ X のすべての閉部分集合の集合およびすべてのコンパクト部分集合の集合と

する。 aE穴 X)とする。 aが (X上の）閉ファジィ集合であるとは、任意の aE ]0,1] 

に対して［司a E C(X)であるときをいう。 aがX 上の閉ファジィ集合であるための必

要十分条件は、 aがX 上の上半連続関数になることである。 aが (X上の）コンパクト
ファジィ集合であるとは、任意の aE ]O, 1]に対して [a]aE K(X)であるときをいう。

FC(X)および双(X)をそれぞれ X上のすべての閉ファジィ集合の集合およびすべて

のコンパクトファジィ集合の集合とする。

股において、集合の順序を定義し、集合の順序を用いてファジィ集合の順序を定義す

る。 A,Bc股とする。 BcA十股+,Ac  B十股＿であるとき、 A::;B と書く。 Be

A+  int(恥）， AcB + int(股＿）であるとき、 A<Bと書く。 a土EF(股）とする。任
意の aE ]0, 1]に対して［司°'::;[bl 。であるとき、 a~b と書く。任意の a E ]0,1]に対
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して［如＜仇であるとき、 a--<bと書く。さおよびぺはそれぞれ r偉）上のファ
ジイマックス順序および狭義ファジィマックス順序とばれ、さは F(戦）上の擬順序にな

る ([4,7, 8]参照）。

3 Zadehの拡張原理によるファジィ集合の像

本節では、ファジィ集合のレベル集合と Zadehの拡張原理によって得られるファジィ

集合のレベル集合の関係について考察する。また、 Zadehの拡張原理を用いてファジィ

ノルムとファジィ内積を導入する。

定義 1 xi, i = 1, 2, ・ ・ ・, nを集合とし、 aiE F(ふ）， i= 1, 2, • • • ,nとする。このとき、

ai, i = 1, 2, ・ ・ ・, n のファジィ直積集合 rr~=la,i =祐 X巫X... Xan E F (IT~=l ふ）を

各 (x1,X2,・・・,Xn)E rr~=l ふに対して

(ga) に，功，・・・，％） ＝ （祐 x巫X・・・Xa』(x1,功，・・・，％）

・. 

= min 叫叫
i=l,2,-・・,n 

と定義する。 TI~=lai =祐 X泌 X.. ・X anを（ふ，面，...'an)とも表す。

次の定義は、 Zadehの拡張原理によるクリスプ写像の下でのファジィ集合の像の定義

である。 Zadehの拡張原理に関しては、例えば [3,7, 10]参照。

定義2 xi, i = 1, 2, ・ ・ ・, nおよび Yを集合とし、 f:TI~=l ふ→ Y とする。このとき、

ai E F(ふ）， i=l,2,・・・,nに対して、 J(ふ西，・・・ ふ） E四Y)を各 yEYに対して

J(五巫，..・, cin)(y) = sup mm ai(叩）
(x1, 砂，…，Xn)EJ-l(y)i=l,2, .. ・,n 

と定義する。ただし、 sup0= 0とする。

X をノルム II・IIをもつ実または複素ノルム空間とし、 f:X→股を各 xEXに対し
てf(x)= llxllとする。定義2より、 aE F(X)に対して

f(a)(y) = II司l(y)= sup a(x), y E罠 (3.1) 
xEJ-l (y) 

となる。 lliillE F償）を aのファジィノルムという。 [6,7]において、ファジィノルムの

性質が詳しく調べられている。
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X を内積〈・,.〉をもつ実または複素内積空間とし、 f:X xX→ 恥を各 x,yEX  

に対して f(x,y)=〈x,y〉とする。ここで、恥＝恥または Cである。定義2より、

註豆(X)に対して

f(a,1り(z)=〈a,1り(z)= sup min{a(x),b(y)}, z E恥 (3.2)
(x,y)EJ-1(z) 

となる。〈a土〉 EF(IK)をaとbのファジィ内積という。 [5,7]において、ファジィ内積
の性質が詳しく調べられている。

次の定理 lは、ファジィ集合のレベル集合と Zadehの拡張原理によって得られるファ

ジィ集合のレベル集合の関係を与える。

定理 1([9]) xi, i = 1, 2, ・ ・ ・, nおよび Yを集合とし、 1:n::1ふ→ Y とす五まな
ai E烈ふ）， i=l,2,・・・,nとする。このとき、任意の aE ]O, 1]に対して

[f(a1, a2, ・ ・ ・, cin)]a = f([a1]a, [a2]ai・・・,[a』a) (3.3) 

となるための必要十分条件は、 yE Y, f―1 (y) -/-〇ならばある (xi,Xふ・・・，x;)E f―l(y) 

が存在して次が成り立つことである。

min ai(ぶ） = sup min 面叩
i=l,2,-・・,n 

i ()  

(x1ぶ2,…，Xn)EJ-l(y) i=l,2, …，m 

次の定理2は、定理 lにおける (3.3)が成り立っための十分条件を与える。

定理2 (Xi, 1I'i), i = 1, 2, ・・・，nをHausdorff空間とし、 YをT1-空間とし、 f:TIにxi
→ Yは連続であるとする。また、ふ EFK(ふ）， i=l,2,・・・,nとする。このとき、任意

の aE ]O, 1]に対して次が成り立つ。

[f(a1, a2, ・ ・ ・, an)la = J([a1]°" [a2]°"・・・,[a』a)

次の定理3は、コンパクトファジィ集合から Zadehの拡張原理によって得られるファ

ジィ集合がコンパクトファジィ集合になるための十分条件を与える。

定理3 (Xi, 11'i), i = 1, 2, ・・・，nをHausdorff空間とし、 YをT1-空間とし、 f:I17=1ふ

→ Yは連続であるとする。また、面 EFK(X』,i = 1,2, • • • ,nとする。このとき、 f(ふ，

a2, ・・・,an) E FK(Y)となる。
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次の定理4は、 Zadehの拡張原理によって得られるファジィ集合の順序関係が Zadeh

の拡張原理で用いられる関数の大小関係によって導かれることを示している。

定理4 (Xi,'IT'i), i = 1, 2, ・ ・ ・, nをHausdorff空間とし、ふ EFK(ふ）， i= 1,2,・・・,n 

とする。また、 f,g: TI~=l ふ→良は連続であるとする。

(i) f ::; g⇒ f(祐，砿...ふ）さ g(ふ，巫，...ふ）

(ii) f < g⇒ f(祖，泌，・..'an)-< g(ふ西，・・・，砒）

4 ファジィ Schwarzの不等式

本節では、内積空間における Schwarzの不等式のファジィ版として、ファジィノルム

およびファジィ内精を用いて、ファジィ Schwarzの不等式を導く。

本節を通して、 X は内積〈・,.〉:XxX→底をもつ実または複素内積空間とする。こ

こで、 K=良または Cである。各 xEXに対して、 xのノルムは

llxll= ✓ 豆口ぅ (4.1) 

と定義される。

次の定理5は、内積空間における二つのベクトルの間の内積がとる値をそれぞれのベク

トルのノルムによって評価する不等式を与える。

定理5(Schwarzの不等式 (SchwarzInequality)) (例えば [2]参照）任意の x,yEXに

対して

|〈x,y〉|さ llxllllYII

が成り立つ。さらに、等号が成り立っための必要十分条件は xとyが一次従属になるこ

とである。

ファジィ Schwarzの不等式を導くために、次の補題lを与える。

補題 1 fi:XxX→氏を各 (x,y)EX  x X に対して fi(x,y) =〈x,y〉とし、 h:区

→ 股を各 zEKに対して h(z)= lzlとし、 f:XxX→民を各 (x,y)EX  x X に対

して f(x,y)= hU1(x,y)) = I〈x,y〉1 とする。また、 g1:X→ 股を各 XEXに対して

g1(x) = llxllとし、 g2: 股x股→ 良を各 (u,v) E股x股に対して g2(u,v) = uvとし、
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g:XxX→ 良を各 (x,y)EX  x X に対して g(x,y) = 92伽(x),g1(y))= llxllllYIIと
する。このとき、 a,bE FK(X)に対して

J(a, b) = hU1 (a, b)) = I〈a,E〉|

g(a,b) = g2(g1(a),g1(b)) = I厄1111訓|

となる。ここで、 (4.4)および (4.5)における第二の等号は定義である。
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次の定理6は、内積空間上の二つのファジィ集合のファジィ内積がとる値（ファジィ集

合）をそれぞれのファジィ集合のファジィノルム（フアジィ集合）によって評価する不等

式を与える。

定理6(ファジィ Schwarzの不等式 (FuzzySchwarz Inequality))任意の a,bE FK(X) 

に対して

|〈a,b〉|さ llallllbll

が成り立つ。

5 結論

本稿では、内積空間における Schwarzの不等式のフアジィ版として、フアジィ Schwarz

の不等式を導いた。 Schwarzの不等式は、内積空間における二つのベクトルの間の内積が

とる値をそれぞれのベクトルのノルムによって評価する不等式である。ファジィ Schwarz

の不等式は、内積空間上の二つのファジィ集合のファジィ内積がとる値（ファジィ集合）

をそれぞれのフアジィ集合のフアジィノルム（ファジィ集合）によって評価する不等式で

ある。

まず、 Zadehの拡張原理を用いてフアジィノルムおよびファジィ内積が定義された。次

に、定理2として、ファジィ集合のレベル集合の像がZadehの拡張原理によって得られる

ファジィ集合のレベル集合と一致するための十分条件を与えた。次に、定理3として、コ

ンパクトファジィ集合から Zadehの拡張原理によって得られるファジィ集合がコンパク

トフアジィ集合になるための十分条件を与えた。次に、定理4として、 Zadehの拡張原理

によって得られるファジィ集合の順序関係が Zadehの拡張原理で用いられる関数の大小

関係によって導かれることを示した。これらを用いて、定理6として、ファジィ Schwarz

の不等式が導かれた。
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