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あらま し 安定結婚問題 で不完全希望 リス トを許す と,同 じ例題に対す る全ての安定マ ッチングは同サイズにな る.

しか し,安 定性を無視す ると,一 般にはそれ よ りも大 きなサイズのマ ッチングが存在す る.Bir6ら は,最 大サイズの

マッチングの中で 出来るだけブ ロッキングペア数の少ないマ ッチングを求める問題を提案した.彼 らは,(i)こ の問題

がNP困 難であ り,任 意の正定数 εに対 してP十NPの 仮定の下でnl-E一 近似アルゴ リズ ムを持たない こと(nは 例題

中の男性の数),(ii)希 望 リス トの長 さを3以 下に制限して もNP困 難で あ り,あ る定数 δ>1が 存在 しP十NPの 仮

定の下で δ一近似アルゴ リズムを持たないこと,(iii)片 側の性(例 えば男性)の 希望 リス トの長 さが全て2以 下な らば

多項式時間で解けること,を 示 した.本 論文では,上 記(ii)の 近似不可能性を,定 数 δか らnl一ε(εは任意の正定数)

へ と改良した .
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AbstractInthestablemarriageproblemthatallowsincompletepreferencelists,allstablematchingsforagiven

instancehavethesamesize.However,ifweignorethestability,therecanbelargermatchings.Biroetal.defined

theproblemoffindingamaximumcardinalitymatchingthatcontainsminimumnumberofblockingpairs.They

provedthat(i)thisproblemisNP-hardandcannotbeapproximatedwithintheratioofnl一 εforanyconstantε>O

unlessP=NP,wherenisthenumberofmeninaninput,(ii)evenifeachpreferencelistisoflengthatmost3,

theproblemremainsNP-hardandthereexistsaconstantS(>1)suchthatthisproblemcannotbeapproximated

withintheratioofSunlessP=NP,and(iiiifthelengthofpreferencelistsofonesexisatmost2,thisproblemis

solvableinpolynomialtime.Inthispaper,weimprovetheconstantδof(ii)tonl一 εforanyε>0.

Keywordsthestablemarriageproblem,approximationalgorithms,approximationratio,polynomial-timereduc-
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1.は じ め に

安定結婚 問題[3],[7]と は,GaleとShapleyに よ り提案 され

た,以 下のよ うに定義 され る問題である.例 題 は同数(n)の

男 女 と各人の希望 リス トからなる.希 望 リス トは,各 人の好み

に応じて異性全員を全順序で順序付けした リス トである.マ ッ

チングは男女間の1対1対 応であ り,マ ッチングMに おける

男性mの パー トナーをM(m),女 性wの パー トナーをM(w)

と書 く.マ ッチングMに おいて,ペ アになっていない男性m

と女性wが,mはM(m)よ りもwを 好み,wはM(w)よ り
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もmを 好 む とき,(m,w)をMに 対す るブ ロッキ ングペア と

呼ぶ.ブ ロッキングペアを含まないマッチングを安定マッチン

グ と言 う.GaleとShapleyは,任 意の例題 に少な くとも1つ

の安定マッチングが存在す ること,お よび,安 定マッチングを

求める0(n2)時 間アルゴ リズムを発表した[3].

安 定 結婚問題の1つ の 自然 な拡 張 として,不 完全 リス トを

許す 問題(こ れ をSMI(StableMarriagewithIncomplete

lists)と 呼ぶ)が ある.こ の問題では,異 性全員 を希望 リス ト

に書 くのではなく,ペ アにな りた くない相手は リス トに書かな

くて良い.従 って,こ こでは不完全マッチング も考慮す る必要

が あるため,ブ ロッキングペアの定義が以下の ように修正 され

る.マ ッチングMに おいてペアになっていない男性mと 女性

wに ついて,(i)mとwは お互いを希望 リス トに書き合 ってい

る,(ii)mはMで 独身であるか,M(m)よ りwを 好む,(iii)

wはMで 独身であるか,M(w)よ りmを 好む,の3つ 全てが

成 り立つ とき,(m,w)をMに 対す るブ ロッキングペアと定義

す る.こ の定義の下でブロッキングペ アの存在 しないマッチン

グが安定マ ッチングである.こ の拡張において も,任 意の例題

が安定マッチ ングを少な くとも1つ 持ち,そ れを多項式時間で

見つけ られ る.ま た,1つ の 例題 に複数安定マ ッチングが存在

す る場合で も,そ れ らは全て同サイズであることが知 られてい

る[6].

しか し,SMI例 題 において,一 般 に最 大マッチングは安定

マッチング よりも大きく,安 定性を多少犠牲にしてで も大きな

サイズのマ ッチングを求めたい応用 も考え られ る.た だし,そ

のよ うな場合で も,出 来るだけ安定性 を保 ちたいのが 自然であ

る.Bir6ら[2]は この よ うな問題 をMAXSIZEMINBP

SMIと い う最適化 問題 として定式化 した.MAXSIZEMIN

BPSMIは,例 題 としてSMIと 同 じ例題が与えられ,最 大サイ

ズのマ ッチングの中で出来るだけブロッキングペ ア数の少ない

ものを求める問題である.ま た,正 定数pと4に 対 して,MAX

SIZEMINBP(p,4)-SMIは 男 性の希 望 リス トの長 さがp以

下で,女 性の希望 リストの長 さがq以 下に制限された問題であ

る.ま た,p=Oc,q=Ocと 書 いた場合は,希 望 リス トの長 さ

に制限がないことを表す.

Bir6ら は,文 献[2]に お いて,以 下の結果を示 した.(1)MAX

SIZEMINBP(Oc,Oo)-SMIはNP困 難であ り,P十NPな らば,

任 意の正定数 εに対して1n一 εで近似不可能である.(2)MAX

SIZEMINBP(3,3)-SMIはAPX困 難 で あ り,P十NPな ら

ば,35573556望1.00028で 近 似不可能である.(3)MAXSIZEMIN

BP(2,00)-SMIに 対 するO(n3)時 間アルゴ リズムが存在する.

本 論文では,上 記(2)の 近似不可能性35573556をnl一ε(ε は任

意の正定数)に 改良す る.本 論文で用いる手法は,文 献[2]で 示

され た上記(1)の 証 明を元にしている.文 献[2]に お いては,ご

み集めガジェッ トお よび近似不可能性のギャップ増幅用ガジェッ

トの作成のため,一 部の希望 リス トの長 さを制限す ることが出

来なかった.本 論文では,同 じ機能を持つガ ジェッ トが長 さ3

以下の希望 リス トで実現できるこ とを示す ことに より,改 良を

達成 した.

よ り安定なマ ッチングを求める問題 に対す る研究は,近 年盛

んに行われてい る.Abrahamら は,安 定ル ームメイ ト問題 に

対 して,ブ ロッキングペ ア数の出来るだけ少ないマ ッチングを

求め る問題を定義し,こ の問題の様々な拡張において近似不可

能性を示した[1].ブ ロ ッキングペア数の他に,安 定性の定義 と

して,ブ ロッキングペアに含まれ る人数,マ ッチングサイズに

対するブ ロッキングペア数の比なども考え られ てい る[4],[5].

2.MAXSIZEMINBP(3,3)-SMIに 対す

る近似 不可 能性 の改 良

[定 理2.1]P十NPな らば,任 意 の正定数 ε>0に 対 して,

MAXSIZEMINBP(3,3)-SMIに 対 する多項式時間1n一 ε一近

似アルゴ リズムは存在 しない.こ こで,nは 入 力 中の男性の数

であ る.

証 明.文 献[2]と 同様 に,3一 正 則グラフの細分グラフに対す る

厳密極大マッチング問題(EXACT-MM)か らの多項式時間変

換によ り定理 を証明する.こ の問題はNP完 全であることが既

に証明 されている[8].枝(u,v)に 対 して,新 たな頂点wを 用

意 し,(u,v)を(u,w)と(w,v)で 置 き換えることを,枝(u,v)

の細 分 と呼ぶ.グ ラフHに 対 して,Hの 全ての枝 を細分す る

ことに よりグ ラフGが 得 られ るな ら,Gは 細分グラフである

とい う.こ の問題は,3一 正則グラフの細分グラフ及び正整数K

が 与え られ,Gが サイズKの 極大マ ッチングを持つか否か を

問 う判定問題である.以 下では,入 力グラフがこの ように制限

され たEXACT-MMを 単 に｢EXACT-MM｣と 表 記す る.

EXACT-MMの 例題(G,K)に 対 してMAXSIZEMINBP

(3,3)-SMIの 例 題1を 以下のよ うに構成する.(i)1は 完 全マ ッ

チングを持つ(す なわち,実 行可能解は完全マ ッチングに制限

され る).(ii)(G,K)がEXACT-MMに 対す る"yes"の 例 題

であるならば,1は 比較的ブ ロッキングペア数の少 ない完全マ ッ

チングを持つ.(iii)((7,K)がEXACT-MMに 対 す る"no"の

例 題であるなら,1に 対す るどんな完全マ ッチングも多数のブ

ロッキングペアを持っ.

2･1(mr)一 ガジ ェット

まず,準 備 として,変 換に必要な(mr)一 ガ ジェッ トを導入す

る.こ のガ ジェットは,文 献[2]の 定理1の 証明におけ るXや

yと 同様 の,ご み集めの機 能 を担 うガ ジェットで ある.X=

{ω1,…,ωm}をm人 の男性か らな る集合 とし,r(0<r≦m)

を整 数 とす る.(Xとrに 対す る)(m/r一 ガ ジ ェットは,以 下で

示 され る2mr-r人 の 男性(∪､〈2〈m且,)U(∪､〈､<rC｣)と,

2mr人 の 女性(∪､≦ 2≦㎜B､)U(∪､≦ ゴ≦rD7)か らなる.(以 後,

このガジェットをc(X,り と記述す る.)

AZ

B2

σゴ

Dゴ

={ai:lsjsr}

={b':1≦ グ≦r}

一{･1･2≦2≦m}

={dl:1≦ ¢≦m}

(lszsm)

(lsism)

(1≦ ブ≦r)

(1≦ ゴ≦ γ)

各人 の希 望 リス トは 図1の 通 りで あ る.pの 希 望 リス ト

｢p:abc｣は,pが α,b,cを この順に好 きであることを意味

す る.各 ω2∈Xに 対 して,賜 を希望 リス トに書いている女性
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房 がガ ジェットc(X,r)中 にただ一人い るが,そ の女性 を(x2

の観 点か ら)C(X,r)圏 と書 くことにす る.ガ ジェットC(X,r)

は,1-X/1=rで あ る任意の部分集合X'⊆Xの 男性 と,ブ ロッ

キングペアをあま り作 らずにマ ッチすることが出来 る.下 記の

補題では,各 男性x2∈Xは 女性C(X,r)[x2](=bi)を 希望 リス

トに書いてあることを仮定す る.
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C(X,r)の 希望 リス ト

[補 題2.2]Xをm人 の男性からな る集合,γ を0〈r≦IXl

を満 たす正整数 とす る.IX'1=rで あ る任意のXノ ⊆Xに 対し

て,以 下の性質 を満たすXとC(X,r)に 対 するマッチング.M

が 存在す る.(i)C(x,r)の 要 素は全てマッチ してい る.(ii)-xノ

中の全ての男性はc(X,r)中 の女性 とマ ッチし,X＼X'中 の全

ての男性はMで 独身である.(iii)Mに 対 す るブ ロッキングペ

ア数はr以 下であ り,X中 の男性はブ ロッキングペアには含ま

れない.

証明.Xノ=橿､,ω,2,… 幽｡}(1≦2･d2<…d｡≦m)

とす る.マ ッチングMを 以下の よ うに構成す る.ま ず,各 ブ

(1≦ ブ≦ γ)に対 して,以 下のペアをMに 加える.

(･鍔,わ 穿1)･た だ し 誘 一･,…,ブ ー･･

(α毎 硯).た だ し,κ=ブ 十1,_,γ.

(αぞ ♂ゴ2ゴ,3)･

(cヶ+1,dヶ).た だ し,κ=1,_,窃 一1.

(cヶ,確).た だ し,ん=2j十1,_,m.

(鋭､,bi7)･

図2に,乞 ゴに 対 す るマ ッチ ン グ の 様 子 を示 す.ま た,銑 ∈X＼X'

で あ る 各2に 対 し て,(α 乞 わ勃 佛=1,...の をMに 追 加 す る.

補題の条件(i)と(ii)が 満 た されてい ることは容易に分かる.

また,ブ ロッキングペアが(･1･,dl･)(1≦ ブ≦ γ,27半1)の みで
り 

あることも簡単に検証で きるため,ブ ロッキングペア数が高々

γであ ることが分か り,(iii)も 証 明出来 る.□

[補 題2.3]Xを 男 性集合,rを0<r≦IXIを 満 たす正整数

とす る.ま た,MをXとC(X,r)に 対す る任意のマ ッチング
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図2補 題2.2の 証 明 で使 われ るマ ッチ ン グ の一 部

で,C(X,り の要素は全てマ ッチ させ るもの とす る.こ の とき,

X中 の独身男性の数はIXI一 γである.

証 明.C(X,r)中 の メンバーはC(X,r)とXの 人 しか希望 リス

トに書いていない.ま た,C(X,r)に は女性の数が男性の数 よ

りr人 多い.こ れに より補題が成 り立っ.□

Xを 女性集合としたときも,男 性と女性の役割を入れ替える

ことにより,同 様に(m
r)一ガ ジェッ トを定義す る.

2.2多 項 式時間変換

1'=(G,K)をEXACT-MMの 例 題 とす る.こ こでGは,

あ る3一正則グラフの細分グラフであ り,Kは 正整数である.G

は二部グラフであるので,G=(σ,W,E),σ={ul,…,砺､},

W={wl…,wn､}と 書 くことができ,ま た,σ の各頂点は

次数2,Wの 各 頂点は次数3で ある.従 って,2n1=3n2と な

る.一 般性を失 うことな く,K〈min(1σ1,IWI)で あ ると仮定

してよく,ま たGは サイズKの マッチ ングを持つ として良い.

文 献[2]と 同様の定義を以下に与える.各 頂点u2∈ σ に対し

て,uzのGに おける2つ の隣接点をwp,とwQ2(p妊 くq∂ と

す る.同 様に,頂 点 妨 ∈Wの3つ の隣接点をur3,us3,ut7

(rゴ<5ゴ く ち)と す る.ま た,(uz,ω ゴ)∈Eで あるu2∈ σ と
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ωゴ∈Wに 対 して,ω ゴがwpiで あ るかw4iで あ るか に応 じ

て,σ ゴ,2=1ま た は2と 定義する.同 様に,uzがu｡ゴ かu｡ゴ か

ut,か に応 じて,TZ ,ゴ=1,2,3と それぞれ定義する.定 理で与

えられ た ε>0に 対して,B=｢3e],σ=(nl+n2)B+1と 定

義す る.

各 頂点ui∈Uに 対 して,2C+3人 の 男性 と2C+2人 の

女性 を構成す る.そ れ らの人の希望 リス トを,図3に 掲げ る.

図3に おいて,男 性 の希 望 リス トは左側 に,女 性の希望 リス

トは右側に記述 してい る.こ れ らの男性 と女性からな る集合を

u(Uの と表す.集 合 σ0を σ『0={u°1,…,鴫1}と 定義する.U°

は1≦2≦nlに 対す る各u(uz)か ら男性 認 を1人 ずつ とって

きた集合である.続 いて,(nlnl -K)一 ガ ジェットC(U°,nl-K)

を構 成す る.
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図3u(uの の 希望 リス ト

同様に,各 女性 ωゴ∈Wに 対 して3σ+3人 の男性 と30+4

人 の 女性 を構成する.こ れ らの人々の希望 リス トを図4に 掲げ

る.こ れ らの男女か らなる集合を,W(ω ゴ)で表す.集 合W° を

W『o={w°i,…,w°n､}と 定 義す る.W° は,1≦ ブ≦n2に 対 し

て,各W(ω ゴ)か ら女性w° を1人 ずつ とってきた集合である.

続 いて(n2n2-K)一 ガ ジェッ トc(W°,n2-K)を 構成す る.

以 上で変換 は完成 で ある.変 換で得 られ た例題1は 同数

n=(2十2C十2n1-2K)nl十(3十3C十2n2-2K)n2十K

の男女からなる.変 換で作 られた希望 リス トは,い ずれ も長 さ

3以 下である.ま た,変 換が1ノ のサ イズの多項式時間で実行可

能であることは,容 易に分か る.

2.3各 ガジ ェットの性質

変換の正 しさの証明のための準備 として,い くつかの補題を

証 明する.

[補 題2.4]Gの 各 枝(u2,ω の ∈Eに ついて,u(uのUW(wゴ)

の 人々か らな るマ ッチ ングMで 以下の(i),(ii),(iii)を 満 た

す ものが存在す る.(i)u(u2)UW(妨)の 人々は全員 マッチし
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てい る.(ii)Mに 対 するブ ロッキングペア数は2以 下である.

(iii)Mを どのよ うに拡張して1に 対する完全マ ッチングを作っ

た としても,〃@のUW@ゴ)中 の人は誰 も,Lf(u2)UW(ω ゴ)以

外の人とはブ ロッキングペアを構成しない.

証 明..Mを 以 下 の よ うに 作 る.(ui,ω ゴ)∈Eな の で,σ とT

の 定 義 よ り σゴ,2=κ か つTz,7=1を 満 た す 整 数 ん とZが 存 在 す

る.ま ず,ペ ア(k26i,暢)をMに 加 え る.次 にu(u2)中 の 人 を

考 え る.以 下 の ペ ア をMに 加 え る.

(19i,1,2zi)･

(s_s-19信,1,ez,1).ただ し,s=2,_,0.

(9え,,･c2,､)･

(SgZ,2,S-Ze2,2).た だ し,s=2,_,σ.

(°u2,･ci,､)･

次 に,ん=1な ら ば(砺,z2)を,κ=2な ら ば(u2,z2)をMに

加 え る.

次 にW(ω ゴ)中 の 人 々 に つ い て 考 え る.以 下 のペ ア をMに 加

え る.

@身,ん},1)･

({S7,･,嬬1).た だ し,s=1,_,σ 一1.

(!ぼ､,ん},､).

(が2,ん 第1).た だ し,s=1,...,σ 一1.

(!危,砿3).

(が3,ん 繁1).た だ し,s=1,...,C-1.

(漏,ω9)･
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最 後に,1=1な らば@あ ωめ と@第 畷)を,1=2な らば

@あ ω})と(耀,ω わ を,Z=3な らば@あ ω})と@テ,ω め をM

に加える.

条 件(i)が 成 り立つことは容易に分か る.条 件(ii)と(iii)が

成 り立つ ことを見るためには,以 下のことに注意すれば 良い.

碩 物)に おいて,任 意のt,sに 対す る男性Sgz,tと 男 性u9はM

で 第1位 の女性 とマ ッチ してい る.こ れ らの男性はブ ロッキン

グペアにな り得ない.ま た,こ れ らの男性だけを希望 リス トに

含む女性 も,ブ ロッキングペアにな り得ない.こ れ らの考察か

ら,ブ ロッキングペアにな り得るのは,1u2,2u2,1z2,2z2の みで

ある.κ=1と κ=2の 場合 を具体的にチェックすれば,高 々

1つ のブ ロッキングペアしか発生しないことが検証できる.同

様 に,W(ω3)に お いて,任 意のt,sに 対す る女性 嫉 古と女性

ωgはMで 第1位 の男性 とマ ッチしている.同 様の考察か ら,

ブ ロッキングペアにな り得るのは,"あ"9,"身,ω},ω テ,ωテ

のみであることが分か る.同 様に,Z=1,2,3の 場 合 を検証す

ることにより,高 々1つ のブ ロッキングペアしか発生しないこ

とが分か る.従 って,ブ ロッキングペアの総数は高々2で あり,

いかなる拡張において も外部の人 とブ ロッキングペアを構成す

ることはない.口

[補 題2.5]1に お け るマ ッチングで 〃幡)の メンバーを全員

マッチ させ るいかなるマ ッチングにおいても,u(ui)の 人 々は

男性1人 を除いて,Lf(uz)の 中でのみマ ッチす る.同 様に,1

にお け るマッチングでW(ω ゴ)の メンバーを全員マ ッチ させ る

いかな るマ ッチ ングにおいて も,W(ω｣)の 人 々は女性1人 を

除いて,W(ω3)の 中でのみマ ッチす る.

証明.u(u2)中 の 女性は皆u(u2)中 の男性しか希望 リストに書

いていない.ま た,u(u2)は 女性 より男性を1人 多 く含んでい

る.こ れ より補題が成 り立つ.W(ω3)に つ いて も同様に証明

で きる.口

[補 題2.6]幅,ω の ∈Eと す る..Mを,1の 任 意 の マ

ッチ ン グで,u(uz)とW(妨)の 全 員 をマ ッチ させ,か つ,

(賜9,C(U°,nl-K)[u°])と(w°,C(W°,n2-K)[w°])の 両 方

を含むものとする.こ のとき,Mに 対す るブ ロッキングペアが

少 なくとも0個 存在す る.(ま た,こ られ のブ ロッキングペ ア

はu(ui)UW(ω ゴ)の メンバーのみにより構成 され る.)

証 明.(u°,C(σo,nl-K)曜])∈.Mで あ り,u(uの の 人 は 全

員Mで マ ッ チ し て い る の で,碩u,)の 女 性 の 希 望 リス トか ら,

女 性 の マ ッチ す る 相 手 が 一 意 に 決 ま っ て い く.す な わ ち,任

意 の ち8に 対 し て(Sgi ,t,e裂∂ ∈.Mで あ り,t=1,2に 対 し て

(藍,zz∈.Mと な る.同 様 に,W(ω3)中 の ペ ア も 一 意 に 決 ま っ

て い く.す な わ ち,任 意 のt,sに 対 し て(㍑ 亡,嫉 ∂ ∈-Mで あ

り,t=1,2,3に 対 して@},蛎)∈.Mと な る.

(u2,wゴ)∈Eな の で,σ とTの 定 義 か ら,σ3,2=κ か っT,,ゴ=1

な る 整 数 κ とZが 存 在 す る.す る と,全 て の8(1≦s≦ σ)に

対 し て(g論 ん3,i)はMに 対 す るブ ロ ッ キ ン グ ペ ア とな る.口

2.4変 換の正当性

まず,1が 完全マ ッチ ングを持つ ことを示す.Gが サイズK

のマッチングを持つ と最初に仮定したので,そ れをM'と お く.

(ui,ωゴ)∈.Mノ で ある各枝に対して,u(u2)とW(ω ゴ)の人々を,

補 題2.4の 証 明 と同様のや り方でマ ッチ させ る.グ ラフGに お

いて,U中 にはM'で マ ッチしていない頂点がnl-K個 存在

す る.U° の部分集合で,こ れ らの頂点に対応 した男性からなる

集合を σ0(⊆σ0)と す る.す なわ ちU°={u°:u2∈ σ はMノ

でマッチ していない}で ある.σoの 男性 と(nln
lK)一 ガ ジェット

C(U°nl-K)の 人 々を,補 題2.2の 証 明にあるよ うにマッチさ

せ る.次 に,u° ∈ σoで ある各2に 対して,u(uz)中 の全ての女

性を第1希 望の男性 とマッチ させる.同 様に,n2-K個 のWの

頂点が.M'で マ ッチしていない.そ こで,女 性集合W°(⊆W°)

をW°={w°:w3∈W7はMノ でマッチしていない}と 定義す

る･W° と(n2n
2K)一 ガ ジェッ トC(W°,n･-K)の 人 々を･鞭

2.2の 証 明 と同様のや り方でマ ッチ させ る.w° ∈W° であ る各

ブに対 して,W(ω ゴ)中の全ての男性を第1希 望の女性 とマ ッチ

させる.補 題2.2の(i)お よび(ii)と,補 題2.4の(i)よ り,上

記の よ うに作 られたマ ッチング.Mが1の 完全 マッチ ングであ

ることが分かる.

Gが サイズKの 極大マ ッチングM'を 持つ と仮定する..M'

を元 に,1の 完 全マ ッチング ーMを 上述の よ うに構成す る.こ

こで,Mに 対 するブロッキングペアの数 を数える.補 題2.2の

(iii)よ り,C(U°,nl-K)は 高 々nl-K,C(W『0,n2-K)は

高hn2-K個 のブ ロッキングペアしか含まない.ま た,こ れ ら

のガジェットの人 々は,他 の人 々とはブ ロッキングペアを構成

しない.次 に,頂 点に対応す るガジェットを考える.補 題2.4の

(ii)よ り,(砺 ωゴ)∈-Mノ で あるuiと ωゴに対しては,研 砺)と

W(ω ゴ)の人々か らなるブロッキングペアの数は高々2つ である.

lM'1=Kな ので,そ のよ うなブ ロッキングペアは高々2K個 で

ある.ま た,補 題2.4の(iii)よ り,u(ui)とW(ω ゴ)の人々は,

u(砺)uW(ω ゴ)以外の人 とはブ ロッキングペアを構成 しない.

最 後に,M'で マ ッチ していない頂点に対応す るガジェットを

考え る.u2が 一Mノでマ ッチ していないよ うなガジェッ トu(u2)

に注 目する.-Mの 構 成方法よ り,u(uの 中の女性は全て第1位

の男性 とマ ッチ しているため,ブ ロッキングペアにはな り得 な

い.そ こで,唯 一の可能性は,あ るブとsに 対して男性 鍼 σゴ
,､

が 女性 硫 丁､,ゴとブ ロッキングペア を構成す ることであ る.そ

の場合,(物,ω ゴ)∈Eと なってい るはずであるが,.M'は 極 大

であ るので頂点 ω3はM'で マ ッチしてい る.す ると,Mの

構 成法より,Sh7 ,Tz7は 第1希 望男性 とマ ッチ してい るはずであ

り,(g£ σ
3,､,雄 丁,,ゴ)はブ ロッキングペアにはな り得ない.同 様

に,頂 点 妨 が.M'で マ ッチしていないよ うな ンV(ωゴ)につい

て も,そ の中にはブ ロッキングペアに含まれている人がいない

ことが示せ る.従 って,Mに 対 す るブ ロッキングペア数は高々

(nl-K)十(n2-K)十2K=nl十n2と な る.

逆 に,1に 対 す る完全マッチングMで,ブ ロッキングペ ア

数がC未 満 のものがあった とす る.補 題2.5よ り,各u2∈U

に対して,〃 幅)中 の人は1人 の男性を除いて内部でマ ッチす

る.こ の,例 外となる1人 の男性を溢れ 男性 と呼ぶ ことにする.
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従 って,ち ょ うどnl人 の溢れ男性がいることになる.ま た,補

題2.3よ り,Mは σo中 のnl-K人 の 男性 とC(σo,nl-K)

の女 性 とマ ッチ させていることにな るが,こ れ らの男性は溢れ

男性であ る.よ って,残 りK人 の溢れ男性がい る.同 様に溢

れ女性も定義する.ま た,同 様の議論か ら,K人 の溢れ女性が

残 ることになる.Mは 完全マ ッチングなので､こ れ らK人 の

男女が.Mで マ ッチしていることにな る.

マ ッチ ング ーM'を 一Mノ={(砺,ω ゴ):@,ッ)∈-M,x∈

u(uZ),〃 ∈W(ω ゴ)}と 定義す る.x(∈u(uz))と 影(∈ ンV(ωゴ))

に対 して@,ッ)∈.Mと す ると,1の 希 望 リス トの構成方法から

(uz,ωの ∈Eで ある.ま た,xと 〃は上述したK人 の溢れ男性

および溢れ女性であることが分かる.従 って,M'はGに おける

サイズKの マ ッチングになる.以 下,.Mノ が極大であることを示

す.仮 に極大でなかったとす る.す ると,uzも 妨 もMノ でマ ッ

チしていない ような枝(u2,ω ゴ)∈Eが 存在する.-M'の 構 成方法

より,Mに おいて,男 性u° ∈u(ui)は 女 性0(U°,nl-K)[u°]

と,女 性w° ∈W(ω ゴ)は男性C(W°,n2-K)[w°]と マッチし

ているはずである.し かし,そ の場合,補 題2.6か ら,Mは 少

なくとも0個 のブ ロッキングペアを含んでいることにな り,最

初 の仮定に矛盾す る.よ ってM'は 極 大で ある.結 果 として,

Gが サイズKの 極大マッチングを持たないな らば,1は ブ ロッ

キングペア数0(=(nl+n2)B+1)未 満 の完全マ ッチングを持

たないことが言えた.

従 って,MAXSIZEMINBP(3,3)-SMIに 対 す る(nl+

n2)B一 近似アルゴ リズムが存在すれば,EXACT-MMが 多項式

時間で解けることになり,P=NPと な る.最 後に,(nl+n2)B≧

nl一εであることを示す.前 述のよ うに

[3]D.GaleandL.S.Shapley,"Collegeadmissionsandthesta-
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n=(2十2C十2n1-2K)nl十(3十3C十2n2-2K)n2十K(1)

で あ り,こ れ よ りn≦5(nl+n2)B+2と な る.従 っ て,

か か
(ni+n2)BZ58+2+2nB+2 (2)

が言える.一 般性 を失 うことなくnl≧3と する.ま た,前 述の

ように σ『とWの 全ての頂点は次数それぞれ2と3で あるので,

2n1=3n2が 成 り立っ.従 ってnl+n2≧5が 言え る.ま た,

仮 定よ りK<min(nl,n2)で あ るので,式(1)よ りn≧5Bが
B1

言 える.よ って5-B+2≧n-B+2と な る.B+2≧3eで あ る

ので,式(2)よ り(nl+n2)B≧nl一 εが言える.こ れで証明が

完結する.□
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