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§1. introduction

Tunnelingmodelは KDP(KH2PO｡)型強誘電体,異方性強磁性体の modelとして

或いは希土類金属中動的ヤーンテラー効果に関連して,多くの人々によって調べられて

きたO形式的にはそのHamiltonianはIsingmodelに横方向に磁場のかかった形をしてい

る｡この modelは2次相転移を示す｡<SX>は全温度で 0でないが,<SZ>は,高

温では<SZ>-Oであり,臨界温度 ㌔ 以下で秩序状態になり,<SZ>≒oとなる｡
即ち,<SZ>が orderparameterになっているO秩序状態は交換相互作用Jから生じ.

2flにより妨げられる｡ 2rlをOから増加させると･Tcは Isingmodelでの値か ら

減少し･ある臨界値ncで 0になるD n >flcでは相転移は生じないo

l次元では､PfeuO',Katsura,Suzukiらがこの modelの正確な性質を調べたが,2

次元,3次元では正確に扱うことはできないので,Jの摂動計算に依る｡ この場合,

スピン系では Wickの定理が成立しない為,摂動計算の為の色々な方法が考えられてい

るO例えば climulantを用いる方法,スピン演算子をFermi演算子,Bose演算子を利用

して表わす方法Dあるいは,昇降演算子で表わし,T-積をはずして計算する方法等が

ある｡

どの方法もかなり難解で面倒であるので,ここではそれらとは異なった方法を導 い

た｡スピン演算子を他の演算子に置き換えることなく,直接計算するや り方で.いまま

での方法よりは,取り扱いが簡単であり,Heisenberg系-の応用も可能と考えられるO

§2. Formulation

Green関数を求めれば,様々な物理量を得ることができるO我々は Tunnelingmodel
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で表わされる系の 関数を求めたいのであるが.ここではとりあえず静帯磁率を計

算するO この結果はすでに.ElliottandWood (Jの5次 )Yanase,Takeshigeand'

Suzuki(Jの7次 )らが求めているが,ここではそれらとは異なるや り方で求め. そ

の方法が正しいことを調べるD Tunnelingmodelは.

Il - Hrl+HJ

N

H0 - -2fli=21Six

HJ = -<ifi> SiZs,?

(2-1)

で表わされるOここに<i,j>はすべての最隣接格子点対についての和であるo静帯磁
率を計算するために.

N

HF = -Fi=EISf

を (2-1)に加えるD Green関数は,

s?(p,q,I)-妄<T(F eiP'R'i slF(T)写eiq●Rjs,? (0,)>H1 j

lT,(Te-PHfeiP･Risf(I,feiq･Rjs;(0,)

N Tr e-PH

と定義されるが,Ⅰ寸fiを無摂動系,HJを摂動として展開すると,

57-
<TG/oPdT,HJ(TJ)亨eip･Ris号(T)亨eiq･Rjsデ(o))>o

N<T(i/oP dT,HJ(I,))>.

となる｡ここで,

S子(I)- eTHn slFyfh
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=/dT<TSSf(T)fS,?(0)>HO 1

β

- N/dTg (0,0,T)
0

と定義され,

CC

x - Nβ ∑ (β J)nxn
n= 0

と書いておく｡

(2-5)

(2-7)

§3. ContractionRule

静帯磁率 xを摂動展開して各々の項を求めようとすると, スピン演算子の積の期待

値を求めることになるoFermionあるいは Bose演算子の積の期待値であれば,wickの

定理を用いて,計算すればよいが,スピン演算子については,それは成り立たない｡こ

こでは Wt'ckの定理に対応する公式を求め,スピン演算子の期待値を直接計算できるよ

うにする｡

sf(T ) - eTIも S戸 TIも

- ch 2flTSJF+ id12O TSyJ

A,Bを任意の演算子とすると,Traceの性質を用いて,

<AS;(T)B>- <lA･S,?(T)]B>

† <sJf(T)AB>

- <〔A,Sjf(T)〕B>

ー 57-
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+くA｢B,SiZ(-β)1> + くAS･Z(-β)B>.I

が得られるぐ 同様に.

く ASJf(T)B> - くA｢SiZ(T),Bl>

+く｢SjZ(I+β),AIB>+くAS苧(I+β)B>J

(3-1),(3-2),(3-3) を用いると.

< ASjF(T)B>- 2(卜 ch2g1β)

(3-2)

(3-3)

× 1<rA,S,F(I)-S,F(I+β)lB>+くA〔B,SLqトβト S,?(I)〕>iJ

(3-4)

となるが.スピン演算子が沢山ある場合に, (3-4)を用いると.

Tl>T2

く 一一一一一SiZ(Tl) 一一lSkZ(T2) - -- >

2(卜ch2flβ)
1
T

+ --I----

- < --一ト ー ー ∂jkG 12 sly (T 2 )TI

Tlく丁2

< I--SkZ (T2) --- SJf(Tl) --->

2(卜ch2r〉β)

｢skZ(T2),S戸(Tl-β)-S子(Tl)〕一一一>J J

---> + ---

< 一一rskZ(T2),Slf(Tl)-S子(Tl+β)〕一一-1>J

+--I---I

< 一一- ∂jk G 12 Sデ(T2) --
1 --->十 一一一-
Tl
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1

G12-す cthβflch20(巨1-T2I)言 sh2fl(IT1-T2･) (3-7)

であり, Tl了 2の大小関係にかかわらず,同じ結果が得られるので,T-積にしても成

り立っ｡故に,

< T (S Jfl(Tl) SjZZ(T2) m Sizn(Tn))>

n ･ <T (SJF2 (T2 ) --- SJye(Tz ) I-- SiZn(Tn))>= Z! 2GIL6i l Je

となり,スピンがすべて同じ場所にあるときは,ただちに,

<T (SZ (Tl) S Z (T2 ) - SZ(Tn))>

∩

- e≡2GIL < T (SZ (T 2 ) M SX (TL) 叫 SZ (Tn))>

となるO

〔sz(㌔),sxつ - ⊥2fl

(3-10)をくりかえし用いて, (3-9)の SX(丁′)を左側にもってくると･

<T(SZ(T2)- SX(T′)- -SZ(㌔))>

- <sxT(SZ(T2)--SZ(Tz_1)SZ(T帥 )一一一SZ(Tn))>

1 1+♂(㌔一丁′) ∂+∑

(3-8 )

(3-9)

(3-10)

盲2g1 2 ∂Tk

･<T(SZ(T2)- - -SZ(TL_1)SZ(T紬 )-一一SZ(Tn))> (3-ll)

任意の演算子Aに対し,

･sxA> - (<SX> +雨 音)<A>
1
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の関係があるから. (3-ll)は.

<T(SZ(T2)--SZ(Tn))> -

n 1

E=22GIE (< SX> + 2-0
∑

k

q

那
+∂毎

1+0(Tk-TL) ∂

･<T(SZ(T2)---SZ(TL_1)SZ(TEN)--SZ(zn))>

となるo SX(TL)を右側にもってきて･同じことをやると.

<T(SZ(Tl)SZ(T2) 一一一 SZ (㌔))>

旦 _ //〈Vー 1 ∂ 1 ト 0(Tk-TL)⊥ -~ _1
- L-22Gll(<SX>+2-0 a-8- 2-fl∑

'<T(SZ(T2)---SZ(TL_I)SZ(TzH)--- SZ(㌔))>

(3-13),(3-14)を加えて2で割ると,

<T (SZ(リ SZ(72) -- SZ (㌔))>

∩ 1 ∂ 1

-L=:2GIL(<SX,+元 町 +4Tf誉e(Tk-TL)ai)

･< T (SZ(T2 ) 一 一一 SZ(TL_1)SZ(TLH ) 一一一 SZ (Tn))>

(3-13)

(3-14)

(3-15)

が得られるD (3-15)は n個のスピン演算子の期待値が与えられると,n-2個のスピ

ン演算子の1次結合で表わされることを示し,この式を何回も用いれば答が得られる｡

ここで,すぐに解かることは,スピン演算子が奇数個ある場合は0になることである｡

なぜなら (3-15)を用いると,奇数個の演算子は最終的に1個になるからで <SZ> は

㌔ より高温では0であるからだ｡

さて,自由な Green関数Glmは周期 β の関数であるので,フー リエ級数に展開して

から計算すれば便利であろうかと思うが, (3-15)に含まれる階段関数 0(Tk-Tc)は周
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期が 2βであ｡,便利とは言えないoそこで ㌔ を ㌔ - β㌔ なるXkに変数変換をす

るo スピン演算子の積の期待値はβを含むが, ㌔ -βⅩkにより,更に多くのβを含
1 ∂

むことになり, (3-15)の 2-fla-8 からTk-β戦 のβ依存性の分を差し引かねばな
らない｡その結果,

<T (S Z (Xl)S Z(x 2) - SZ(㌔ ))>

∩ 1 ∂

- 2至2GILl'sx'+義 行 +亨 志 (÷o(xj-Xe)

- 'xj-XL))鼻<T(SZ(x2)一一一SZ(xL-1,SZ(x什1)一一一SZ(㌔))>
(3-16)

となるが,ここでGILは周期 1,÷e(xj-Xj)-(x了 xe)もまた周期 1であり,共に

フーリエ級数に展開できる｡

GiZ- ∑ onen

iyn(x了XL)

2βfl

yn2+(2βfl)2I n
y_ー-2n7r

与o(X,-XL)-(Ⅹ了xL)- ∑n
(キ 0)

(3-18)を (3-16)に代入すると,公式

<T (SZ(xl)SZ(x2) --- SZkn))>

iynG(i-xj)

(-i㌔)

n _v l ∂ nII -̀一

- 2!2Glel<gx>+面 布 +
∑ ∑
j-2 k
(≠′)(≒o)

gkeluk(xL-Xj) a可

･<T(SZ(x2) 一一-SZ(xe_1)SZ(xe..)- sZ(xn))>

gk- iuk120

が得られる｡
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§4･ StaticSusceptibility

(2-4)に従って静帯磁率を求めるとITcより高温では<SZ>-Oであり,奇数個
のスピン演算子の期待値は,<SZ>で表わすことができるということから,同じ位置

を占めることのできるスピンは偶数個であるOβJにっき3次まで展開すると以下のタ

イプのみが残る｡

I- N射 +ZβJ

I Z(3 2

+Z(Z-1)2

f
●-
4_
;
｣l

+Z(Z_1)ieii2･2!
2!

二] +(N-2)zy 2

(βJ)3
3!

IZ (Z- 1)(E 3

･3!
I

～

,I_

辛.ーk辛■l

ifhiiii

k

r

L

TF

k
l

l
l

L

糊

I

"a

｣
k

｢
ト

.t■J

●---
1

･
l

k.
ー
≒◆l

｢

1

■

ヰ+

k

ll~

I
｣

寸

L

k

r

J
i

.
N.

2●
--
..r-
I

I("fZ-2Z+1)Z等 3穀 .J1.1
L k∫冒

+-------

1,j≒k'J

写 響 巨 廿 等 ･響 L I xl1 - - ,

(4 -1 )

･はスピン 1個を表わし, でつながっているのは同じ位置を占めるスピンであり,
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は βJ に対応するoZは最隣接格子数であるO

このグラフ中でスピンが2個のみ占めるグラフ,即ち

<T(SZ(㌔)sZ(xm))> - G(x2,xm)<SX>

に対応している｡これは,

1

/dxmG(xz,xm)<SX>-0

th♂n

4βn

の関係があるので,積分はただちに得られる｡

I - t1･

Ll-Ill

- ∫dx0(Ⅹ,0)<SX>-
thβfl

4βn

Ⅹ′ は,

Xm

dxdxIG(x,xl)<SX> G(xl,x2)<SX>

-(霊 芸)2

(4-2)

(4-3)

(4-4)

(4-5)

スピンが4個以上占めるグラフはかなり複雑であるので (3-19)を用いて更に分解する｡

1

- ∬ dx血ldx2< T (SZ(Ⅹ)sZ(Ⅹ1) SZ(Ⅹ2)SZ(o))><T(SZ(Xl)SZ(Ⅹ2))>
0

(a)

- 2,LlI]･I｡ ･
(b )

iiiiiiJi
一
一

し

｢_⊥

Ei
i
i
ii
i

｣
転+

li
iiii
ii
j

一

】

･I･tt～汰7

2

63

.ー｢｣一
一

ー

⊥
｢⊥

)

.1

.-

ハ岨

(4-6)



川崎悦子･沢田克郎

ここで (4-1)中の (a)と (4-6)中の (b) との違いについて注意すると, (a)は隣りあ

った3つの格子点にスピンが 2個づっ占めているのに対し, (b)は 1つの格子点にスピ

ンが4個.その最隣接格子点にスピンが2個占めているoただし両者共に積分値は同じ

である｡

1

Ⅰ(a)- Ⅰ(b)-〟dxdxldx2<T(SZ(Ⅹ)sZ(Ⅹ1))><T(SZ(Xl)SZ(x2))>0

･<T(SZ(x2)SZ(o)), - (憲 )3

(4-1)中の (C)と (4-6)中の (d)の関係も (a),(b)の関係と同様である｡

1

I｡)-Ⅰ(a-mdxdxldx2<T(SZ(x)sZ(o))><T(SZ(xl)SZ(x2))> 20

- (諾 )21等 ど(cth280-1)+筈 cthPn}

(4-7)

(4-8)

(e)

ix21=]Xi12 i-x:]xJ 紅 t-xx:j i2
Ⅰ(ど)- 〟 dxdxldx20(X,xl)汁 (Xl;Ⅹ20)G(Ⅹ2,0)<SX>10

･G(Ⅹ1,Ⅹ2)<SX>

-mldxdxldx2G(x,xl)ltaA +吉gk(eluk'x 1-x2'-eiukXl)0

(≒o)

∂
･尋 G(x2,0)<SX>1･G(xl,x2)<SX> (4-9)

ここでG(Ⅹ′,Ⅹm)を (3-17)に従いフーリエ級数に展開して･Xl,x2 で積分する と

XgL一丁 ⅩJ での保存則が成 り立ち, (e)は (e′)のようになるo
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(e′)

kJ n三-i I--nn] n
1

I(e/)-Idx∑ elynXIGnn

kn
｢.▲｣
k

･
二

手

+kn
｢
人J

･5

･

i
f+

a(Gn<SX>)∂(2βfl) Gn<SX>
+ Gn 君 gk(iynGn-iyn-kGn-k)<SX>Gn-k<SX>1 (4-10)
(≒o)

(4-10)の第2項の k-0に対する項は特異点ではない｡だから第 2項に k-0 を含

め,その分差し引いておくと, (4-10)は,

∑

n
Xd♪ノ0二
elynXIGZ<sx>(<sx>両 面)+ql

vunaGn a

∂(2βn)

+ ql誉gk(i偶 -iyn-kGn-k)<SX> Gn-k<SX>

- Gn

となる｡ここで,

∂

kliTgkiyk

∂

∂(ynGn)

∂㌦
<SX> Gn_k<SX>I

(ynす㌻+2βfl前面 )ynq1-0r)

(<sx>+∂(2βn))<sx>-÷

(4-ll)

(4-12)

(4-13)

(4-12), (4-13)を用いると, (4-ll)の第 1項の一部分が第 3項と打ち消しあい,

I(e巨 Il dx 吉 eiynxlqi3< sx, (‡ -< sx>2)

+ql誉 gk(iynGn~iyn-kGp-k)<SX>Gn-k<SX>1
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-(菩芸 )2億 等 一生些 言 (cth280-1)i4βfl

となるo

(f) (f′)

●
人n

~享二 三 - _･ n/車::辛

(f)も同様にフーリエ級数に展開して積分すると,

1

I(i)-m dxdxldx2G(x･0)iT(0:xIx2)G(xl,x2)<SX>l0

･o(Xl,x2)<SX>

- lldx君eiynx Gnき
a(Gn,<SX>)

∂(2βfl) ､′-I)
GJ<SX>

(414)

(4-15)

となるが. (4-13)を用いると.

I(f,-′血∑ eiynxqE,1(蕊- 2Gn,2)<sx,
1

0 ∩ ~一n

･Gn′(i--<sx>2)∫Gn′<SX>

- (工芸 )2鴫 一等 thβn)(et- -1ト 憲 爵 (4-16)

になる｡

静帯磁率の展開式 (4-1)中のグラフ (a)に注目すると, i-kは (4-6)中の (b)

に相当しているO故にこの (b)を (a)に加えれば. (a)は i≒kなる制限をはずして

もよいことになるO また (4-1)中の (C)は iが j,kに重なるのを除くことを要求する

が, (4-6)中の (d)は i-jまたは i-kを意味しているので,両方を考慮すれば (C)
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と完全に打ち消す｡

(4-17)

pmu
8日H4′_＼

(4-19)

ト ロ

(217)の x2を求めると,
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二"

●■~~l
-

一

一

[3二

用い
■
鳳
以
｢｣､
耳
l
I

l
I
I

,L

-L

I
lリ】
+

,-
･r

/j
h

一

l
l

l

J
L

T
L

｢上

れ川Ll旧旧
2

×
3+

＼
ノ

■----1

丁

転
l
●~.~~~一一-す+†.~一
+一一一一一

)

●-
●･■-----･･一
十
L･
,(,･)

･
(

,
I
-･･
･
;
.,i.,
｢

ll

l

/し

‥

:

67

l･--13!+3!

の関係があるので,2次と同様にして,

x3 - Z3

･･
･
-F

比
mT
ト

-す



川崎悦子 ･沢田克郎

が得 られ る｡以上の結果をまとめると.静帯磁率は.

x - Nβ
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+ eJ7J
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のように 7Tを定義すると,静帯磁率は

(βJ)3Z3
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日
劇
凱
以
:ll

-

･･ノ
甘
LI
I

+ 一一一一一 (4-21)

x - Nβ (G7T)+@ 一一一@ +Q9---也 ---@ 十 一一一一一)
7r

Nβ
11eJZ7T

のようにまとめられ･1/I- 0よりTcが求められる0

1- βJZ7T- 0

(4-22)

(4-Z3)

か ら転移温度 Tck求めようとすると,諾 ≦ o･5の範囲では得られなか-たo

xを (4-22)とは別の形で展開するO (2-7)より,
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Nβ7.11十βJ土 +(βJ)2 生 +(βJ)3三三ト ー1
Xo Xo Xo

議 〔1- - -(βJ)21; 弓 )2}

XI

Xo

- (βJ)3{岩-2Xl竺+告)3ト -- 〕XoXo

が得られ,すでに求められた xo,xl,x2,X3 を代入すると,

Nβ
thβf1

4βn
X 二二

1-βJZ菩諾11･βJ Y(Pfl)･ (βJ)2Z(βo)+ 一弓

32 βf1 4βfl ＼32■16

(4-24)

Y(βo)-真 空 讐 一聖祭 -(三+讐 thβfl)(｡th2βfl-1)
(4-26)

Z(pn)-(諾 )2言 (7両 ･(憲 計 :4･悪 )(cth2β0-1,

1

(4-27)

となり1/I-0よりTc が得られるoz-4の場合について下図に書いてみたO

1 JI
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グラフの一般的性質をまとめておく｡

r:

2

●l

了/T
3

i

㌔

∫
m

X

X

nXXmXn

ix:;

--ii i=_;A,

に仕G(xe,xm)くLqX> を対応させるO

に仕G(xi,Xm )を対応させるp

X
X
･｣01
ニ

には
㍗ ix:nlI G xen-
∂(G(Xm,x｡)<SX>)

∂(2βfl)

には ∑
k
(≒o)

には ∑
k
(キ0)

9k eluk(xz-Xm)

gkelVk (xE-Xn)

4. _ - 一 ･･. にはβJ を対応させるD

を対応させる｡

aG(xm,xn)

∂Xm

∂o(Xm,X｡)

axn

くSX> を対応させる｡

<sx> を対応させるO

5.･----.の列の数だけZをかける｡

6･ G(xz,xm)をフーリエ級数に展開して,xLで積分すると,XZL-1xE で保存
則が成 り立っ｡

フー リエ変換すると,1.2.3 は以下のように書きなおせる｡

7･ 巨 こはGn<SX> が対応する｡

8. Ain にはGnが対応するO
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･J(}
･･･

k9

kも ｡には

k炉
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fn･kqn+kh n-k
∂(Cも<SX>)
∂(2βfl)

∑
k
(≒o)

∑
k
(≒o)

が対応する｡

gkiynGn <SX> が対応するO

gk(-i)yn-kGn-k<SX> が対応するO

(4-20)以前では,計算の都合上,グラフは積分値のみを示し,βJ,Z などの係数は

含まれていない｡ しかし, (4-20)の段階では,グラフはβJ,Zなども自動的に与え

る｡
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