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はじめに

一般の整数点における精密化金子—Zagier予想

小野雅隆（早稲田大学）

金子—Zagier 予想は有限多重ゼータ値と対称多重ゼータ値の不思議な関係を示唆する予想である．

近年これらの多重ゼータ値はそれぞれふ多重ゼータ値と8ー多重ゼータ値に精密化され，既知の関

係式がふもしくは Sー多重ゼータ値の関係式に精密化され始めているまた金子—Zagier 予想もふ

多重ゼータ値と S—多重ゼータ値の関係を示唆する予想に精密化されているところで有限および

A多重ゼータ値の定義は正の整数だけでなく全ての整数の組に対して意味を持つが，対称および
Sー多重ゼータ値ではアプリオリには意味を持たない．小森は [6]においてSー多重ゼータ値を補間す
る正則函数を構成することでこの困難を打破し，全ての整数点で対称および8ー多重ゼータ値を定

義することに成功した

このような背景を踏まえると，正整数以外の整数点で（精密化）金子ーZagier予想がどうなってい

るか（定式化や成立の可否）が自然と気になってくる．本稿では，一般の整数点における精密化金

子—Zagier 予想を定式化し，元の予想から従うことを示した山本修司氏との共著論文 [8] の内容を

解説する第 1 節ではふ多重ゼータ値およびSー多重ゼータ値を定義し，精密化金子—Zagier 予想を

定式化する．第2節では小森による統合多重ゼータ函数の定義を復習し，一般の整数点における精

密化金子—Zagier 予想に関する結果を述べる．第 3 節で証明の概略といくつかの関連する話題を述

べる．

インデックスの記号

rを非負整数とする． r個の整数の組k= (k1,..., kr)をインデックスと呼ぶ． k1,...,kr;?: 1の

場合を正のインデックス， k1,..,,kr-l;?:1,kr;?: 2の場合を収束インデックスと呼ぶ． r=Oのイ

ンデックスを空インデックスと呼び， 0 と表す．空インデックスも収束インデックスであるとする．

インデックスの成分の個数を深さ，成分の総和を重さと呼び，インデックス Kの深さと重さをそれ

ぞれdep(k),wt(k)と表す．

1 正整数点での精密化金子ーZagier予想

この節では精密化金子—Zagier 予想を定式化するため，登場人物である入多~重ゼータ値と S—多

重ゼータ値を定義する．
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定義 1.1.正整数nに対し

ふ＝ （リZ/pn.z)／（固Z/pn.z)
とおく．ただしpは有理素数全てをわたる． Atはp成分毎の演算により単位的可換環となり， Qを

対角的に埋め込むことでQ代数となる．また自然な射影'Pnm:An→Am (n2m)により {An}n::>l
は可換Q代数の射影系をなす．この射影系の射影極限をAと表す．各Atに離散位相を入れて，A
には射影極限による位相を入れて位相Q代数とする．

定義 1.2（ふ多重ゼータ値， Rosen[9]，関 [10]）．正のインデックス k= (k1,..., kr)に対し Aの元

`k)を

(A(k) := ((<n1J;nr<P;↑¼modpn)』
と定義し，ふ多重ゼータ値と呼ぶ

注意 1.3.p := ((p mod p門p)nEAとおくと， Aは位相Q代数として加!nA/pn_Aと同型となる．

つまり Aはp進位相と位相同型になり， p進完備となる．

注意 1.4.n E Z;;,1に対し，自然な同型A/pnA→Anが存在する．特にn=lのとき，この同型に
より <.x(k)は金子ーZagierによる有限多重ゼータ値(A(k)に対応する．

次にS多重ゼータ値を定義する．収束インデックス k= (k1,..., kr)に対し多重ゼータ値を

く(k):= ど
1 
kl kT n O<n1<…<nr'"1 ・・・n,;; 

と定義し，多重ゼータ値全体がQ上生成する Rの部分Qベクトル空間を Zと表す．よく知られて

いるように， ZはQ代数となる． Z:= Z/((2)Zとおく．

定義 1.s(s-多重ゼータ値， Jarossay[2] ，広瀬，〇9-関—山本［7]). 正のインデックス k = (k1,..., kr) 

に対しZ[t]の元唸(k)を

唸（k):=ど(-l)ki+l十・・・十Kで (k1,...,k;) 
i=O 

x 区{n (kj +z;ー 1)}＜嘔＋ lぃ•.．， ki+l+ l;+1)t1i十1+・・+lrmodく(2)
li+l,…，lr20 ¥.j=i+l 

と定義し，ふ多重ゼータ値と呼ぶここで茫(k)はシャッフル正規化多重ゼータ値 [1]である．

注意 1.6.:Z[t]にt進位相を入れて:Z[t]を位相Q代数とみなす．自然な同型:Z[t]/t:Z[t]竺Zに

よる冦(k)の像は対称多重ゼータ値ふ(k)に一致する．
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精密化金子—Zagier 予想を定式化する．

令：＝｛言a，奴（ki)Pn'Iai E Q, ki :正のインデックス，niE Z;:,o叫→ oo(asi→ oo)} 

とおくと，これはAの閉部分Q代数となる．

予想 1.7（精密化金子ーZagier予想， Jarossay[2], 0.—関—山本 [7]）．位相 Q 代数としての同型

(p:Zス→互[t]であって， (p(p)= tおよび任意の正のインデックス Kに対し (p((A(k))＝冦(k)を

満たすものが存在する．

注意 1.8.ZAと同様に

00 

Zg:=｛こ心(ki)tn'Iai E Q, ki :正のインデックス叫 EZ;:,o叫→ oo(asi→ oo)} 

とおくと， Zg=Z[t]が知られている ([3,Proposition 5.5], [7, Proposition 4.4]）．これは安田の定

理[13]，つまり対称多重ゼータ値全体が生成する Q代数をZsとするとき Zs＝互が成り立つこと

のS版にあたる．

注意 1.9.有限多重ゼータ値全体がQ上生成する A1の部分Q代数を ZAと表すとき， Q代数の同

型<.p:ZA→互であって任意の正のインデックス Kに対し'P((A(k))= C:s(k)を満たすものの存在

性を問うのが金子—Zagier 予想であった ([4, Conjcture 9.5], [5]). Rosenの asymptoticextension 

conjecture [9, Conjecture A]を認めると，精密化金子ーZagier予想から金子ーZagier予想が従うこ

とが知られている [8,Remark 4.3]. 

2 一般の整数点での精密化金子ーZagier予想

ふ多重ゼータ値は多重調和和を用いて定義されていたので，正のインデックスだけでなく一般の

インデックスに対して定義が意味を持つ．問題はSー多璽ゼータ値の定義である．シャッフル正規化

多重ゼータ値はアプリオリには正のインデックスに対してしか定義されない．小森は [6]において

変数を複素数とする統合多重ゼータ函数を用いることでこの間題を克服し，一般の整数点に対して

S多重ゼータ値を定義した．

定義 2.1（統合多重ゼータ函数，小森 [6]）．複素数s1,...，STE Cとt+E <C¥恥<-1,t_E C＼良2':1
に対し

?~ 

切(s1,...,Sri t+, L) := L(-1)年 1+…＋Srく(s1,...,s;; -tぷ (sr,...,S;+1; L) 
i=O 

と定義するここで複素数sに対し (-l)s:= e7risとし，

く(s1,...,sr;t):= 

である．

1 
こ (n1 -t)81 ・ ・ ・ (nr -t)紆
O<n1<…<nr 
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注意 2.2.小森のオリジナルの定義とはいの符号が異なることに注意せよ．

小森は次を示した

定理 2.3（小森 [6,Theorems 1.9, 1.16]). 1．切（s1,..,,sr;t十，t_）はCrx (C¥Z<'.-1) x (C¥Zを1)

上の正則函数に解析接続される．

2.インデックス k= (k1,..., kr)とtE <C ¥ Z~1 に対し

Ca(k; o, t)三唸(k)mod 7riZ[7ril[t] 

が成り立つ．

これを踏まえ小森はkE zrに対しS多重ゼータ値を

唸（k):=切(k;0, t) mod而Z回 [t]

と定義したここで一般のkEZ汀こ対し(.A(k)E Z.Aであることやく。(k;O,t)E Z[7ri][t]であるかど

うかは定義から直ちにはわからないことに注意する．アプリオリにはく.A(k)Eふ切(k;0, t) E <C[t] 

であることしかわからない．

次が本稿の主定理である．

定理 2.4([8, Theorem 1.2]). k E刀に対し，有限個の正のインデックス lと有理数係数多項式

叩 (x)E IQ[x]が存在し， 以下を満たす．

(.A(k)＝と叩(p)匁(l)'
l 

唸(k)＝ど叩(t)唸(l).
l 

さらに，現れる正のインデックス lの深さはインデックス Kの正の成分の個数以下である．

pとt,AとSが対応して右辺は全く同じ形をしている．これより，一般の整数点に対する精密化
金子—Zagier 予想が元の予想から従うことがわかる．

定理 2.5. 1. k E刀に対し (x(k)E Zxおよび冦(k)E Z［が］［t］／面Z[1ril[t]（竺玄[t]）が成り立

つ．（［8,Corollary 1.5]) 

2.精密化金子ーZagier予想（予想1.7)が正しいと仮定する．このとき kE zrに対し (p((x(k))= 

<s(K)が成り立つ．（［8,Theorem 4.4 (ii)]) 

注意 2.6.後述する篠原氏の結果 [12]を用いても <̂(k)EZ[t]を示すことができる．
s 
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3 証明の概略，その他

証明の概略を述べる． A-多重ゼータ値については，次の量を考える．整数a<bと複素数sに

対し

虎，＜（s):= 
1 
こ；
a<n<b 

とおく．また BjE (Q (j E Z::,1)を
zez 

DO 
zJ 

ez -1 ＝区B汀
j=O J・

で定義する（ベルヌーイ数）． B1= ½,B2j+1 = 0 (j 2: 1)およびFaulhaberの公式から次が分かる．

命題 3.1([8, Lemma 2.1]）．整数a<bと非負整数Kに対し次が成り立つ．

応 (-k)= ~旦 (k;1)凡{(-1)琳＋1-j_ ak+j-l} 

整数k1,...,krがki= -k (kミ0)となるとき

1 F：：：ー＋11,<(-k)
ど kl kr n ..．nr 

区 kl ki-1 ki+1 kr n .．．n. n.,．． nr O<n1＜・・・く巧<p"1 1 O<n1 <・・・<ni-1 <n;十1＜・・・く巧<p'"l ---'"i-1 '"i+l 

と書けることに注謡する．従って上の命題を繰り返し用いることで，＜A(k)を正のインデックスの

ふ多重ゼータ値の有限和で書き下すことができる．

例 3.2.

こ四 Fn3 

2 2 ＝ 
n1,＜(-1) 

叫巧 こ n叩O<n1 <n2<n3<p --L --., O<n1 <n3<p 1 3 

であり，

F訂，＜（一 1) ＝訃 {(n~-ni)+ （的＋酎）｝
なので，

氾—1,2) ＝；奴(3,o) -~Cx(3, 1)一包（0,3)-；奴（1,3) 

がわかる．さらに

埒，く(0)＝Ln° =b-a 
a<n<b 

なので，

<:x(3, o) = (P -i)(x(3), <:x(o, 3) = Cx(2) -Cx(3) 

となる以上より

匁(2,-1, 2) ＝；図(3)p —匁(2) 心（3,1)ーは（1,3)}

を得る．
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次にS多重ゼータ値の場合を述べる．こちらの出発点は Kontsevichorderである． t+E IC¥ 

zこ1,t_E C¥Z21に対し

l+:={n+t+lnEZ2o}, L:={-n+LlnE互o}, I:= I+ LJ L 

とおく． I上の全順序ぺを次のように定義する．

t十---<1 +t十---<2 + t+ ---< • • • ---< n + t+ ---< • • • ---<ーn+ t＿ペ・・・ペー2+ t＿ペー1+t＿ぺ t＿.

注意 3.3.通常はし＝t＿＝0とした場合のZ¥ {O}上の全順序

1 --< 2 --<・・・ --<n--<・・・ペーn--<ー2--<ー1

をKontsevichorderと呼ぶことが多い．

a--< bなる a,bEIと複素数sに対し

1 
F!,--<(s)：＝区 ns 

a--<n--<b 

とおく．ぺの定義から， a,bEI十またはa,b ELの場合 Fg,--<(s)は有限和となる．さらに aEI+ 

かつ bELと場合， Fg,--<(s)はHurwitzゼータ函数

00 

切(s;a)：＝区 1 

n=O 
(n + a)8 

で書け， C上の整函数に解析接続できる [8,Lemma 3.1]．さらに複素数S1,...'Srが況（ふ） ＞ 1を

満たすとする． I上の全順序ぺを用いることでく。(s;t十，t_）は以下のように表示できる．

←(s;t+,t_）＝こ 1 
a(s;t+,L)= L_.~= L 

a1,...,a玉I 1 釘，．．．，arEI

F:,，’—+い (s;)
af! ・・・a;冒a言...a:r 

(1) 

a1--<••ぺar a1--<…--<Ui-1--<a,十1--<…--<ar

次の命題が重要である．

命題 3.4([8, Lemma 3.2]). 1. Cを正の実数とするとき，＜t7(s1,...,Sr; t+, t_)の級数表示 (1)

は況(si)> -C，況（Sj)> C + 2 (Vj=I= i)を満たす複素数s1,．．．，Srに対して成立する．特に

非負整数と況(sj)>k+2を満たす複素数Sj(1 ≪:: j ≪:: r, j=I=i)に対し，次が成り立つ．

匂(s1,...,Sri t+, L)ls,＝心＝区
a1,…,a玉 I

a1--<••ぺat-1--<a2十 1--<··•--<ar

2.非負整数Kとa---<bなる a,bEIに対して，次が成り立つ．

F：：図（ーk)
a 
S1 . ・・a, Si-1 Si+1 ?... a;:._-1'a:++11... a~r 

心 (-k)= ~苫 (k; 1)叩（ー1)琳＋1-J-aK+1-J} 
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この命題により， A-多重ゼータ値で成り立った公式が <̂(s;t+,t_)，特に <̂(k)に対しても成立
u s 

することがわかる．ふ多重ゼータ値の場合は函数関係式になっていることは興味深い．

注意 3.5.最後にいくつか補足をする．

1. ＜ a (-k1,...,-kr;t+,L) (k1,---,krミ0)の母函数を明示的に計算できる [8,Theorem 5.1]. 
これは (t+,L)= (0,t)の場合に小森によって計算されていた屈函数 [6,Theorem 1.17]の一

般化にあたる．

2.通常の多重ゼータ函数((s1,．．．，Sr)の一般の整数点のうち正則である点については， Faulhaber

の公式を用いれば同様の帰納的な公式を得ることができる．この事実は最近名古屋大学の篠

原健氏によって示されているが，手法は異なる [12]．篠原氏の手法では調和関係式と Mellin-

Barnesの積分公式が用いられる．
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