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力 学 量 期 待 値 の 日寺 間 発 展 と

古 典 野 L道 ア ン サ ン プ )レ

九工大 情報工 高橋公也

早大 理工 首藤 啓

分布関数 を用 いた量子古典 対応 で は, 比較 的短 いタイム スケールで量 子古典対応

は崩れ る. この タイム スケー ルは, トー ラス領域 で0(√~訂), カオ ス領域 で log
fLllであ る. 従 来 この タイム スケー ルを越 え ると量子効果 の為 に, 素朴 な意 味 の量

子 古典対応 はな い と考 え られ て きた. ところが, 量子系･にお ける力学量 期待値 の時

間発展を調べ る とこれ らの タイムスケールを越 える非常 に長 い時間, トー ラス領域

で は規則的な変 化 を し, 一方 カオ ス領域では非常 に"不規則 な変化" を して いる様

に見 える. もちろんカオス領域 と言 え ども量 子系 は真 のカ オ スの持 つ不 安定性 を与

え る事はない. 束縛状態 で は このよ うな''不規則 な変化" 紘, 力学量期 待値 のパ ワ

ー スペク トルの離散性 が霜 になる時 間 (0 (fl-2))享で の_現象 であ る. しか し,

このタイムスケールはfl(1の場合非常 に長 く, これよ り短 いタイムスケー ルで見

て いる限 りはこの"不規則 な変化" が カオス的な ものであ るのか, 準周 期的 な もの

で あ るのかを判 断す るのはほ とん ど困難であ る. この様 な"不規則 な変 化" は古典

力学 の性質 をはた して反映 しているのであろ うか?伏見表示 の分布関数 の時 間発展

を記述す る方程式 は古典的 なLiouville方程 式 の項 と量子効 果 の項 の 2つの部分 に

分 け られ る. fiが十分 に小 さい ときにはLiouville方程式 の項 が支配 的 とな り, マ

ク ロな目で見れ ば伏見関数 は古典的 な相空間 の流れ に沿 って動 いてい る様 に見 え る.

従 って, 力学量 期待値 の"不 規則 な変化"の中 に古典 カオ スのあ る種 の性質 が反映

されていると考 え られ 右. この様 な量 と して, 例 えば, 力学 量期待値 の ゆ らぎの大

きさや, パ ワー スペ ク トルの概形や その強度 な どが考 え られ る. これ らの量 は系の

大域 的な運動 を特徴付 ける7'統計塁 "である. そ こで, 我 々 は これ らの塁 に注 目 し,

力学量期待値 の''不規則 な変 化"を あたか も古典力学 のカオ スを内在 す るあ る シス

テ ムか ら生 じた もの と見 な した ときに, その古典 的な対応物 であ る システムは どの

様 な物 になるか とい う問題 を考 えた. (注意 と して, ここで, 我 々は力学量期待値

の"不規則 な変 化"を正確 に模倣す るよ うな古典的な対応物 は考 えて いない). こ

の様 な古典 的な対応物 と して我 々は古典軌道 ア ンサ ンブルを兄 いだ した.

以下 に, その構成 の仕方 を述 べ る. 簡単 の為 に 1自由度 で考 え る. ハ ミル トニア

ンHのエネルギー固有値 を E｡, 固有関数 を U ｡ とす ると, 波動関数 の時間発展 は

◆★
¢(t)- ∑ cnunexp(-iEnt/忠)■ヽ0

So lcn l2 - 1 規格化条件

とな る. これに対 し重 み付 いた古典 軌道 の集 合 tqn(t).p｡(t).lcnl2) を考 え これ

を古典軌道 ア ンサ ンブル と名付 ける. ここで各 (q｡(t).p｡(t)) はエネル ギー曲面

H (q｡(t).pn(t))=E｡上 の古典軌道 であ りその初期点 は この曲面上 の任 意 の点 で あ
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る. lc｡12は各 軌道 にかか る重 みであ り, 力学量 A (q.p)の期待値 は

,◆

れ . O Icn l 2 A (qn( t)･pn( t ))
< A (t)>- ∑

と定 義 され る. 古典 軌道 ア ンサ ンブルは, 可積分系 の力学量期待値 のパ ワー スペ ク

トルの解析 を も とに して得 られた ものであ り, 非可積分系 にはその自然 な拡張 を用

い る. 可積分 系 で は, 古典 軌道 ア ンサ ンブル はパ ワー-スペ ク トルの ピー ク 1つ 1つ

を再現す るよ うに作 られて いる為 に, 統計量 だけで な く力学量期待値 の時間発展 そ

の ものを近 似 す る こ とがで きる.

古典軌道 ア ンサ ンブルの是非 を確 かめ る為 に我 々は簡単 な系 による数値計算 を行

っ た .

H - l p2十㌢ q2.普 (l･a3Sinw t, q4 人=o･08

a 1-1.0, a2-1.0, a3-0.25, W-0.7に選 ぶ と相空間 は トー ラスで埋 まる. こ
の と きの初期状 態 と してくq〉=1.5.〈p〉=0 の極小 波束 を選 ぶ. a 1--1.0, a2-0.25,

a3-0.4, W-0.7 に選 ぶ と相空間 には大 きなカオ ス領域 がで きる. 初 期状態 と し

てくq〉-1.0.くp〉=0 の極小波 束 を選 ぶ.

図 1(a).(b)は, トー ラス領域 における量 子系 と古典軌道 ア ンサ ンブルの力学 量期

待 値 くq〉のパ ワー スペ ク トルであ る. 古典軌道 ア ンサ ンブ ルが量子系 のパ ワー スペ ク

トルを忠実 に再 現 して い るのがわか る. 図 に は示 さないが力学量期待値 の時間発 展

そ の もの も非常 に よ い一致 を示す.

図 2(a).(b)紘, カオ ス領域 に ぉ̀ける量子 系 と古典軌道 ア ンサ ンブルの力学量期 待

値 くq〉のパ ワー ス ペ ク トルであ る. 多少 の違 いは見 られ るが スペ ク トルの概形及 びそ

の強度 にお いて よ い一致が見 られ る. 図 3(a).(b)は, 童子系 と古典軌道 ア ンサ ンブ

ル におけ る力学 量 期 待偉くq〉の値分布であ る. 図 4(a).(b)は, それぞれ対応す る力

学 量 の分 散 (』q)2 の値分布 で あ る. くq〉の値 分布 はか な りよい一致 を示 すのに対 し

て (Aq)三 はあ ま りよい一致 を示 さない. これ は, 量子波 束 の局在 化 によ る もので,

局 在 化の仕方 は初 期 状 態 に依 存す る. 局在化 は量子系特有 ではあ るが sc arの存

在 な どか ら説明 され るご く一 般的な現象 であ る. その為 に, 古典軌道 ア ンサ ンブル

は量子 系 の力学 量期 待値 の時 間発展 に対 しあ る程度 の近似 を与 え るがそ の近似 の良

し悪 Lは初期状 態 に依存す る ことにな る. どの様 な初期状 態 に対 して古典軌道 ア ン

サ ンブルは最 も良 い近 似 を与 え るのであろ うか ? ここで は, 詳 しい議論 をす る余 裕

は な いが, それ は重 み IcnJとをェネルギー の関数 と して見 た ときその概形 が スムー

ズな関数 とな る場 合 で あ る. そのよ うな例 と しては, エネルギーの偏差 が d E>

√甘 とな る様 な ミク ロカノニ カル分布や カノ ニカル分布 が あげ られ る. この事 は,

古典 軌道 ア ンサ ンブルが単 に仮想的な物で は な く物理 的 に意味 のある物 である と言

う事 を示 して い るの だ ろ うか?我 々は, それ に対す る明確 な答 えを持 ってはいな い

が, 以下 に示 す よ うに統計 力学 のア ンサ ンブル と古典軌道 ア ンサ ンブル の間の関 係
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について議論す ることはで きる.

重み Icn l 2 が カノニカル分布 にな って いて, 系 が強 い エルゴー ド性 を持 つ場 合

を考 える. Th- 0の極限で力学量期待値のゆ らぎは 0にな り, <A>-constとな る,
こnを童子系で考 えれば純粋 状態 の密度行列 の非 対 角項 の位相がでた らめににな り

力学量期待値 の計算 において それ らが互 いに打 ち消 す合 う為 に混合状態 の密度行 列

で計算 した結 果 と同 じにな るため と考 え られ る. これを古典軌道 ア ンサ ンブルを用

いて考え ると以 下 のよ うになる. Th- 0の極 限で, あ る一定 エネルギー 巾にあ るエ

ネルギー レベルの数 は無限 に多 くな る. この時古典軌道 ア ンサ ンブルの点 は系 の エ

ル ゴー ド性の為 に相空間上 で マクロな目で見 れば ほぼ一 様 になる. そ こで トー マ ス

ー フェル ミの近 似 を用 い ると統計力学 への移 行が起 こる.

EC' lcnl2 A(qn(t).pn(t)) - h-NJpc(E) A(q.p)dqdp
JK--0

と こで, p｡(E) はカノニカル分布であ り, N は系 の 自由度 であ る.

今の議論を逆 にた どってみ よ う. 統計力学 で は分布関数 pB(E(q,p)) を hN で割

る ことによ り微小体積 hN が 1つの状態 に対 応 して い る事 を示 してい る. そ こで各

体積 hN の中 に 1つ の代表点 (qn, p｡)があ ると考 えれば上 の積分 は

【二弓
∑ pc(E(qn.pn))A (qn,pn)
rL30

と近似で きる. これ は点 (qn, pn)に重み pc(E(qn, pn))がついた静止 した点

の ア ンサ ンブル と考 え る事 が 出来 る. fLが大 き くな ると量子効果 によ りゆ らぎが起

き, 力学量の期 待値 が時間的 にゆ らぎ始め る. この量子効 果 によるゆ らぎは静止 し

て いた点 のア ンサ ンブルが時 間的 にゆ らぎ始 めた と考 え る事 が出来 る. これ まで の

議論 によ りこの点 の ア ンサ ンブルは単 にゆ らいで い るので はな く, 古典軌道 の上 を

動 き回 ってい る と考 え られ る. 我 々が古典軌 道 ア ンサ ンブル と名付けた理 由は ここ

にあ る. 量子 カ オスによる統 計力学 の基礎 づ けは重要 な問題 であるが, 種 々の未解

決 の問題 を含ん でい る. 我 々 の提案す る古典 軌道 ア ンサ ンブルはこれ らの問題 の解

決 に重要 な役割 を果たす と考 えて いる.

最後 に, ミク ロな世界を支配 す る量子力学 には真 の意 味 の カオスは存在 しな い.

しか しなが らマ クロな古典 的 な世界 は十分 に カオ ス的 で あ る. 我 々は有 限の精度 と

時 間の中で物 を観測 しそれを もとに方程式 を たて る. これ らの方程式 は真 の意味 の

カオスを含み, マ クロな現象 を的確 に とらえ て い る. 近 年 の カオス研究 は我 々が現

実 の現象 を観測 す るときにそ の現象が カオスであ る と考 え る事により現 象 の本質 を

的確 にと らえ る ことが出来 る ことを示 して い る. 観 測 デー タが有限の精度 と時 間 の

範 囲に限 られ しか も背後 にあ る量子力学 には真 の意 味 の カオ スがないの に もか かわ

らず. これは, 我 々が いか に カオスを認識す るのか と言 う問題 であ り, カオスの観

測 の問題 であ る. 我 々は, 現 在 の試 みを この様 な方 向 と結 び付 けよ うと思 って い る.
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図 3(a)

図 4 (a)
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