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概要

A とB を順序数の部分空間とするとき，その積空間 X = AxBの任意の閉
集合が X で C*-embeddedであることと ?-embeddedであることは同値である

ことが平田・矢島によって示されている [12]。その中で次の問題が提起された [12,

Question 2]。

•順序数の二乗の部分空間 X について，その閉集合が X で C*-embeddedであ

ることと P-embeddedであることは同値か？

ZFCと無矛盾な否定解が [25]で得られたので，その概要と未解決問題について述

べる。
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1 序

空間はTychonoffとする，つまり，cozero集合全体を開基に持つ位相空間とする (cozero

集合の定義は後述）。位相空間が normalとは，互いに素な二つの閉集合が，互いに素な開

集合で分離できることを言う。 w とW1はそれぞれ最小の無限順序数と最小の非可算順序

数を表す。 w+lはwの直後の順序数(=w U {w}）を表す。

〈X,<〉を全順序集合としたとき， X 上に (x,y)の形の開区間を開集合と宣言する順

序位相と呼ばれる位相を自然に入れることができる。順序位相は normal,collectionwise 

normal, countably paracompact, shrinking, monotonically normalなどの非常に強い

性質を持っていることが知られている。ここで， collectionwisenormalはnormalの定義

で，「二つの」の部分を「任意個数の」と，一般化したものと思えばよい。また，空間 X が

countably paracompactとは，任意の X の可算開被覆 Uに対して局所有限開被覆 Vが

取れて，任意の VEVに対して VcUをみたす UEUが存在することを言う（局所有

限の定義は後述）。

一方，二つの位相空間 X,Yが与えられれば， Tyconoff積位相（あるいは単に直積位相）

と呼ばれる普通の位相を直積 XxY上に与えることができる，つまり， Xの開集合 Uと

Yの開集合 Vに対して， UxVのタイプの集合を XxYの開集合と宣言する XxY

上の位相である。この位相が入った直稜 XxYを単に積空間あるいは直積（位相）空間

と言う。

順序数は全順序集合であるから，この先，順序数と言えば順序位相が入った位相空間と

考える。私たちの興味の対象は，二つの順序数 a,/3について，その直積位相空間 ax/3

やその部分空間の位相的性質である。これらの理論は近年では「順序数の積空間の理論」

と呼ばれ，現在進行で発展しつつある。上で述べたいくつかの順序位相が持つ強い性質は，

直積を取ると突然崩れてしまうことはよく知られている。例えば，直積凸 X(w1 + 1)に
おいて，二つの互いに素な閉集合 W1X｛凸｝と対角線（閉）集合{〈a,a〉:a<W1}は互い

に素な開集合で分離できない，つまり， normalでないことは古典的な結果としてよく知ら

れている。順序数の積空間の理論に更なるメスを入れた最初の結果が [19]である。たと

えば次が示されている。

• W1の部分空間 A,Bについてその積空間 AxBがnormalであることの必要十分

条件は， Aまたは Bが non-stationaryか， AnBが stationary(stationary set 

の定義は後述）である。
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この論文では，normal以外にも collectionwisenormal, shrinking, countably paracom-

pact, expandable等の位相的性質がnormalと同じあるいは微妙に違うことが示されてい

る。この結果を皮切りに順序数の積空間の理論がさらに発展している。たとえば， normal

性や countablyparacompact性周辺 [6,7, 8, 9, 13, 14, 16, 17, 18, 20, 22, 24, 28, 11], 

orthocompact性 [15,26, 27]，無限積 [21,23]，次元 [5],2つの積では成立するが3つの

稜では成立しない位相的性質 [7]などが研究されている。順序数の積空間の理論で，話題

の中心は， normal,countably paracompact, collectionwise normalであったと言っても

過言ではない。更に近年では，順序数の積空間の理論として，部分空間上の連続関数の拡

張可能性（特に C*-embedding性と ?-embedding性）の議論がさかんになっている。

2 C* -embedding性と P-embedding性

空間 X の部分空間 F は， F から実数の単位閉区間 lI（バナッハ空間 B)への任意

の連続関数が， X から lI(B)への連続関数に拡張できるとき， X で C*-embedded(P-

embedded)と呼ばれる。 FがX でP-embeddedならば C*-embeddedである。次はよ

く知られている。

•空間 X が normal であることの必要十分条件は，任意の閉集合が X で C*­

embeddedとなることである [4,Theorem 2.1.8]。

•空間 X が collectionwie normalであることの必要十分条件は，任意の閉集合が X

でP-embeddedとなることである [2]。

こうして見ると， C*-embeddingやP-embeddingもnormalやcollectionwisenormal 

の変形と言ってもよいだろう。実際に， C*-embeddingや P-embeddingを議論するとき

は，定義を直接使うよりも，次の補題 2.1の同値条件の方が扱いやすい。ここで空間 X の

部分集合 Uがcozeroとは， X から II=[0,1]への連続関数 hを用いて， U=h―1[(0,l]] 

とあらわされることである。 cozero集合は開集合であることに注意しよう。また，空間 X

の開被覆Uがcozero被覆とは，各要素 UEUがcozeroの時を言う。更に，空間 X の開

被覆Uが局所有限とは，各xEXに対して， xの近傍 Vが存在して {UEU:VnUc/-0}

が有限にできることである。

補題 2.1（特徴付け補題）． Fを空間 X の部分空間とする。次が成立する。

• Fが X で C*-embeddedである必要十分条件は， Fの任意の有限 cozero被覆 U
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に対して， X の局所有限 cozero被覆 Vが存在して，任意の VEVに対して，

VnFcUをみたす UEUが存在する [29],

• Fが X で P-embeddedである必要十分条件は， Fの任意の局所有限 cozero被覆

U に対して， X の局所有限 cozero被覆 Vが存在して，任意の VEVに対して，

VnFcUをみたす UEUが存在する [1]。

最近，平田・矢島によって次が示されている [12]。

• AとBを順序数の部分空間とするとき，その積空間 X=AxBの閉集合がXで

C* -embeddedであることと P-embeddedであることは同値である。なお，この結

果における「閉集合」は単に「部分集合」に懺き換えられる事が，つい最近 [10]で

示されている。

その中で次の問題が提起された。

問題 2.2.[12, Question 2] 

順序数の二乗の任意の部分空間 X について，その閉集合がX で C*-embeddedであるこ

とと P-embeddedであることは同値であるか？

ここでは， ZFCと無矛盾なこの問題の否定解が [25]で得られたので，その概要と未解決

問題について述べる。特に次の二つの性質は共に ZFCと無矛盾であることが示せたので，

その発想に至った (w+ 1) X W1の特殊な部分空間の構成及びその性質について述べたい。

• (w+ 1) X W1の部分空間 Xで，その閉集合Xn({w}x切）がXでC*-embedded 

であるが P-embeddedないようなものが存在する。

• (w + 1) X W1の任意の部分空間 Xについて，その閉集合 Xn({w}x凸）がXで

C* -embeddedならば P-embeddedである。

W1の閉集合は非有界の時， club(= closed and unbounded) setと呼ばれる。また， W1

の部分集合 Sは，すべての clubsetと交わる時に stationaryと呼ばれる。 W1の極限順

序数の全体を Limであらわし， Succ= w1 ¥ Limとおく。 clubsetが stationarysetで

あるは簡単に示せる。さらに Limは clubsetであるが， Succはstationarysetではな

いことも簡単に示せる。

証明の中で，多用するのは次の集合論的補題 PressingDown Lemma (PDL)である。
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補題 2.3.(PDL) X を叩の stationarysetとする。もし，関数 f:X →W1が
regressive(＝任意の aEXについて f(a)< a)ならば stationaryset X'c X と

"(< W1が存在して，任意の aEX'について f(a)='Yが成立する。

上述の (w+ 1) X W1の部分空間 X を議論するため，［22]で与えられた次の記法を利用
する。μとツを順序数とし， XC (μ + 1) x (v + 1)とする。この時，部分集合 Ccμ+l

とDCv+lに対して，

Xe = X n c x (v + 1), xn = X n (μ + 1) x D, X苔＝ XcnXD

と定義する。また，順序数 a::; μと (3< uについて， Va(X)は X の垂直方向の切り
ロ(verticalslice) { c5 ::; v :〈a,c5〉EX},H/3（X)はX の水平方向の切り口 (horizontal
slice)｛1:=::μ:〈'Y,(3〉EX}を表す。

ここで目的の (w+ 1) X W1の部分空間を考える。

定義 2.4.[wドの長さ W1の列 Nが与えられたとする。それを N= {N(a): aく叫｝

と表そう。ここで [wドは wの無限部分集合の全体を表す。

(w + 1) X W1の部分空間 XNを次のように定義する。

XN = w x Lim U (LJ (N (a) U { w}) x { a + 1}）。
a<w1 

このタイプの空間 XNは最初に [16]で与えられている。各 nEwについて，恥(X)（つ

Lim)はstationaryであるが，凡(X)(=Succ)はstationaryにならないことに注意しよ

う。ここが議論のポイントである。 X=XNとおくと，次の二つは PDLを利用すること

で簡単にわかる。

•X は normal でない，なぜなら xLim と X炉｝しま互いに素な開集合で分離できな

い互いに素な閉集合である。

• X{w}(= X n {w} x w1 = {w} x Succ)は X で ?-embeddedでない，なぜなら

U ={｛〈w,a〉}：a E Succ}が補題 2.1の?-embeddedの性質をみたさない X{w}

の局所有限 cozero被覆である。

間題は X炉｝が X で C*-embeddedであるかどうかに集約されてきたことがわかる。

では， X炉｝が X で C*-embeddedであるための必要十分条件は何であろうか？次がそ

の一つの答えである。

補題 2.5.N = {N(a) : aく切｝を [wドの長さ W1の列とし， X=XNを上の定義
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2.4で与えられた (w+ 1) X W1の部分空間とする。この時，次は同値である。ここで
2 = {O, 1}である。

(1) X{w}はX で C*-embeddedである，

(2)任意の関数 h:W1→ 2に対し点列 {rn:n E w} C lIが存在して，各 iE 2につ
いて，可算個の aE h-1[{i}]を除いて {rn:n E N(a)｝は iに収束する，つまり，

任意の c>Oに対し， mEwが存在して，任意の nE N(a) n (m,w)について，
lrn -ii< cが成立する，
(3)任意の関数 h:W1→ 2に対し関数 k:w→2が存在して，任意の iE 2に
対し，可算個の aEh―l[{i}］を除いて， N(a)c* k―1 [{ i}］が成立する，つまり，

N(a) ¥ k―l[{i}］が有限。

次の性質 Property(A)を考えよう。

定義 2.6.Property (A)とは次の性質 (3)'をみたす列N= {N(a): aく叫｝ C [wt 

が存在することを意味する。

(3)＇任意の Hcw1に対して次の性質をみたす Kewが存在する。

(a)可算個の aEHを除いて， N(a)c* K が成立する，

(b)可算個の aE W1 ¥Hを除いて， N(a)c* w ¥ K が成立する。

この定義において， H=h―1[{1}],K = k―1[{1}]と考えれば (3)'は上の補題の (3)と

同値であることはすぐわかる。一方， Property(A)については， DowとShelahによって

その変形版が議論されていて，それを言い直すと次のことがわかっている。ここで 2wゃ

2w1はwや W1の部分集合全体（＝巾集合）の濃度である。また， W2はW1の次の甚数で

ある。

定理 2.7.[3] Martin's axiom, 2w = w2とProperty(A)は ZFCと無矛盾である。

従って，次がわかる。

系 2.8.X{w}が X で C*-embeddedであるが ?-embeddedでないような (w+ 1) X W1 
の部分空間 X が存在するという命題は ZFCと無矛盾である。

Martin's axiomと妍＝四から 2w= 2立が導かれることに注意しておこう。一方，

Property (A)の否定も ZFCと無矛盾であることがわかる。



38

定理 2.9.宏く 2四が成立すれば， Property(A)の否定が成立する。

従って：

系 2.10.定義 2.4で定義された (w+ 1) X W1 の X=XNのタイプの部分空間につい
て， X{w}はX で C*-embeddedではないという命題は ZFCと無矛盾である。

定理 2.9は，もう少し一般化することができて，次を導き出すことができる。

定理 2.11.2wく 2四が成立すれば，（W+ 1) X W1の任意の部分空間 X について， X{w}
が X で C*-embeddedならば， P-embeddedになる。

3 問題

定理 2.11において， X{w}はX の特殊な閉集合である。これに関して，我々は次を問

いたい。

問題 3.1. 「（W+ 1) X W1 の任意の部分空間 X について，その任意の閉集合が X で
C* -embeddedならば， P-embeddedになる」という命題は ZFCと無矛盾か？

空間 X の部分空間 F は， Fから実数罠への任意の連続関数が， X から尺への連続

関数に拡張できるとき， X でC-embeddedと呼ばれる。 FがX でP-embeddedならば

C-embeddedで，また C-embeddedならば C*-embeddedである，つまり， C-embedded

はP-embeddedとC*-embeddedとの中間に位懺する概念である。

平田・矢島の結果 [11]から， A と B を順序数の部分空間とするとき，その積空間

X =Ax B の閉集合が X で C*-embeddedであることと P-embeddedであること

は同値であるから， X = AxBのタイプの空間では， C*-embedded, C-embeddedと

P-embeddedの 3つの違いは出てこないことがわかるが，順序数の二乗の部分空間のタ

イプではこれら 3つの概念の違いの研究は始まったばかりである。研究の発展が期待さ

れる。
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