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アファイン座標系における em—波面の標準形について
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1 はじめに

本稿は，著者によるプレプリント [12]の概説である．著者らは情報幾何学における甘利，長岡による双対平坦多

様体の概念 [1,2]（これはアファイン微分幾何学におけるヘッセ多様体と同一の概念である [16]）を計量が退化する

場合に一般化するべく概ヘッセ多様体の理論を建設した [13]．概ヘッセ多様体とは，局所的には標準接触多様体内の

ルジャンドル部分多様体であり，概ヘッセ計量と呼ばれる（退化し得る）対称(0,2)テンソルと二種類の（多価）ポ

テンシャル関数を備えるものである．これらポテンシャルのグラフをそれぞれ e—波面， m-波面と呼び， e/m-波面に

はそれぞれ平坦アファイン接続を持つ互いにある種の双対性を満たす連接接束が付随する．

本稿では，それらの平坦アファイン接続と計量を用いた座標系に依らない判定法を与えることで e/m—波面の特異

点の coo 型を捉え，さらに，アファイン座標系における e/m—波面の標準形を与える．また，得られた判定法の条件

式と概ヘッセ多様体上の 3次， 4次テンソルおよび正準ダイバージェンスとの関連について調べる．これにより，特

異点の判定法と統計多様体の幾何学との関連性が示唆される．なお，本稿における議論の詳細や言iE明については [12]

を参照されたい．

本研究は二つの研究に動機を持つ．一つ目は佐治・梅原・山田による特異波面のリーマン幾何学の研究である．彼

らはカスプ辺型やツバメの尾型特異点に対する使い勝手の良い判定法を与え，曲率に関する概念を導入することで

これら特異点のリーマン幾何学的性質を探っている [9,14, 15]．本研究はいわばそのアファイン微分幾何学版の構築

を目指したものであり，アファイン座標系における標準形の導出により特異点周りでのアファイン微分幾何的解析

（および情報幾何的解析）が可能になる．二つ目は非凸最適化と変分法の文脈で 1970年代に行われたエクランによ

る変曲点における波面の標準形の導出に関する研究である [5]．実際，本稿で述べる一つ目の標準形（定理3.2)はカ

スプ辺型の特異点の記述を表しており，これはエクランによる結果 [5]の一般化かつ精密化を行ったものである．ニ

つ目の標準形（定理3.4)は，概ヘッセ計量が半正定値である場合に現れる特異点の記述を表している (e.g.，フィッ

シャー・ラオ計量は半正定値である）．

本稿を通して，写像や多様体は全て滑らかなものを考え，太字は列ベクトルを表すものとする， e.g.，X=

(xぃ•..'%）冗

本研究は，アンビシャス博土人材フェローシップ制度（情報． AI)の支援を受けたものである．

2 接触幾何学と概ヘッセ多様体の理論

次節で結果を述べるために接触幾何学と概ヘッセ多様体の理論の簡潔なまとめを行う．詳細は [13]を参照され

たい．

Nを2n+1次元多様体， gをその上の超平面場とする．（N,1;)が接触多様体であるとは，超平面場くが局所的に

い (d0)nナ0なる 1次微分形式0の核で表されるときをいう．このとき， 0を（局所）接触形式という． 2n+1次

元接触多様体 (N,/;)に対して， n次元部分多様体LcNがルジャンドル部分多様体であるとは，各点pENにお

いて TpLc /;pなるときをいう．
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賊2n+1(=T＊町 XR)に対して，（x,p,z)でその標準的な座標系を表すものとする．ここで，のと pはそれぞれ

T＊田の底空間とファイバーの座標系を表し，これら二つの空間を記：と取：と書き，区別することにする．股2n+l

上の 1次微分形式0を

0 := z-pT曲＝z-区p;dx,
t=1 

で定める．このとき，（良加＋1，0）は接触多様体であり，この接触多様体を標準接触多様体と呼ぶ．

標準接触多様体(R2n+1,0）に対して，ファイバー束

7r : JR2n+l→詑 X股z, (x,p,z) >--+（x,z) 

はルジャンドルファイブレーション（各ファイバーがルジャンドル部分多様体である）を与える変換£ ：股2n+1→ 

JR2n+l ， 
£（の，p,z)=（ぷ，p',z')= (p,x，研p-z)

を考えると，これは微分同相写像であり接触超平面場を保つ．ファイバ一方向への射影

7r'：＝戸£ :恥加＋1→咤 XlRz', （x,p,z)→（p，研p-z)

もまたルジャンドルファイブレーションとなる．このとき，二つのルジャンドルファイブレーションからなる次の

図式を標準接触多様体（股2n+1,0）に対するダブルファイブレーション構造と呼ぶ．

,,., 
艮nx 賊<-恥2n+l —艮n X股
m p 

Le股2n+lをルジャンドル部分多様体とする． Lに対し，ルジャンドル写像

が：＝7roi:L→陀 x恥，臼：＝7r'oし： L →陀 X股z'

をそれぞれ e/m—ルジャンドル写像という．ここで， l: L→民2n+lは包含写像である．

定義 2.1{[13]) e/mルジャンドル写像 7reとがnに対して，

訊 (L)：＝が(L)C陀 X恥， Wm(L):= 1r叫L)c鰐 X累

をそれぞれ L に付随する e/m—波面と呼ぶ．

L上のベクトル束E(=EL)を

E := { (p, w) EL x（王t:X恥z)I dzp(w) -p(p)T dxp(w) = 0} 
で定める． Lはルジャンドル部分多様体であることから， d1re(TpL)C Epが各点pELにおいて成り立つ．ここで

烏はpにおけるファイバーである．このことから，束写像

<l>:TL→E, Vp→ d吟(vp)

が意味を持つことに注意する．

▽を陀 X艮z上の平坦アファイン接続とし，咋：配： x 取→局を z—軸に沿った線形射影とする．このとき，

▽§如）：＝咋0V汀 (p)

により E上のアファイン接続▽E を定義する．ここで， XはL上のベクトル場であり nはEの切断である．

命題 2.2{[13]) 接続▽Eは平姐であり，任意の L上のベクトル場X,Yに対し

▽笈(<l>(Y)）―▽:(<l>(X))= <l>([X, Y]) 

が成り立つ．
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(E,<l>,v'E)をe-波面We(L)に付随する連接接束と呼ぶ (cf.[14, 15]）．同様にして， m-波面Wm(L)に対しても連

接接束(E'，①',▽E')を定める．

これらベクトル束E,E'はL上で定義されたものであるが，飛加＋1上で定義され得るものである．超平面場くは

直和分解

(p = kerd叫①kerd1rp~ Ep①E; ~ R： ①陀
をもつことに注意する．ここで，く上にシンプレクティック形式wと(n,n)型の擬リーマン計量 Tが

n n 

囚：＝ tdx;l¥dp;, T:＝tdx幽＝；文(dxtR如＋dp;@d叫）
i=1 i=1 i=1 

により自然に定義される．

定義 2.3{[13]) L上の概ヘッセ計量 hをTの引き戻しにより定義する：

h(Y,Z) := T（しY，ぃZ) (Y,Z E TL). 

ここで，ら＝ <I>Ell <I>': TL'---+~= E①E'は包含写像である．

一般に，ルジャンドル部分多様体Le艮加＋1は局所的に母関数g(x1,PJ)を用いて

L = {(x1，叩，P1,PJ,z)E茫＋lI P1 =紐，叩＝—亮， z = P}XJ + g(x1,PJ)} 

のように表される [3,7]． ここで， JLJ J = {l，・・・，n}は分割であり，（切，PJ)はLの局所座標系である．農｝は列

ベクトル（紐瓜Iを表すものとする．

命題 2.4{[13]) g(x1,PJ)をLの母関数とする．このとき，

a2g 柁g
h = L ~ dx;dxkー L~ dpjdPt・ 
i,kEI 
8x;8Xk j,lEJ ap位Pl

陀 X瓦と恥； x恥，上のアファイン変換

F(x,z) = (Aの十b,z+c五＋d), F*(p,z') = (A'p+b',z'+c'Tp+d') 

はアファインルジャンドル同値£F: R2n+1 →戦2n+l,

ら (x,p,z)= (Aの十b,A'p+b', z+c五＋d)

を定める． ここで， Aは正則行列で， A'=(AT)-1,b'=A'c, b=Ac', d'=b'Tb-dである．この変換£Fしまダ

ブルファイブレーション構造と接触構造を保つ（従って w とTも保つ）．

二つのルジャンドル部分多様体 Lいらがアファインルジャンドル同値 £Fにより同一視されているとする：

£p(L1) = L2. このとき， £Fは概ヘッセ計量を保ち，連接接束間の同型Eぃ""EL2,EL"" Eにを自然に引き起

こす．この同型はまた，連接接束上の平坦アファイン接続を自然に同一視する．

定義 2.5([13]） 概ヘッセ多様体 (M,U= {La}）とは，ルジャンドル部分多様体LaC賊2n+lをアファインル

ジャンドル同値により張り合わせてできたものである．このとき，各L。の構造から， M 上に退化し得る (0,2)型

テンソルhと連接接束（E，屯▽E),(E',i[>'，▽E'）がwell-definedに定まる．各LaをM の局所モデルと呼ぶ

以上の構成により概ヘッセ多様体M を含む接触多様体が自然に定義されることに注意する．

(M,h,(E,i[>，守），（E',i[>'，▽E'))を概ヘッセ多様体とする． M 上の任意のベクトル場Y,Zに対して，

(ri,ri') :=(｛任i[>')(Y),((, (') := (i[> 8 i[>')(Z), T(rJ, (') := T(rJ EB 0, 0 EB(') 

とおく．
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定義 2.6{[13]） 概ヘッセ多様体M に対して，標準3次テンソルCを次で定義する：

C(X, Y,Z) := r(7/，▽妥℃） ＋T（＜，▽度が）一T（▽知，ぐ）一T（▽知，が）．

ここで， X,Y,ZはM 上のベクトル場である．

命題 2.7{[13]） 標準3次テンソルCは局所的に母閲数g(xI,PJ)の3次導関数である：任意の k,l,mに対し

C(8K,8l，伽） ＝ 8辺i如g.

ここで， 8k:= £;; (k E J) または 8k:=-¾,; (k E J)である．従って， Cは対称である．

3 em—波面の標準形

本節ではe/m斗皮面の特異点を概ヘッセ多様体の幾何学を用いて特徴づける．特に，アファイン座標系における
e/m波面の標準形を与える．
標準形の導出において，次のマルグランジュの割り算定理が主要な道具である．

定理 3.1（マルグランジュの割り算定理， e.g.,[3]) f(t, X)を艮n+lにおける原点周りで定義された実関数とす
d 

る (tE股， XE町）．次数dの多項式を P(t):=区 入f（入iE股，入d-f. 0)とする．このとき，原点周りの実関i=O 

数Q(t,x)とri(x)(0 S:: i S:: d -1)が存在して，

d-1 

J(t,x)=Q(t，x)P(t)十区r,（X)が．
9=0 

行う議論は局所的であるため，局所モデル Le民2n+lをとり， Lに対して hを概ヘッセ計量，（E，屯▽門

と(E',<I>'，▽E'）をそれぞれ連接接束とする．また， fi=（元，p,z) E Lをとり，元＝ （祖，・・・，品） €良？， p = 

（尻•••西） E 陀とする．以下では P周りにおける L に付随した m—波面についての結果を述べるが,(<I>' ，▽E') と

（屯守）を入れ替えて議論することで e—波面についても同様の結果が成り立つことに注意する．

定理 3.2([12]) rank<I>'(fi) = n -lとする．また， Pにおいて ker徊(p)を張る L上のベクトル場Xヂ0に

対し，

T(<l>(X)(p)，（▽妥'(fi)<I>'(X))(p))-/-0 (1) 

が成り立つとする．このとき，取；のアファイン座標系P= (P1, ・・ ・,Pn)とその双対である記：の X= (x1，・・・ ,xn)

を取り直すことにより，以下が成り立つ：ある近傍j5E V C L, 0 E U1 C民，（西，・・・，凡） EU2C股n-1と関数

cp E C00(U1 X比）， k1,k2E C00(U2) 

が存在して m波面ザm(V)が

z'= z'.i,(p) = k2(P2, ・ ・ ・,Pn) + (P1 -k心（士V五―＝瓦，P2,・・ ・,Pn), 
Pl e': k1伽，・・・,Pn)

で与えられる．このときさらに，ゃの第一変数に関する偏導関数は非ゼロである．

注意 3.3 mラグランジュ写像吋『： L →取;, (x,p,z)→ pに対する特異点識別子 [15]を (Lの局所座標系を

とって）

入(q):= <let [d1rr7'(q)] (q EL) 

とすると，定理3.2における条件式 (1)の左辺は

T(<l>(X)(p)，（▽恥屈(X)）ゆ）） ＝店(X入）（p)
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となることが確かめられる ([12]）．同様にして，

T(<I>(X)(p) ，（▽§'（P)可'(i')<I>' （X))(p)) ＝ ~(XX入）（p)

が成り立つ．泉屋・佐治による判定法 [8]から， m-ルジャンドル写像がnがPにおいてツバメの尾型特異点と微分同

相であることは，次が成り立つことと同値であることが従う： d入（p)f 0, 

T(<I>(X)(p)，（▽娑ゆ）<I>'(X))(p))=0, 

T(<I>(X)(p)，（▽妥い▽気p)<I>＇(X))(p))f〇．

この場合，アファイン座標系における m—波面（多価ポテンシャル）の標準形を書き下すことは原理的には可能であ

る一方でそれは複雑なものである．

情報幾何学的応用を考える上では，概ヘッセ計量が半正定値であると仮定することは自然である（フィッシャー・

ラオ計量は半正定値である）． hは半正定値で， rank徊(p)= n-1であると仮定する．このとき特異点識別了入の

微分は特異点集合｛入＝ 0｝上でゼロになるため，入＝ 0に陰関数定理を適用できない．このため最も単純な場合と

して，特異点集合がLにおいて余次元 1の部分多様体である場合を考える．次の定理はこの場合における標準形を

記述しており，これはまたヴァシリエフによる関数の極小点の分類の文脈としての特徴づけでもある [17].

定理 3.4{[12]) rank<I>'（p) = n-1とする．また， p周りの任意の点qにおいてker屯(q)を張る L上のベクト

ル場Xヂ0に対し，

r(<I>(X)(q)，（▽笈'(q)<I>'(X))(q))= 0, 

r(<I>(X)(p)，（▽妥'(p)▽笑'(i'l<I>'(X))(p)）ヂ0

(2) 

(3) 

が成り立つとする．さらに， Pの周辺で特異点集合S(1rm)はLにおける余次元 1の部分多様体であると仮定する．

このとき，アファイン座標系pとのを取り直すことにより，以下が成り立つ：ある近傍pEV  CL, 0 E仏 c股，

（厖・・•ふ） EU2 C 艮n-lと関数

<p E C00(U1 X比）， k1,k2E C00(U2) 

が存在して m—波面ずn(V) が

z'= z'(p) = k2(P2, ・ ・ ・,Pn) + (p1 -k心((p1-k1)113,P2, ・ ・ ・,Pn) 

で与えられる．このときさらに，ゃの第一変数に関する偏導関数は非ゼロである．

4 判定法の内在的表現とコントラスト関数

2節で見たように，概ヘッセ多様体M 上には概ヘッセ計量hと標準3次テンソルCが定まり，これらはそれぞ

れ，局所的には母関数の 2次および3次導関数である．本節では，これらのような概ヘッセ多様体上のテンソルと

定理3.2,3.4の関連について述べる．

定理3.2の条件式（1)における量T(<I>(X)，▽度<I>'(X))はhとCを用いて次のように書き換えることができる．

命題 4.1([12]) M 上の任意ベクトル場Xに対して，

T(<l>(X)，▽安徊(X))= ~(C(X,X,X)+Xh(X,X)). 
4 

上記の命題のように，定理3.4の条件式 (3)における量T（<I>(X),v'屡v戻徊(X)）を hとCを用いて表すことが
考えられるが，これは不可能である．しかしながら， hや Cと同様に局所的には母関数の4次導関数である M 上の
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4階テンソルが存在し得て，これらを用いた表示をすることが考えられる．この問題について統計多様体の幾何学の

観点から考える．

統計多様体とは，擬リーマン計量hと対称な (0,3)テンソルCを備える多様体Nのことをいい，双対平坦多様体

はこの特別な場合である．

江口はコントラスト関数と呼ばれる非対称な関数p:NxN→Rによって特徴づけられる統計多様体の幾何学を

徹底的に調べている [6].N上のベクトル場X1,...,xk,Y1,...,Yiに対して関数

p［ふ•．ぶ |y1 ・..Yi]: N→戦

を

p［ふ・•.ふ |Y1 ・ ・ ・ Yi](r) = (X山・ ··(X叫(Y1)q ・・・（凰(p(p,q))lv~p (4) 

で定義する．関数p:NxN→民がコントラスト関数であるとは，任意のrENとN上のベクトル場X,Yに対

して次を満たすときをいう：

(i) p[――](r) = p(r,r) = 0, 

(ii) p[Xl-](r) = p[-IX](r) = 0, 

(iii) -p[XIY]はN上の擬リーマン計量である．

コントラスト関数は統計多様体を自然に誘導する，すなわち，多様体上にコントラスト関数が与えられたとき，コン

トラスト関数は計量hや対称 (0,3)テンソルCを自然に定める［6].逆に，与えられた計量hと(0,3)テンソルC

を復元するようなコントラスト関数を構成できることが知られている [10].

双対平坦多様体と概ヘッセ多様体の場合には標準的なコントラスト関数が定まり，これらをそれぞれブレグマン

ダイバージェンスと正準ダイバージェンスという．厳密に言えば，正準ダイバージェンスはコントラスト関数の条

件式の内で（i)と(ii)のみを満たし，このような場合には弱コントラスト関数と呼ばれる [13]．概ヘッセ計量がいた

るところで非退化な場合，正準ダイバージェンスはプレグマンダイバージェンスと一致する．

ルジャンドル部分多様体Le賊2n+lに対して，正準ダイバージェンス D:LxL→賊は

D(p,q) = z(p) +z'(q)-x(pfp(q) 

で定義される． Dはアファインルジャンドル同値の下で不変なため，概ヘッセ多様体M 」こで定義される [13].M 

上の正準ダイバージェンスをDMと書くことにする．

正準ダイバージェンス DMは概ヘッセ計量hと標準3次テンソルCを復元する [13]: 

h(X,Y) = -D叫XIY],C(X, Y,Z) = -D叫ZIXY]+D叫XYIZ].

このようにして，式（4)の形式で定義される関数の和を考える意味で， hとCはコントラスト関数の組合せで表現

されることがわかる．

[4]では，上記のようなコントラスト関数から構成されるテンソルについての研究が行われており，コントラスト

関数の組合せで構成される 4階テンソルは二つのみであることが報告されている．双対平坦多様体上のブレグマン

ダイバージェンスではこれら二つのテンソルは消えてしまい，これは非自明な 4階テンソルが構成されないことを

意味している．この結果に従えば，双対平坦多様体（および概ヘッセ多様体）上で局所的に母関数の 4次導関数を持

つテンソルは構成できないことがわかる．

テンソルの代わりに正準ダイバージェンスによる表現を考えると，以下が得られる．

定理 4.2{[12]) X, Y, Z, W をM 上のベクトル場とする．このとき，次が成り立つ：

1 
咽 (Z)，▽ぽil'>'(W))= -~DM[ZIYW], 

2 
1 

T⑲(Z)，▽屡▽ぽil'>'(W))= -~DM[ZIXYW]. 
2 

(5) 

(6) 



75

系 4.3([12]) M 上の任意のベクトル場Xに対して，次が成り立つ：

1 
T(<T>(X)，可'<T>'(X))= -~DM[XIXX], 

2 
1 

T(<I>(X)，▽屡▽§酎(X))= -~DM[XIXXX]. 
2 

(7) 

(8) 

注意 4.4 [6]において，江口はコントラスト関数の 4階微分と 4次テンソルの関係を調べており，特に B*なる 4

次テンソル ([11]ではバートレットテンソルと呼ばれている）を導入している．定理4.2の等式 (6)が成り立つこと

と， B*= 0 (Mが双対平坦多様体である場合に意味を持つ）が同値であることが知られており，この意味で，系4.3

の式(8)は江口による統計多様体の4次テンソルに基く幾何を反映したものになっている．
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