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Mouldの集合と非可換べき級数環の間の代数的な
対応について

小見山尚 （名古屋大学）

本稿は、 Ecalle([E81]）により導入され、多重ゼータ値の研究に応用

([E03, Ell]）された mouldや、その重要な対象である alternalmouldや

symmetral mouldの性質を記述するのに使われる dimould([Sau])につ

いて復習する。また、これらを一般化した S.-mouldを導入し、 Unique

prolongation theoremという mouldの間の関係式を導く定理を紹介する。

さらに、 Schneps([Sch12, Sch15]）により導入されている 2変数非可換多

項式環から mouldの集合への写像maの一般化を考え、いくつかの性質

を述べる。この原稿の内容は古庄英和氏と広瀬稔氏（ともに名古屋大学）

との共同研究([FHK]）に基づくものである。

1 MouldとDimould、S.-mould
この節では、 mould及びdimouldとそれらの一般化である S.-mouldに

ついて説明する。また、形式的べき級数で成り立つ関係式をmouldの関

係式へ持ち上げるために使用される Uniqueprolongation theoremについ

ても触れる。

1.1 Mould 

この節ではrを与えられた集合とする。またm変数形式的べき級数環
Fser,m = Q[[x1, • • •, Xm]]に対し、 Fser:= Um;;,O Fser,mとし、 Fser,mの商体
FLau,m = Q((x1, • • •，知））に対し、 FLau := LJm;;,O FLau,mとする。簡単の
ため F = Fser (resp. FLau)に対し、 Fmにより Fser,m(resp. FLau,m)を表
すとする。

定義 1.1. (F = Um;;,oFmに値を持ち集合rによりインデックス付けさ
れる） mouldとは族

M = （M (m,…，Xm)） 
匹…，arn/lmEちo,ai迂'
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であって、 m~O に対し M （闊：：：：之） EFm となるときをいう。 r に値を
持ち集合rによりインデックス付けされる mould全体の集合をM （天r)
により表す。この集合M(F;r)は次のような演算により非可換Q代数の
構造を持つ：

A+B:=(A（訂之） ＋ B （訂之））mEZ;:,oふ Er,

AxB:=（言A（江口）B(口：::：：悶）） • 
mEZ;:,o叩 EI'

ここで、単位元IEM(F;r)は

I (X1,…，Xm) 1 (m = 0), 
i:: ::i:::) :~ {。（otherwise)，

として与えられる（ただし m~ 0かつ（び1,...,rim) E斤）。また、すべ
ての成分がQに属する mouldをconstant-mouldと呼ぶ（単位元Iは

constant-mouldの一例である）。

注意 1.2.M(F;「）の部分集合として

ARI(F;「）：＝｛MEM(F; r) I M(0) = o}, 

GARI(F;r) :={ME M(F;r) I M(0) = 1}, 

を考えると、 (ARI(F;r), [,])はリー代数に、 (GARI(F;f), x)は群になる

ことが分かる。ここで、 [A,B] := A x B -B x A (A, B E ARI(F;「））

とした。

次に集合ARI(F;r), GARI(F; r)の部分集合を導入する。集合X:=

{（？）}iEN,aErに対し

X;z:={(~) lu=a1x1+.. ・+a江 k,k EN, aj E Z,び Er}， 

と定め、 Xzのすべての元により生成される非可換自由モノイドをXiに

より表す。また、 Xzの元により生成される Q上非可換多項式環を割Xz〉

により表す（単位元は0と書く）。 Q〈Xz〉上の積W を0ww:= ww0 := w 
かつ

uw山叫：＝ u(ww VTJ) + v(uw山T/)'
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により定める（ただしu,vEふかつw,n€ X;）。このとき、 (Q〈Xz〉，山）

は可換なQ上結合代数になる。今、整数の族{Sh（了）｝w,ry,aEX2を

W山 n= a苫：Sh(W;n)a,
により定める。

定義 1.3.Mould ME  ARI(F; r) (resp. E GARI(F; r)）が

0. Sh(（江…：訂） ； （訂昇：．：訂!:))M(a)= 0 
a 

aEX2 

(resp. = M (~~'. :::: ~;) M (~;!~'. :::: ~;!:)), 
(p, q 2:: 1)をみたすとき、 M はalternal(resp. symmetral)であると

いう。

ARI(F; r), GARI(F;「）の部分集合を

ARI（天r)a1:= { M E ARI(F; r) I M はalternal},

GARI(F;「）as:={ME GARI(F;「） | M はsymmetral},

により定める。このとき、 (ARI(F;f)a1, [,]) (resp. (GARI(F; f)as, x)) 

は(ARI(F;r), [,]) (resp. (GARI(F; r), x)）の部分リー代数 (resp.部分

群）になる。

1.2 Dimould 

定義 1.4. （アに値を持ち集合「1, r2によりインデックス付けされる）

dimouldとは族

M:=(M（お1，．．．，Xr;Xr+1,…，叫＋s
叫・9Or;Or+1,…，Or+s)) r,SEZこo,61, …，6r迂lPr+l,•••,crr+sE応'

であって、 M(0;0) E (Qかつ M（訂霊霊闊：：：：霊!:)E Fr+s (r ~ 1 or 
s ~ l) となるときをいう。 Dimould全体の集合をM2（天几，几）により

表す。集合M2ぴ；「1,r2)は次のような積により非可換Q上代数の構造
を持つ：

(AX B)（：ぃ：口： ：rr:］',..::~~二）
r s 

:=LLA(：[：霊霊］［：口!;)B（勾：霊：：二塁：：：rr]：）． 
i=O j=O 
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ここで、単位元IEM2(F;f1，f2)は次で与えられる。

I （応霊：：ご：・ロニ） ：＝ ｛ ； ［rot:esrw二〗
Dimouldを用いて alternalmouldやsymmetralmouldの定義を書き換

えてみよう。まず、写像を 2つ導入する。 Q上線形写像R:M（左い）R

M2(F；じ） →刈（rふ，い）を
(M®N)(~~,…，叫ふ＋1 ，．．，叫＋s ） ：＝ M (m,…,~~). N(巧+1,．，叫＋s）61,…，6パ6T+1,…,6T+s 61,…,6T 6T+1,…，6T+s' 

により定め、 Q上線形写像Sfi:M(F;f)→見（天r,r)を

sfi(M)：＝ （こSh（信： ：訂）；（力~:: : ~:::::)) M(a) 
aEX~ 
a'  )M(a)) p,qE鯰疇

により定める。次が成り立つ。

補題 1.5([FHK]). F = Fserのとき、テンソル積Rは次のQ上代数同型
を誘導する。

@:M（左い）るM(F心）～見（左几，几）．

Dimouldにより alternalityやsymmetralityは次のように言い換えられ

る。

命題 1.6([K, Saul). Mould ME  M防 r)に対し、次が成り立つ：
(i). ME  ARI(F; f)at ~ Sli(M) = M RI+ IR M, 
(ii). ME  GARI(F; f)as⇔ Sfi(M) = MR  M かつ M(0)= 1. 

1.3 S.-mould 

次に、 mouldやdimouldを一般化した概念を導入する。

定義 1.7([FHK]). S. = (S。,S1,S2,．．．）を集合の列とする。 (Fに値を
持つ） S.-mouldとは族

M = (Ms(X1, • • •, Xm))m:::0:0,sESm, 

であって、 Ms(X1,...,Xm) E瓦となるときをいう。 S.-mould全体の集

合をM(F,S.)により表す。
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注意 1.8.S.-mouldは以下のように、 mouldや dimouldを特殊な場合に

持つ。

1.集合rに対し、 Sm＝斤と置くと M(F,s.) = M(F, r)となる。

2．集合いいに対し、 Sm= ui+j=m ri X r jと置くと M(F,S.)= 

M2(F, f1，几）となる。

以下、簡単のためにM(F,s.) = M(F, r)またはM2(F,rいい）とし
て話を進める。

定義 1.9([FHK]). m ~ 0とする。（集合の間の）写像f:M(FLau, S.）→ 

互au,mは任意のMEM(FLau,S.）に対しJ(M)(x1,...,Xm)がQ(x1,...,Xm) 
を係数にもっ

｛崎19 9%）：1/°, Svn E ::；early mdependent m隻＋ • ＋ Qxm } 

の多項式として表されるとき mould-properである、という。また写像

g : M(FLau, S.)→ M(FLau, T..)は、任意の m2: 0とtE Tmに対して
写像

9t: M(FLau, S.）→FLau,m ; M f-----t g(M)t(X1,..．心m)

がmould-properであるとき mould-properである、という。

注意 1.10.上記で導入したいくつかの mouldの演算(+,x, R, Sfi)は

mould-properな写像の具体例になっている。

定理 1.11([FHK], Unique prolongation theorem). M(Fser, S.）上のmould-

properな写像はM(FLau,S.）上の mould-properな写像に一意的に拡張す

ることができる。

系 1.12([FHK]). M(FLau, S.)上の写像f,gがmould-properであるとす

る。もしこれらの M(Fser,S.)への制限が一致するなら、 f=gが成り

立つ。

2 写像mar

この節では、 rはn-l元集合として、 frをn変数fo,f6 (a €r) によ

り生成される Q上自由リー代数とする。また、 Ufr:＝Q〈fo,fa| a € r〉を
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———• 
frの普遍包絡環として、その次数による完備をUfr:＝Q〈〈fo,fu IびEい〉
により表すとする。 eo：厨；→Qをf。の係数を取り出す写像とする。こ
のとき、厨；のcoproduct△を用いて、

:::-:-:-t r :::-:-:--

Ufr':= {w E Ufr I (e。0id) o△(w) = O}. 

と定めるlo

さて、

CXl

▽
]
 
＝
 

h
 
区 ▽
 

〈h岱’9:••99:：〉 fぷ0fa1 ・ ・ ・ J.びrf点€咋，
r=O (a-1,…，Ur)E戸 ko,…，krENo

に対して、 mould

mar,h = { ma~,h 霊：．：ご）｝rE応o,aiEf'E M(Fser; r) 

を次のように構成されるとする。

ma~,h （の1 ，…，Xr)= vimor o,X1,X1+X2,…,m+…＋叫61,…,~~) = vimo~,h(u,x1,x~~,…,aT) , 

v1mo r (ZO,…，Zr r,h（び1，…，0r)＝ 区 〈h ko, …，Kr 〉崎°印字・•. h び1,…，びr z r ． 
ko,...,krENo 

補題 2.1([FHK]). h E厨；に対し、次の4つの条件は同値である：

::-::---t 
1. h E Ufr'. 

2．任意のrE Z;;;,o, a1,..., ar Er及びK。,．．．，krEN。に対し、

r 

L(ki + 1) 〈h岱’9・・ク~+1,...,kr 〉 = 0. 
i=O 

3.任意のrE Z):o，び1,...,arE fに対し、

と（瓜） vimor,h（貫’，．．．．．．9い＝ 0.
i=O 

4．任意の rE Z;;,,o, CJ1,...,CJr E 「に対し、 vimor,h （訂’，••••••土）は変換
(zo,...,Zr)f---t (Zo + a,..., Zr + a) (a E Q)のもとで不変である．

11, f,び E咋t(a亘）であるが、 butf名¢百;t(n EN)となることに注意。
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上記で導入した百；の部分集合厨；tは次のような性質を持つ。

ーt -----
補題 2.2([FHK]). UfrはUfrの完備な部分Hopf代数になる。

Dlfr を fr の depth~ 1となる元全体からなる frの部分リー代数、す

なわち次を満たすとする。

fr= Qfo④Dlfr. 

命題 2.3([FHK]）．完備な Hopf代数m;tはリー代数Dlfrの完備な普遍

包絡環になる、すなわち

ー t ^ Ufr'~ U(D1fr). 

Hopf代数厨；tがmouldの集合と対応することを以下で見る。

定義 2.4([Ell]). (Q上線形写像 pari,anti: M(F; r)→M(F;r)を

pari(M)（閏 '::) := (-1忙M（悶： ：::), 
anti(M)（悶： :~:) := M(二： :~~)' 

により定める。

命題 2.5([FHK])．非可換代数M(Fser;r)はcoproducをSfi、antipodeを

anti o pariとする完備なHopf代数になる。さらに、写像

~t 
mar: Ufr→M(Fser; r) ; h→mar,h 

は完備なHopf代数の間の同型を与える。

注意 2.6.M(Fser; r)のHopf代数の構造は補題 1.5に由来する。一方、

M（巧Lau;r)はこの補題のような同型が存在しない（テンソル積は単射に
しかならない）ため Hop]代数の構造を持たない。

~t 
最後にARI（F;r)a1, GARI(F; rいが写像marにより Ufrのどのよう
な部分集合と対応するか見る。定数項が0である hE厨；に対し、

00 が
exp(h)＝区百 E厨，

k=O 

と定める。厨；tの部分集合として

＾t 一̂t ↑^ ^ ~t exp fr':= exp fr n Ufr', fr':= fr n Ufr', 

を考える。このとき、次が成り立つ。
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命題 2.7([FHK]）．写像marは群の同型

exp訂→ GARI(Fse江）as,

及び、リー代数の同型

t̂ 
fr →ARI(Fser; r)at, 

を誘導する。
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