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中立不動点を持つ間欠写像力学系について，様々な長時間挙動が研究されてきた．本

稿では，先行研究の一つとしてThalerの一般化逆正弦法則を述べる．その後に本稿の主

題である一般化一様法則を述べる．前者は条件付けのない分布極限定理であるのに対し，

後者はピン留め条件を課した際の分布極限定理である．後者の結果はJonAaronson氏と

の共同研究に甚づくものである．

まず間欠写像力学系の設定を述べる． O<a<lとする（したがって 1+1/a>2)．写

像f:[O, 1]→[O, 1]を次で定める：

f(x) ＝ ｛x+ 21/a叶＋1／a, X E[O,｝］， 
1-f(l-x) xE（ふ1].

X = 0, 1はfの中立不動点である．我々は， fの反復作用による力学系の軌道(x,f(x)，『（x)= 
f(f(x)），...）の長時間挙動に興味がある．

基本的な性質を述べよう．以下が成り立つ：

•ルベーグ測度と同値でエルゴード的な｝不変測度µが存在．定数倍を無視するとた

だ一つ．

• A。,A1c [O, 1]をそれぞれ点0,1の適当な近傍でA。nA1= 0とし， Y= [O, 1] ¥ (A。u
ふ）とする．このとき

μ(Ao)= μ(Aリ＝ oo, 0 < μ(Y) < oo. 

以下では改めて正規化することでμ(Y)= 1とする．

• i # jに対し f(Ai) n Aj = 0.力学系がAばからんへ移る際途中でYを経由．（分
離性）

• yを訪れる度に力学系は過去の情報を部分的に忘れる．（更新性）

• Ac [O, 1]をルベーグ測度正の集合とする．ほとんど全ての初期点xに関し，軌道
(x,f(x),『（x)= J(f(x)），...)はAを無限回訪れる（再帰性）．
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間欠写像力学系の滞在時間の長時間挙動について考える．

S訳x)=t]_｛戸(x)EA} 
と置く．つまり S訳x)は，初期点xの下で時刻nまでに力学系がAを滞在した時間の総
数である．上述の基本性質と無限エルゴード理論により，次が分かる：

旦¾(s炉 (x) ＋外 (x)) = 1, a.e. x. 

つまり力学系はほとんどの時間， 0と1の近傍に滞在している．統計物理において，力学

系がA。uふに滞在している場合は長期的な安定状態（層流状態）， Yに滞在している場合
は間欠的な不安定状態（乱流状態）と見なされる．このような事情から，この力学系は間

欠写像力学系と呼ばれるのである．

それでは， n→ 00の下でS炉(x)/nはどのような振る舞いをするだろうか？この問題
に分布極限の意味で解答を与えたのが，以下のThalerの一般化逆正弦法則である：

定理 A.(Thaler [8]) [O, 1]上の任意の絶対連続な確率測度uに対し，

v[x E [0, 1]: ~ E ・] ~竺}y 叫。~ E ・], as n→ OO  

ただし， W竺均は確率測度の弱収束を意味する．また<o，もは独立同分布な正値確率変数
で，ラプラス変換が

lE[exp(—嶋）］ ＝exp（ー炉／2), 入＞ 0,

となるものである（つまり片側圧安定分布に従う）．

この定理に現れる極限分布はLampertiの一般化逆正弦分布と呼ばれるものの一種であ

り， a=1/2の場合は通常の逆正弦分布に一致する． Lampertiの一般化逆正弦分布は，あ

る種の更新過程や一次元拡散過程の滞在時間の極限分布としても現れることが知られて

いる [5,3, 9, 12]. 

S炉(x)だけでなく， S訂x)も含めた長時間挙動についても様々な極限定理が成り立つ．
例えば次のことが成り立つ：

定理 B(S.[7]）．適当な定数C>0をとると，

v [x E [O, 1] （況°(x)S訂x)）］ weakly ~,~) E・] ~ JP'[(~ も'（＜o ＋も）~)E ・], as n→00. 
この定理で第一成分のみ取り出したものは定理 Aに他ならない．また第二成分のみ

取り出したものは [7]以前に Aaronson[1]により得られている．極限分布の第二成分は

Mittag-Leffier分布と呼ばれ， Bessel拡散過程の原点局所時間の分布などにも現れる [3].



94

次にピン留め条件とは何かということを説明する． pE (0, 1/2)を写像fの2周期点と

する．技術的な理由により，以下A。=［O,p], Y = (p, f(p)), A1 = [f(p), 1]の場合のみ考え
る．また初期分布uはリーマン積分可能な確率密度を持ち，かつsupp(v)C (0, 1)とする．

このとき次が成り立つ：

定理 C.(Gouezel [4], Melbourne-Terhesiu [6]）適当なC'>0が存在して，測度0でない

可測集合AcYに対し

u[f―n(A)] ~ C'μ(A)n―l+a, as n→oo, 

が成り立つ．

定理Cは，「時刻nにおいて力学系が間欠的な不安定状態になる確率」がnに関してベ

き的に減衰する，ということを主張している．この「時刻nにおいて力学系が間欠的な不

安定状態になる」という条件をピン留め条件と呼ぶことにする．

ピン留め条件下での滞在時間の極限定理を述べよう． v[AIB]= v(A n B)/v(B)は条件
Bの下でAが生起する条件付き確率を表す．

定理 D.(Aaronson-8., in preparation) 

v[xE[0,1](〗（x)'s塁） €戸(A)]
w竺Y IE []_ r(1+a) 

{((。 1)E ・} （Co ＋も）a］,
g。+（1'（（o＋も）a

極限分布は原点から原点へのピン留めBessel拡散過程などの正側滞在時間，原点局所

時間の結合分布としても現れる [10,3, 11]．この定理で第二成分のみに制限したものは，

既に[2]により得られている．極限分布の第一成分は[O,1]上の一様分布を一般化したもの

と言える． a=1/2の場合は通常の一様分布に一致する．
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