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概要

粗凸空間は深谷友宏氏と尾國新一氏により導入された非正曲率をもつ距離空間のクラスの 1つ

である．距離空間の自由積とは，群の自由積の距離空間におけるアナロジーである．粗凸空間の自

由積もまた粗凸空間であるか，という問題は具体例の構成の観点からも重要である．筆者と深谷

友宏氏は過去の研究において，距離空間XおよびYが測地的粗凸空間であるならば，距離空間の

自由積 X*Yもまた測地的粗凸空間であるという結果を得た．粗凸空間上には無限遠にのびる

擬測地光線の集合として，理想境界が定義される．我々は測地的粗凸空間の自由積X*Yの理想

境界のコホモロジーやホモロジー，位相次元を XおよびYのそれによって計算する公式を得た

本稿の内容は深谷友宏氏（東京都立大学）との共同研究 (arXiv:2402.06862)に基づく．

1 導入

GromovはRiemann多様体とは限らない距離空間に対して， 「空間が負に曲がっている」という

概念を定式化したこれを Gromov双曲空間という． Gromov双曲空間は負曲率をもつ距離空間と

みなせるものであるまた，非正曲率 Riemann多様体がもつ距離空間としての性質を抽象化して，

CAT(O)空間や Busemann空間という距離空間のクラスが導入されたこれらは非正曲率をもつ距

離空間とみなせるクラスである．

粗凸空間は深谷友宏氏と尾國新一氏により導入された非正曲率をもつ距離空間のクラスの 1つで

ある ([6]）．粗凸空間には次のような顕著な性質がある．擬測地的な距離空間XおよびYが擬等長同

型であるとする．このとき， Xが粗凸空間ならばYもまた粗凸空間である．さらに距離空間Xおよ

びYが粗凸空間であれば，その直積空間 XxYもまた粗凸空間である．また，非正曲率をもつ単連

結完備 Riemann多様体においては， Cartan-Hadamardの定理が成り立つが，深谷氏と尾國氏は粗

凸空間においてこの定理のアナロジーを示した ([6,Theorem 1.1]）．また，粗Baum-Cannes予想と

は「良い」固有距離空間の位相幾何的情報と解析的情報が一致するとのべる，非可換幾何学において

重要な予想である．深谷友宏氏と尾國新一氏は距離が固有である粗凸空間において粗Baum-Cannes

予想が成り立つことを示した ([6,Theorem 1.3]）．測地的粗凸空間は粗凸空間の重要なサブクラスで
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ある．測地的 Gromov双曲空間， CAT(O)空間， Busemann空間および有限次元systolic複体は測地

的粗凸空間である．

測地的 Gromov双曲空間や CAT(O)空間には，無限遠にのびる測地光線の集合を適切な同値関係

でわることにより，理想境界が定義される．粗凸空間Xに対してもほとんど同様にして理想境界ax
が定義される．これらの空間のクラスにおいて，粗Baum-Connes予想が成立することは理想境界を

用いて示される．空間X 自身を調べる上で，理想境界axは重要な概念である．
群の自由積と同様に距離空間に自由積とみなせるものが定義できる．特に，群 Gおよび Hが距

離空間 Xおよび Yにそれぞれ幾何学的に作用するとき，この距離空間の自由積に対し群の自由積

G*Hは幾何学的に作用する．すなわち，このとぎ群の自由積と距離空間の自由積は擬等長同型であ

る．筆者と深谷友宏氏は [4]において，この距離空間の自由積と粗凸空間との関係を調べ，距離空間X

およびYが測地的粗凸空間であるならば，距離空間の自由積X*Yもまた測地的粗凸空間であると

いう結果を得たよって，測地的粗凸空間の自由積X*Y上には理想境界が構成できる．我々は [5]

において，この理想境界のコホモロジーやホモロジー，位相次元を X および Yのそれによって計算

する公式を得た本稿ではこの結果について概説する．幾何学的群論や粗幾何学，粗凸空間のすぐれ

た解説として，深谷友宏氏のモノグラフ [9]をあげる．

2 基本的な概念

本稿で用いられる基本的な概念を導入する．以降，（X,dx)および (Y，む）を距離空間とする．

Definition 1（擬等長同型）．（X,dx)および (Y,dy)を距離空間とする．次の 2条件を満たす写像

f:X→Yが存在するとき X とYは擬等長同型であるという

(1) 入 ~1 および k~O が存在し，任意の x,x'EX に対して

入―1dx(x,x') -k :S dy(f(x), J(x'）)三入dx(x,x') + k 

を満たす．写像fを擬等長埋め込み写像という．距離空間 Xから Yに擬等長埋め込み写像

f :X→Yが存在するとぎ， XはYに擬等長埋め込み可能であるという．
(2)定数C>Oが存在し，任意の yE yに対してxEXが存在して dy(y,f(x))::::;cを満たす．

また，この 2条件を満たす写像f:X→Yを擬等長同型写像という．

Definition 2 （擬測地線分および擬測地空間）．（X,dx) を距離空間とする．定数入 ~1 および k~O

が存在し，任意の 2点x,x'EXに対して次の 2条件を満たす写像'Y:[a, b]→Xが存在する．

(1) "f(a) = Xおよび"f(b)= X'が成り立つ．

(2)任意のt,t'E [a, b]に対して，

入―1It -t'I -kさdx('Y(t),'Y(t')):S入|t-t'I + k 

が成り立つ．

このとき，距離空間 (X,dx)を擬測地空間といい，写像'Y:[a, b]→Xを（入，K）ー擬測地線分とよぶ



Definition 3（固有距離空間）． Xを距離空間とする． Xの任意の有界閉集合がコンパクトであると

き， Xの距離は固有であるという．固有な距離をもつ距離空間を固有距離空間という．

Definition 4（粗桐密集合）．（X,dx)を距離空間とする． AをXの部分集合，また C2: Oとする．

(1)部分集合AがC離散であるとは，任意の相異なる a,a'EAに対し， d(a,a'）こ Cが成り立つ

ときをいう．

(2)部分集合AがCー穂密であるとは，任意の XEXに対し， aEAが存在し d(x,a) :S Cが成り

立つときをいう．

Remark 1．極大な C雛散部分集合AcXは2Cー桐密な部分集合である．

群の距離空間への「良い」作用を定義する．続いて，群が距離空間に「良い」作用をするとき，その

群と距離空間を粗く同一視できることを主張する Svare,Milnorの定理を述べる．

Definition 5（幾何学的な作用）．（X,dx)を距離空間とし， GはXに等長変換により作用する群と

する．

(1)任意のコンパクト集合Bexに対し，集合 {gE a I g(B) n B =I= 0}が有限集合となるとき，
作用は固有であるという

(2)あるコンパクト集合KcXで， G(K)= Xなるものが存在するとき，作用は余コンパクトで

あるという．

(3)作用が固有かつ余コンパクトであるとき，作用は幾何学的であるという．

Theorem 1 (Svare, Milnorの定理）． X を固有な距離をもつ擬測地空間とし， X に群 Gが幾何学

的に作用しているとするこのとき，次が成り立つ．

(1) Gは有限生成である．

(2)任意の点xoEXの軌道G→X:g f----t g(xo)は擬等長同型写像である．すなわち， GとXは
擬等長同型であるただし， Gにはある有限生成系に関する語距離＊1を入れる．

3 粗凸空間

本節の詳細な解説として［9，第 6章，第 8章］を参考にされたい．深谷友宏氏と尾國新一氏は粗凸空

間とよばれる距離空間のクラスを導入した [6]．これは非正曲率をもつ単連結完備リーマン多様体の粗

幾何学における対応物とみなせるものである．以下のような重要な例がある．

(1)測地的Gromov双曲空間

(2) Busemann空間，特に， CAT(O)空間

(3)有限次元systolic複体 [10].

(4) Hierarchically hyperbolic spaces [8]. 

*1語距離とは有限生成群に対し純粋に代数的な操作のみで定まる距離である．
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(5) Proper injective metric spaces [3]，特に，局所有限な coarselyHelly graphのinjectivehulls 

[2]. 

さらに，粗凸空間のなす距離空間のクラスは擬等長同型に関して閉じている．すなわち，擬測地空間

XおよびYが擬等長同型であるとき， Xが粗凸空間ならばYもまた粗凸空間である．また直積に関

しても閉じている．粗凸空間は距離空間に対して，性質の良い擬測地線分の族の存在を仮定し定義さ

れる．

Definition 6（粗凸空間）．（X,dx)を距離空間とする．入 2"'.l,k2"'.0,E2"'.lおよびC2"'.0を定数と

するまた， 0: 股~o →応o を非減少関数とする．そして£を（入， K）—擬測地線分の族とする．以下の

条件が成り立つとき， Xは（入，k,E,C,0,£)ー粗凸であるという．

(CCl) 2点v,wEXに対し，閉区間 [O,a]上で定義された擬測地線分 1E £で 1(0)= Vおよび

1(a) = wを満たすものが存在する．

(CC2) 2つの擬測地線分 1: [O, a]→ X および T/: [O, b]→ X が 7,nE £を満たせば，任意の
t E [O, a], s E [O, b]，およびcE [O, 1]に対し，次の不等式が成り立つ．

dx(r(ct), TJ(cs)）::S (1-c)Edx(r(O),TJ(O)) + cEdx(r(t),TJ(s)) + C. 

この不等式を粗凸不等式という．

(CC3) 2つの擬測地線分 1: [O, a]→ X および T/: [O, b]→ X が勺，nE £を満たせば，任意の
t E [O,a]およびsE [O,b]に対し，次の不等式が成り立つ．

It-s|::S 0(dx(r(O), TJ(O)) + dx(,(t), TJ(s))). 

条件 (CCl),(CC2)および (CC3)を満たす族£を良い擬測地線分の族といい，元,E£ を良い擬測

地線分という．特に族£が測地線分のみから成るとき， Xを測地的粗凸であるという．

粗凸空間上の理想境界の構成を概説する．定義域が 0以上の実数全体の擬測地線分を擬測地光線と

いう．粗凸空間上の理想境界はある条件を満たす擬測地光線全体の集合として定義される以下， X

を（入，k,E,C,0,£)粗凸空間とする．

Definition 7. 1 :応o→ X とするまた， nENに対し， 'Yn: [O, a』→ X をXの擬測地線分と
し， an→ooとする．任意の nENに対して，

'Yn E £,'Yn(O) =,(O) 

が成立し，列 hn)nENが？にN上で各点収束するとき，列 {(rn,an)}nを1の£ー近似列という．ァに

対する£ー近似列が存在するとき， 7はじ近似可能であるという．

Remark 2. 1:応o→Xをじ近似可能とする．パラメタをうまく取り換えて，任意の tE恥ミ。に
対して， ,(t)=,(lt」)を満たすものとする．このとき，簡単な議論により 7は（入，入＋k）ー擬測地光線

となる．

£°°をし近似可能な写像1：股2:0→Xで，任意の tE股2:0に対して， ,(t)=,(lt」）を濶たすもの



全体として定義するまた， OEXとする．£吝を

£吝：＝ ｛1 E £00: 1(0) = 0} 

として定義する． 1，n€ £吝に対して，

sup{ d(r(t), TJ(t)): t E応o}< oo 

を満たすとき，ァと nは漸近的に等しいといい，ァ～ nであらわす．これは，£宕上の同値関係を定

める．

Definition 8.熔／ ～を Xの理想境界といい， aoXによりあらわす．

Remark 3. Gromov積という量により， aoXに位相を定めることができる．基点をとりかえても，

理想境界は同相となる

4 距離空間の自由積

群 Gおよび Hが距離空間 Xおよび Yにそれぞれ幾何学的に作用しているとする．このとき，

Bridson-Haefligerは群の自由積 G*Hが幾何学的に作用する距離空間を構成した ([1,Theorem 

11.11.18]）．我々はこの構成を一般化し，群作用を仮定しない状況で距離空間の自由積を定義した．ま

ず，その構成のためネットとよばれる概念を定義する．

Definition 9（ネット）．（X,dx)を距離空間とするまた X。を集合とする．写像ix:X。→ Xを

任意のコンパクト集合KこXに対し，＃i_x1(K)< CX)を満たすものとするまた exE ix(Xo)とす

る．この三つ組み (X。,ix,ex)を距離空間Xのネットという．

Example 1.群Gが距離空間Xに幾何学的に作用しているとする．基点exをとり，その軌道写像

o(ex) : G→ X, gt---+ g(ex)をとる．このとき，三つ組み (G,o(ex),ex)はXのネットである．特に

このネットを G—ネットとよぶ

距離空間の自由積を定義するために必要な記号をまとめる．

Notation 1. (X。,ix,ex)および (Yo,i戸 Y)を距離空間XおよびYのネットとする．

• ex= ix(xo)を満たすx0EX。を 1 つとり， €x と定める．同様にして， ey = iy(Yo)を満た

すYoE Yo を 1 つとり， €Y と定める．

• X0 :=X。¥｛双｝およびY。*：=Yo¥ {Ey}とする．

• XaLJY。＊上の語とは有限列WoWI・ ・ ・ Wn (n 2 0, Wi E Xo lJ Yi。*）であって，任煮の iについて

を満たすものとする．

Wi Ex;⇒wi+1 E Y0*, 
叫 EY。＊ ⇒叫＋1Ex; 
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• XGLJYo＊上の語全体と空語｛€｝の和集合を W とするまたその部分集合として，

Wx := {wow1'"Wn E WI Wn ~ x;}LJ{E}, 

Wy := {wow1 ・ ・ ・ Wn E WI Wn ~ Y0*} LJ{E} 

とする．

Definition 10（距離空間の自由積）．距離空間の自由積X*Yは以下の面と垂直辺からなる距離空

間である．図 1を参照されたい．

ヽ
ヽ
ヽ

• （面）： ｛w} XXおよび {T}X Yからなる，ただし wEWxおよびTEWyとする．簡単のた

め{w}XXおよび{r}X YをそれぞれwXおよびザとあらわす．

• （垂直辺）：以下の 3タイプよりなる．

ヽ

-(E, e X) E { E} X X と(E,ey) E { E} X Yを結ぶ辺

ー任意の wE Wxおよび XoE Xoに対して，（w,ix(xo))E {w} x X と(wxo,ey) E 

{wx0} x Yを結ぶ辺

ー任意のTEWyおよびYoE Yo*に対して，（T,iy(y0))E {T}xYと(TYo,ex) E { TYo} x X 

を結ぶ辺

＾ 
／ ヽ

＾ 
；、 ／ ヽ /‘ ／ 

／ ヽ ／ ヽ ／ ヽ ／ 

／ ＼ ／ ＼ ／ ＼ ／ 

xoyoX y徊iY
¥|／  / 

ex, 
l 

／ 乙
ヽ ／ ヽ ／ 

ヽ ／ ヽ ／ 

ヽ ／ ヽ ／ 

ヽ ／ 

xoY ybX 

l EY ／ ／ ex, iy(yo) l l ix(xD 
l 

€X EY 

図1 距離空間の自由積 X*Y. ただし xo,x~ E XoぉよびYo,Yb E Yo*とする．

図 1のように，距離空間の自由積は木の分岐する点たちに距離空間 X および Yを交互に貼り合わ

せていくように構成される．その構造から距離d＊が自然に定まり自由積X*Yは距離空間となる．

Remark 4.群GおよびHが固有な擬測地空間XおよびYにそれぞれ幾何学的に作用していると

する．このとき， Example1 にて言及した G—ネットおよび H-ネットで距離空間の自由禎を構成でき

る．これは Bridson-Haefliger([1, Theorem 11.11.18]）によって構成された G*Hが幾何学的に作

用する距離空間に一致するよって Svare,Milnorの定理より群の自由積 G*HはGーネットおよび

＇ 



H-ネットに関する距離空間の自由積X*Yに擬等長同型である．

5 先行研究

我々は [4]において，各因子が測地的粗凸空間であるような自由積を考察し，次の結果を得た．

Theorem 2. [4, Theorem 3.1]距離空間XおよびYが測地的粗凸空間＊2であるとする．このとき，

ネットのとり方によらず，距離空間の自由積X*Yもまた測地的粗凸空間である．

X*Y上で測地線分族を構成し，これがX*Y上の良い測地線分族であることを証明することで

Theorem 2は示される．この X*Y上の良い測地線分族の構成の概略を述べるいま自由積の各面

は測地的粗凸空間であると仮定している．各面における良い測地線分を 1つとり，それらをつなぎ合

わせることでX*Yの測地線分族の元を構成する．

(X。,ix,ex)をXのネットととし，（Yo,iy, ey)をYのネットとする．また自由積X*Yの面を
すべて集めた集合を Sとする．さらに垂直辺をすべて集めた集合を Eとする．自由積の各面は測地

的粗凸空間である．各SESおよびx,yESに対して， xを始点とし yを終点とする S上の良い測

地線分を 1つとる．これを 1s(x,y)とするまた，各eEEおよびv,wEeに対して， "!e(v,w)を，

始点が Vであり終点が W である e上の測地線分とする．ここで£を

£ := {1s(x,y) IS ES, x,y E S}LJに(v,w)I e E E,v,w Ee} 

と定義する．点a,bEX* Yに対して， aを始点とし bを終点とする X*Y上の測地線分r(a,b)を

£の各元をつなぎ合わせることで定義する．その具体例を図示する．

a = (uxoYo,x)および b= (uxS,Y)とする． ここで uE Wxは最大の共通語である． また

xo,xS E X0, Yo E Y0*, x EX,およびyEYである．測地線分r(a,b): [O, d*(a, b)]→X*Yは次の
ように定義される（図 2参照）：可＝ ix(xo)および而＝ iy(yo)とする．その他の点も同様である．

1匹 0y0x(x,ex)(t) 0 ~ t ~ dx(ex,x), 

罰 (ex，加）（t-t1) t1 ~ tさt1+ 1, 

1匹 oY（茄，ey)(t-(t1+l)) t1+l~t~t1 ＋む（ey, 而）＋ 1,

r(a, b)(t)＝＜叩(ey亙o)(t-t砂
算x（詞，同）（t-（わ＋ 1))

Te3高，eり（t-紐）
咋叫y(ey,y)(t -（紐＋ 1))

t2さtさむ＋1,

ゎ＋ 1さtさわ十dx（可，同）＋ 1,

紐'.St'.S t3 + 1, 

t3 + 1 :S t'.S t3十む(ey,y) + 1. 

ただし t1= dx(ex, x), t2 = t1 + dy(ey,而） ＋1，および朽＝朽十dx（可，可）＋ 1とする．また e1,

e2,およびe3は垂直辺である．£*= {I'(a,b): a,b E X*Y}とする．£＊がX*Y上の良い測地線

分族であることを示すことで， Theorem2は証明される．

*2 [4, Theorem 3.1]においては “symmetric"という条件を仮定しているが， arXivに投稿後この仮定は除けることがわ
かった．
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図2 a = (uxoyo, x)およびb= (ux;, y)に対する I'(a,b) 

6 主定理

[5]における主定理をのべるために，添加空間という空間を説明する． GrovesとManningは[7]に

おいて，組み合わせ論的ホロボールと添加空間という概念を導入し，それによって相対双曲群の 1つ

の定義を与えたまず，これらの概念を説明する． Xを距離空間とし， x(o)C X を L離散かつ 2—桐

密な部分集合とする．

Definition 11.以下のような頂点集合甘comb(X(O))(O)と辺集合凡omb(X(O))(l)をもつ距離グラフ

を組み合わせ論的ホロボールといい， 1icomb(X(O))であらわす．

(1) 1icomb(X(0))(o) := X(o) X (NU {0}). 

(2)凡 omb(X(O))(l)は次の 2つのタイプの辺からなる：

(a)任意の XEX(O)およびlEN  U {O}に対して，（x,l)と(x,l + 1)をむすぶ
(b)x,yEX(o)およびlENに対して，

0 < dx(x,y)さ2l

を満たすならば，（x,l)と(y,l)をむすぶ

各辺の長さを 1として， 1icomb(X(O)）に lengthmetricを入れ，測地空間とみなす．

組み合わせ論的ホロボールは双曲空間におけるホロボールの組み合わせ論的アナロジーである．

Sを距離空間の自由積 X*Yの面全体の集合とする．全単射 N→ Sを 1つ定める．すなわち，
S={ZklkEN}とする．各面忍に対して， ziO)C 公を 1ー離散かつ 2—桐密な部分集合とする．

Definition 12.距離空間の自由積X*Yにおいて，すべての面 ZkESに組み合わせ論的ホロボー

ル1icomb(Z四）を貼り合わせた空間を添加空間といい， A。であらわす．
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主定理における設定をまとめる．

Setting 1.以下に述べる主定理たちに共通する設定は次である．

•X および Y を固有な距離をもつ測地的粗凸空間とする．

• sを距離空間の自由積X*Yの面全体の集合とし， S={ZklkEN}とする．各面Zkに対し
て定まっているネットを (Nk,ik心）とする．

Theorem 2より，固有な距離をもつ測地的粗凸空間の自由積X*Yは固有な距離をもつ測地的粗凸

空間となるまた，添加空間 A。も固有な距離をもつ測地的粗凸空間となる．よって， X*Yおよび

A。上に理想境界を構成できる

Theorem 3（主定理I).[5, Theorem 1.1] 8X, oY, o(X * Y)，および8A。をそれぞれX,Y,X*Y,

およびA。の理想境界とする． M*=(M門nENをK-theory,もしくはAlexander-Spanierコホモロ

ジーとするこのとき，

AfP(8(X * Y)）竺正(8A。ぃe)M喩 X)①EBMP(8Y) (1) 
N N 

また， M*= (Mn)nENをKホモロジー，もしくはSteenrodホモロジーとする．このとき，

恥(a(X* Y))戸見(8A0)x IT砧(ax)x IT砧(aY). (2) 

z
 

z
 が成り立つ．ここでMpおよびMPは被約（コ）ホモロジーである．

特に，任意の kENに対し， ik(Nk)がZk上の Cー桐密な部分集合であるとき， 8A。は Cantor空間

になるよって，主定理は次のように書ける．

M喩 (X*Y)）釦炉(C)EB 〶M喩X) EB 〶正(8Y)
N N 

ただし， CはCantor空間である．

深谷氏と尾國氏は固有な距離をもつ粗凸空間が粗Baum-Cannes予想を満たすことを示した．こ

の事実と Theorem3の (2)を組み合わせることで，測地的粗凸空間の自由積X*YのRoe代数の

K-theoryを計算することができる．粗Baum-Cannes予想について概説する．固有距離空間 Vに対

して，

• K*(C*(V))：解析的情報である Roe代数の K-theory

•Kふ(V) ：位相幾何的情報である粗 K ホモロジ一

という 2つの群が定まる．粗 Baum-Connes予想とは「良い」固有距離空間においてはこの両

者が一致する，という予想である．詳しくは［9,第 8章］を参考にされたい．深谷氏と尾國氏は [6,

Theorem 1.3]で，固有な距離をもつ粗凸空間 Vにおいて，次の写像μ＊が同型写像であることを示

した

μ*: Kふ (V)→凡(C*(V)).



66 

すなわち，固有な距離をもつ粗凸空間が粗Baum-Cannes予想を満たすことを示した．さらに次のよ

うな同型が成立することを示した ([6,Theorem 6.7]). 

Tav: Kふ (V)→k*_1(8V).

よって，合成により次のような同型写像が得られる．

Tav o μ-;;1: K*(C*(V)）→k*_1(8V). (3) 

Theorem 3の (2)と同型写像 (3)を組み合わせると，以下のことが示される．

Theorem 4（主定理II).[5, Theorem 1.2] 8X, 8Y,および8A。をそれぞれX,Y,およびA。の

理想境界とする． Kp(C*(X* Y))をX*YのRoe代数の K-theoryとする．このとき，

応(C*(X* Y))竺 Kp-1(8A。)XIJ Kp-1(8X) X IJ応詞Y).
N 

さらに，我々はo(X*Y)の位相次元を計算した

Theorem 5（主定理III).[5, Theorem 1.4] oX, oY,およびo(X*Y)をそれぞれX,Y,および

X*Yの理想境界とする． dimを位相次元とする．このとき，

dim(o(X * Y)) = max{dim8X,dim8Y} 

が成立する
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