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あらま し　本研究で は，単
一神経細胞モ デル と し て 3 次元の拡張 Bonhoeffer−van 　der　Pol方程式を用 い て，大域結合

し た神経振動子集団の ダイナ ミ クス を解析する．以前の 報告 で は，（単一神経振動子 の 固有周期に比し て）非常に 遅い

同期振動や振動の 停止な どの 興味深い 現象が見られ る こ と，特に ，速 い 振動子が遅 い 同期振動に寄与する とい う，一

見矛盾 した現象を示し た．本報告で は，平衡点の 安定性 に 注 目して解析を行 い ，こ れ ら の現象の 発生機構に つ い て考

察する．
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Abstract 　We 　examine 　the　dynamics　in　a 　population 　of　globally　coupled 　neuronal 　oscillators 　using 　the　three−dimen −

sional 　Bonhoeffer−va 皿 der　Pol　equations ，
　which 　are 　the　simpler 　single　neuron 　model 　tha皿 the　f  ous 　Hodgkin−Huxley

equations ．　 We 　have　shown 　that　there　are 　interesting　phenomena 　such 　as　slow 　phase −locked　oscillation （compared

with 　the　inherent　period　of 　each 　uncoupled 　oscillator ）and 　the　death　of　all　oscillations ．　 In　particular，　this　slow

synchronization 　is　caused 　by　the　eXistence 　of 　
‘［fast” oscillators ．　In　this　report ，　we 　discuss　the　generation　mecha 皿 ism

of 　this　slow 　oscillation 　by　analyzing 　the　stability 　of 　the 　equilibrium 　point．

Key 　words 　slow 　phase−locked　oscillation ，　globally　coupled 　system ，　neuronal 　oscillator ，　singularly 　perturbed 　sys
．

tem
，
　stability 　analysis

1． ま え が き

　生体内に は，心拍や サ
ーカデ ィ ア ン リズ ム （概 日 リズム） な

どの 様 々な振 動現象が存在する．こ れらの マ クロ な生物 リズ ム

は，固有の リズ ム を持 つ 振動 子 が相 互 作用 す る こ とに よ っ て生

み出 さ れ る．こ の よ うな 生物 リズ ム は 生命 に おい て 重要 な役割

を担 っ て お り，こ れ を 解析 す る こ とに よ っ て 生命現象を よ り深

く理 解す る こ とがで きる．本研究で は，生物 リズム の 調節機構

を調べ るために，神経振動子の大域結合系を 解析する．こ こ で，

大域結 合系 とは，各振動子が他の すべ て の 振動子 と等 し く相互

作用 する よ うな シ ス テ ム の こ とで あ る．

　HQdgkin −Huxley （HH ）方程 式 ［1】は，ヤ リ イ カの 巨大軸索 の

実験に 基づ い て定式化されたモ デル で あ り，神経細 胞の 電気的

興奮現象を定量的に 表現するモ デル と して 広く用い られ て い る，

4 変数 の 常 微分 方程 式 で 表現 さ れ る HH 方程式に は，複数の 時

間 ス ケ ール が 存在し，特異摂動系 と して の 性 質 を有 す る．こ の

HH 方程式 を 用い て ， 大域結合 し た 神経振動子 集団が 解析 され，

（単
一

神経振動子の 固有周期 に比 して ）非 常に 遅 い 同期振動や

振動の 停止などの 興味深い 現象が示 され た ［2］。しか し，この よ

うな現 象の 発 生機構は ま だ明 らか に されて い ない ，

　そ こ で ，本研 究で は ，HH 方程式よ りも単純 な神 経細 胞 モ デ

ル で ある 3 次元の 拡張 Bonhoeffer−van 　der　Pol （BVP ）方程式

（FitzHugh −Nagumo （FHN ）方程式）［3］，［4］を用い て，神経振

動子 の 大域結合系を 解析す る ．以 前 の 報 告 同 で は、様 々な 固

有周 期 の 分布 パ ターン に 対 して 解析を行 い ，HH 方程式 の 場合

と同様に 特異な振動現象が見 られ る こ とを示 した．特 に，非常
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に 遅い 同期振動 は速い 振動子 に よ っ て 引 き起こ され る とい う興

味深 い 事 実 を示 した，本報 告 で は，平 衡 点 の 安定 性 に 注 目 して，

非常に 遅い 同期振動の 発生機構を調べ る．また，この よ うな マ

ク ロ な 生物 リズムは振動子間の どの よ うな相互 作用 に よ っ て 調

節されて い るの かを議論す る．

2． 神経振動子 の大域結合系における振動現象

　N 個の 拡張 Bonhoeffer−van 　der　Pol（BVP ）振動子 が共 通

の バ ッ フ ァ （平 均 場 ） を通 して 大 域 結 合 し た シ ス テ ム を考 え

る ［2］，［6］：

箒一x ・
一誓† 針 娠 ・ D （・ 一勾

讐一
・（Xi −

・yi）

釜 嫗 一bZt），　 e・ 《 1

　 　 　 　 　 N

寄一k
’

Σ（x ・　
一

・w ） （i− ・
，

…
，N ）

　 　 　 　 　 i＝1

（1a）

（lb）

（1c）

（1d）

こ こ で，Xi ，　 yi，　 Zi はそ れ ぞれ i番 目の 振動 子 の 膜 電位，回復

変数，（遅い ）回復変数，w は共通の バ ッ フ ァ （平均場）を表す

変数で あ る．1。xt は外 部 か ら入 力 され る電流 を 表 す．また，　 D

と D ’

は結合の 強 さ を 表す結合係数で あ る （以下 で は，簡単 の

ため Dt ≡ D とす る）．1。xt を 除 くす べ て の パ ラ メ タは正 の 数

をとる もの とする．ただ し，拡張 BVP 方程式は定性的な神経

細 胞 モ デルで あ り，こ れ らの 変数やパ ラ メタ はすべ て 無次元で

ある．

　式 （1）に おい て ，D ＝・O とす る と，結合 して い ない 単一
の 拡

張 BVP 方程式と な る．これ は元 の （2 次元 ）BVP 方 程式 に 遅

い 変 数 z を導入 した もの で あ る，こ の よ うに 複数の 時間ス ケー

ルを 入れ る こ とに よ り，2 次元シ ス テ ム で は見られ ない カオ ス

解や 非常 に遅 い 振動 な どの 興 味深 い 現象 が 生 じる ［7】．

　以下で は，N ＝10 の 場合を考 え る．ま た，　 a ＝3，0，　 b ＝1．0，

η
＝O．13，1。xt ＝− 0．4 とする．

　まず，9 個 の速 い 振動子 （ε、
＝ 0，1） と 1 個 の 遅 い 振 動 子

（εi ＝・＝　O．Ol） で 結合系が構成さ れ る場合を 考え る．結合係数 D

を 変化 さ せ て，定 常状態 で の ス パ イ ク間 隔 （ISD を プロ ッ ト

す る と，図 1（a）の よ うに な る．D ＝0．0 の と きの Xi 及び w

の 時 間変化を （下か ら Xl
，
x2

，

…
　 ，

Xlo
，
w の 順に ）図 1（b）に示

す，結合が弱い とき，各振動子 は同期 して い ない が，結 合 を強

くして い くと同期 す る よ うに な る （D 〈 0．2）．D ＝0．2 付近で

ス パ イ ク間隔が固有周 期 に 比 して急 激 に大 き くな っ て い る （図

1（c））．結合を さ らに 強くする と，各振動子 の 発火 が阻 害され，

集団 全体の 振動 が停 止 してい る．一
般に，ホ ッ プ分岐か ら分岐

した 周期 解の 周期はそ れ ほ ど大きくない ため，ホモ クリニ ッ ク

分 岐 な どの 大域 的分 岐 が起 きてい る と考 え られ る．

　次 に ，1個 の 速 い 振動 子 と 9 個の 遅い 振動子 で 結合系が 構成

され る場合を 考え る．図 2（a ）にス パ イ ク間隔 （ISI）と結合係

tw　D の 関係を示す，　 D ＝O．O の ときの x，及 び w の 時間変化は

図 2（b）の よ うにな る．D の 値 を 変え て もス パ イ ク 間隔は ほ と

ん ど変化せ ず 遅い 同期振動は生 じてい な い （図 2（c））．

w
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図 1　（a）スパ イク 間隔 （ISI） と結 合係数 D の関係．（b）D ＝0．O，（c）

　　 D ＝・O．2の ときの Xi 及び w の 時間変化 （速い 振動子 （εi ＝・O．1）：

　　 9個，遅い 振動子 （εi ＝0．Ol）： 1 個）．

w
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（b）
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図 2　（a）ス パ イク間隔 （ISI）と結合係数 D の 関係．（b）D ＝0．O，（c）

　　 D ＝2．0 の ときの Xi 及び w の 時間変化 （速い 振動子 （ε i ＝0．1）：

　　 1個，遅 い 振動子 （εi ＝0．01）： 9個 ）．

　以上 の こ とか ら，非 常 に 遅 い 同 期振 動 や 振動 の 停止 な どの 特

異な現象が生じる ため に は，速い 振動子 の 存在 が 重要で あ る こ

とが 分か る．すな わち，速い 振動子がマ クロ な生物リズ ム に 大

きな影響を与える と考え られ る．

3． 平衡点の安定解析

　非常 に遅い 同期振動が発生する場合，D の 値をそこ から少 し

大き くする と，すべ て の 振 動 が停 止 して い る （図 1）．一
方，遅

い 同期振動が 起きな い 場合 は，D の 値を変 化 させ て も，振動 が

停 止す る こ とは な い （図 2）．したが っ て，遅い 同期振動 と平
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衡点の 安定 性 に は 何 らか の 関係 が あ る と予想 され る．そ こ で，

平 衡点 の 安定解析を行い ，遅い 同期振動の 発生機構に つ い て 考

察してい く，

　こ こで は，次の よ うな 2種類の振動子 に よっ て結合系が構成

され る場合を考え る，

・ − 1；：瀦   ）i

… （2）

ま た，す べ ての 振動子 に 対す る比率をそれぞれ p （＝M ／N ），

1 − p とする．本報告を 通 して，以 下 の仮定を お ぐ

［仮定 1］ 任意 の 1。xt に対 して，単
一

の 拡張 BVP 振動子 の 平

衡 点は唯
一

で ある とす る．

　単
一
振動子の 平衡点を （x ，y，　z ）＝（m，g，勾 とお くと，　 m は

誓＋ （1＋1− 1）・
一娠 一・　　　　 （3）

を満た す．こ の 仮定が 成 り立 つ ため の 必要十分条件は以下の よ

うに表され る．

1・1・ ・ 　 　 　 　 　 （・）

［仮定 2］　結合 してい な い （D ＝0） と き の 各振 動子 の 平衡 点

は不安定である とする．各振動子 の 平衡点 （x ，y，z ）に お け るヤ

コ ビ行列 の 固有方 程 式は，

λ
3

＋ （・η ＋ di2− 1 ＋ 0 （・i））λ
2

　　　＋ ［η｛1 ＋ ・げ 一1）｝＋ 0（・の］λ＋ 0 （・の一〇 （5）

とな る．式 （5）の 左辺の λ
2
または λ の 係数が 負の 数で あれ ば，

各振動子 の 平 衡点 は不 安定 に な る．したが っ て，こ の 仮定が 成

り立 っ た めの 必要十分条件 は以 下 の よ うに な る。

aη 十 X2 − 1 〈 0　ま たは　1十 α（th2
− 1）〈 0

仮定 1 よ り，

（Xi ，Yl，
Zi ）＝（X ，雪，2）　（i ＝ 1，… ，N ）

　 　 　 w ＝諺

（6）

（7）

は結合系の 平衡点 となる．平衡点 （7）にお け るヤ コ ビ行列 の 固

有多項式 ψ（λ）は以 下 の よ うに なる．

ψ （λ）＝det

た だ し，

N1

0

N1N2

d　　・・　 d　　 d

0

dT

dT

　

λ

T

｝

d

ρ

　

一
筋

d

一 ｛d・t（N 、）｝
Np ’1・｛d・t（N2）｝

N （1＋ 1・d・t（H ） （8）

・一（… 　 ）

N ・
一（

’一

∵
一λ

諾一
一 （黐ぽ⊃

（9）

（10）

（11）

で あ る．式 （8）一（11）よ り，平衡点の 安定 性は振 動 子 の数 N に

は依存せ ず，振 動子 の 比率 p と結合係数 D に 依存 して 決 まる

こ とが分 か る。

　3，1　det （鑑 ）の 安定性

　ま ず，det（Ni）の安定性 につ い て考 える．

d・t（N 、）＝一λ
3
　一（・η＋ 協 ＋X2 − 1＋ D）λ

2

− ｛吻 百汁 η ＋ ξ汁 （・η＋ bεの＠
2 − 1＋ D ）｝λ

　　　　　　　　一
η頃 叶 酔 ・bげ 一1 ＋ D ）｝ （12）

こ こ で，λ
2

， λ
1，λ

O
の係数をそれぞれ A エ，A2 ，．43 とす る と，

det（Ni）が 安定 で ある ため の 必要 十 分 条件 は次の よ うに な る．

A ， ＞ 0
，　A2 ＞ Oi　 A3 ＞ O，　AIA2 − A3 ＞ 0

式 （4）よ り，A3 は

・・
一齲 （去・1− i＋ ・

2
＋ ・）・ ・

とな り，常に ．43 ＞ 0 が成り立つ ．

（13）

（14）

　　　　　　　　　　　　　　　また，A ，A2 − ．43＞ 0 が成

り立つ と き，Al ＞ 0 また は A2 ＞ 0 な らば，もう
一

方も 自動的

に 成 り立つ ．し た が っ て，det（Ni）が安 定 で あ るた め の 必 要 十

分条件は，

A1 ＞ 0　かつ 　A ，A2 − A3 ＞ 0

ま た は

A2 ＞ 0　 カ、つ 　　AIA2 − A3 ＞ 0

（15）

（16）

とな る．

　D 》 1 の と き，Al ＞ 0 か つ A2 ＞ 0 が 成 り 立 つ ．

f（D ）＝AIA2 − A3 と お く と，　f（D ）は P に 関す る 2 次式

と な り，1。 xt を 除くす べ ての パ ラメタが正 の 数で あ る こ とか ら，

f（D ）；（・η＋ 蜘 D2 （1 ＋ 0 （1／D ））＞ 0 （17）

とな る．したが っ て，det（Ni）は D 》 1 で 安定 で あ る．一
方，

D 《 1 の ときは，仮定 2 よ り，det（N 、）は不安 定で ある こ と が

分 か る，

　こ こ で ，∫（D ）＝・　O の 解 に つ い て考え る．f（D ）の 判別式を △

とお くと，

△ 一
η
2
（・

2
η
一1）

2
＋ 2ηδ、（1＋ ・

2
η）＋ 0 團 ＞ 0 （18）

となる こ とか ら，f（D ）＝0 は異なる 2 つ の 実数解を持つ こ と
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図 3　（亀，D ）平面に お ける det（Nt ）の 安定領域 a ＝3．0，　 b ＝1．0，
η ＝0，13，lext＝− 0．4．

が分か る。これ を D
−
，D ＋ （D

−
〈 D ＋

） とお く．

　A1 ＞ O，　 A2 ＞ O，　 f（D ）＞ 0 を解くと，
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とな る．D
　

〈 Dl
，
D2 く D ＋

よ り，　 det（Ni）が 安 定 で ある た

め の 必要十分条件は 次の よ うに な る．

D ＞ D ・
，一

一
［η｛・

2
η ＋ ・＋ 2・（・・

2
　一・）｝＋ 0 （・・）］＋ A

　　　　　　　　　　　　 2aη十 〇 （ξの

0　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 0
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図 4　（ど1，D ）平 面 に おけ る ψ （λ）の 安定 領域．実線 と破線は そ れ ぞれ

　　 det（H ）及び det（ND の 安定領域の境界 を表 して い る ．α 　＝・　3．e，

　　 b ＝1．0．η
＝0．13，lext＝−O．4．（a ）p ＝0．0．（b）p ＝0．3．

　　 （c ）p ＝0．4，　（d）p ≡0．g．

また，特 異極 限 （ξt ；o）を考え る と，

（i） 1 − a2 η ＞ 0 の 場 合

　　　｛1 ＋ α（m2　− 1）｝D ＞
　 　 　 　 　 　 a

（ii） 1一α
2
η く o の 場合

D ＞
一
（αη 十 X2 − 1）

（22）

（23）

a ＝3．0，b＝＝1．0，η
＝0，13，1。xt ＝− O．4 として ，〔6z，D ）平

面 に det（Ni）の 安定領域を描 くと，図 3 の よ うに な る．

　 3．2　速 い 振 動 子の 時 定数 と平 衡点の 安定性

　次 に，（ξbD ）平 面 上 で 平 衡点の 安定 性 を 調べ る．（ξ2 ，
D ）平

面に おける Pt（λ）の 安定 領域を数値計算に より描 くと，図 4 の

よ うに な る．こ こ で は，ξ1 ＝ ・ O．1 と固定 し，p と D の 値を 変化

させ てい る．ま た，実線 と破線 は そ れ ぞれ det（H ）と det（瓦 ）
の 安 定領 域の 境界を 表 してい る．det（H ）の 安定領域は det（Ni）

の 安定領域に 含まれ てい る こ とか ら，（i2 ，
D ）平面上で は，ψ（λ）

の 安定 性 は det（H ）に よ っ て 決まる こ とが分 か る．

　p ＝0，0 （図 4（a ））の とき，δ2 ＜ 0．064 で は D の 値を変化さ

せ て も平衡点 は安定 にな らず，平衡点の 安定性 が 変化 す る ため

の ξ2 の 限界 値 が 存在す る こ とが 分 か る，遅い 同期振動は （大

域結合系の ） ホ ッ プ分岐近傍で起 きてい る．したが っ て ，この

こ とは，遅い 同期振動が起 き るた め には速い 振動子 が必要 で あ

る とい うこ とを示 し て い る．

　速い 振 動子 の 比率 p を大 き くし，p ＝O．4 と した ときの 平衡点

の 安定領域は 図 4（b）の よ うに なる．0，013 ＜ ξ2 〈 0．04 で は D

の 値を 変化 させ て も平衡点は安定にな らない が，0 〈 ε2 く 0，013

で は 平衡点が 安定に な る領域が存在 して い る．したが っ て，ξ2

の値が小 さい 範 囲 で も，平衡点が安定に なる領域が存在する場

合が あ る とい うこ とが分 か る．

　p ＝0，4 （図 4（c）） とす る と，すべ て の ξ2 に 対 して，平衡 点

が安定にな る領域が存在 して い る．p の 値を さ らに 大きくして．

p 　＝・　O．9 （図 4（d）） とす る と，平衡点の 安定領域は さ らに広 く

なっ て い る こ とが分か る，

　 3．3　速 い 振 動子の 比率と平 衡点の 安定性

　 こ こ で は，速 い 振動 子 の 比 率 と平衡 点の 安定性 との 関係を

調べ る．（p ，
D ）平面に おける ψ（λ）の 安定領域を数値計 算 によ

り描くと，図 5 の よ うに な る．ll，12，13は そ れ ぞれ det（1V1），

det（N2 ），　 det（H ）の 安定領域の 境界 を表 してい る．11 （12） の

下 側で は det（Nl）（det（N2 ））は不安定 で，上側 では 安定で あ

る．13の 内側で は det（H ）は安定 で，外側で は不 安定 で あ る，

　図 5（a ）一（d）で は，ψ（λ）の 安 定 性 は det（Ni）に は依存せ ず，

det（H ）に依 存 す る．一方，図 5（e）一（f）で は ，　 Pt（λ）の 安 定 性 は

det（瓦 ）と det（H ）の 両方に 依存す る．こ れ よ り，　 a と i2 の 値

が 両 方 とも小さ い 場合，Ψ（λ）の 安定性 は det（Ni）に も依 存 す

るよ うにな る こ とが分か る．

　δ1 霜0．1 の とき，ξ2 の 値を小さくす る と，平 衡点の安 定 領域

は 広 く な っ て い る （図 5（a）一（c））．
一

方，ξ2 ＝10
− 10

と固 定 し

て，ξ1 の 値 を小 さ くす る と，平衡点の 安定領域は 狭 くな っ て い

る （図 5（c ）一（f））．ξユ の 値をさ らに 小さ くす る と，平衡点の 安

定領域 は消滅す る．こ れ よ り，61 と 巍 の 値を両方 と も小さ く

す る と，安定領域は狭 くなっ て い くこ とが分か る．

　また，p が 小 さい 範 囲 で は，平衡点の 安定性は変化 して い な

い．したが っ て，平 衡点 の安定性が 変化するために は，速い 振

動子 が ある一
定の 比率で存在する必要 が ある とい うこ とが分か

る．ただし，図 5（e ）
一
（f）で は，p が 大きい 範 囲で も平衡 点の 安

定 性 が 変化 し な くな っ て い るが，ξ1 と ξ2 の 値が 両方 と も小 さ

く，こ れ らは速 い 振動子 とは言え ない ．
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図 5　（p，D ）平面に おけ る ψ （λ）の 安定領域．11，12，13は そ れ ぞれ

　　 det（Nl ），　 det（N2），　 det（H ）の 安定 領域の 境 界を表 して い る．

　　 α ＝3．0，b ＝1．0，η ＝0ユ3，　 lext＝−0．4．（a）ε1 ＝0．L

　 　 ど2　＝　0．01．　（b）　s
−
1　＝　0．1，　s

’
2　＝　0．001．　（c ）　ど1　＝　O．1，

　　 ご2 　＝　10
− 10．　（d）il 　＝0，08，　ε2 　＝＝　10

−10．　（e ）ご1 　＝O．03，

　　 ‘2 ＝10
− 10 ．（f）ど1 罵0．01，δ2 ＝le

− lo ．

　平衡点が安定に な る 領域が ある ε，（ま たは p）の 範 囲と遅 い

同期 振 動 が起 き る ξ‘ （ま たは p） の 範囲 は完 全 には一致 して い

な い．今後は，シ ス テ ム の 大域的な分岐構造を調べ る こ となど

に よ り，遅 い 同期 振動の 発生 機構を よ り詳細 に解 析 してい く必

要があ る，
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4． あ と が き

　本研究で は，神経細胞モ デル と して 拡張 BVP 方程式を 用い

て，神 経 振動子 の 大 域結 合系 の ダイ ナ ミ クスを解析 した．非常

に 遅い 同期振動 は 大域結合系の ホ ッ プ分岐近傍で 起き て い る こ

とか ら，平 衡点 の 安定 性 と何 らか の 関係 が あ る と考え ，平 衡点

の 安定領域を解析的及 び数値的に 求めた．

　まず ， det（Ni）の安定領域を （喬 ，D ）平 面上で 解析的に 求め

た．次に，（62 ，
D ）平面上 で 平衡点の 安定領域を数値計算に よ り

求 め る こ とで，速 い 振 動 子 の 時 定数 と平 衡点 の 安定 性との 関係

を調べ た．結合系が 1 種 類 の 振 動 子 に よっ て 構成 され る場 合，

平衡点 の安定性が変化 す るため に は，時定数の 逆数がある
一
定

値よ りも大 きい 必 要が あ る．こ の こ とは ， 遅 い 同期振 動 が 起き

る た めに は速い 振動子が 必要 で ある とい うこ とを示 して い る．

しか し、結合 系 が 2 種類 の 振動 子 に よ っ て構成され る場合，時

定数の 逆数の 値が 小さ い 範囲で も平衡 点が安定 に な る 領域 が存

在する こ とが ある．すな わ ち，遅 い 振動子 が あ る一定の 割合 で

存 在 して も，平 衡点の 安定性が変化する 場合がある．

　また，（p ，
D ）平面上 で 平衡点 の 安 定 領 域を数値計算に よ り求

め る こ とで，速い 振 動子 の 比率 と平衡点の 安定性 と の 関係を調

べ た．平衡点の 安定性が 変化する ため に は，速 い 振動 子 が あ る

一
定の 比率で存在す る必要 がある とい うこ とが分か っ た．
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