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高次群論とその幾何学 III 交点理論と退化理論

高村茂 京都大学理学研究科数学教室

2025年5月14日

概要

トポロジーや代数幾何では、交点理論や退化理論（レフシェッツ束など）が展開され、さ

まざまな結果が花開いています。広い意味では、代数幾何の「代数的」化身である可換環論も

こういう理論を持ち合わせています（スキーム論）。一方、可換環論と並ぶ“代数の柱’'群論に．．．． 
は、こういった理論はありません。この非対称性は、数学的に「不自然」です。高次群論はこ

れを解消します 群を「幾何的な対象」として扱うことができて、“交点理論”や“退化理論'

が展開できます。本稿では、著者がこれらに辿り着いた動機や経緯を含めて概説します。

1 序群の二項演算からn項演算へ、そして新たな幾何ヘ

高次群論は、群のミクロ積とマクロ積をつなぐ架け橋である。

一見すると無秩序に見えるミクロとマクロの相互作用から

“秩序ある構造’'として高次群論の幾何学が発現する。

「高次群論」は、著者が長年に渡って構想し、創り上げてきましたが、publicに話したのは、 2年

前の変換群論の研究集会での講演が初めてでした。それが、いわば“事始め’'です［高村3］，［高村5]。

そのとき人前で話すために、概念・用語・記号の体系を一気に整備し、理論に生命を吹き込んで

“鼓動が脈打ち始めた感触’'を味わったことをはっきり覚えています。それから 2年経って再び変

換群論の研究集会で講演する機会を頂いて、感慨深いものがあります。まずは、講演のあとの質

疑応答を記して、序の導入としたいと思います。

質問A. 「リーマン面やモジュライ空間の研究をやっておられたのに、なぜこういうまったく違う

分野の理論‘‘高次群論’'を創り始めたのでしょうか。動機は何でしょうか」

動機1．そもそもの動機は、大学生のときに群論の教科書と代数幾何の教科書を読んでい
て、似た形の公式があるのに気づいたことです（群論の両側コセットの位数公式と代数幾何

ひそ

のベズーの公式の特別な場合）。私には偶然に思えず、群論の背後に「未知の幾何」が潜ん

でいるのではないかと思いました。特に、ベズーの公式の一般的な場合に対応する、群論の

“未知の公式’'があるはず、と思いました。

さかのぼ

動機2. これも大学生のときに遡る話です。有限群の部分群に対するラグランジェの定理

（部分群の位数は群の位数を割り切る）から、真部分群の位数は群の位数の半分以下である

ことがわかります。この結果を習った際に、群論は「群の位数の半分以上の部分」をカバー... 
していないことに違和感を抱き、群論は『未完成の理論』のように思われました。 「群の位

数の半分以上の部分」をカバーする‘'高次の群論’'があるはずと、それ以降（暗中）模索を

つづけた次第です。
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動機 2'. 群は二項演算(g1,g2)E G X G f--t g1g2 E Gにより定義されますが、 n項演算

(g1, g2,..., gn) E G X G X • • • X G→g1g2.. • gn E Gも定まります。これら n項演算 (n= .......... 
2,3,4,...)を一斉にすべて考えると、 Gの深い性質（高次の性質）が捉えられるのではないか、

と学生の頃、漠然と思っていました 関数のテーラー展開f(x)=co+c立＋ •••+Cn炉＋・・・

やジェット束を念頭に置いて。また当時、『力学系以前』［齋籐lを読んで「n体問題」の研究

の歴史を知り久 n項演算 (n2: 3)の場合も、 n=2のときの定量的（計算的）なアプローチ

とは全く異なる定性的（幾何的）なアプローチがあるのではないかと思いました。のちに、

それが高次群論の中心的概念「シナジー」の幾何として結実しました。

なお、商次群論には直接的にリーマン面（代数曲線）は出てきませんが、それらを“感じさせるも

の’'が現れます。たとえば、代数曲線の交点に閲するベズーの定理の類似物 [TalO]。また、リーマ

ン面のレフシェッツ束（退化族）に相当するようなものも現れます [Ta12]。これらの理論を‘‘指導

原理として’'横目で見ながら誦次群論の研究を進めている、と言ったところです。なお、整数論の

類体論は、指導原理として「代数曲線のアーベル被覆」とのアナロジーを念頭に置いています。

1 類体論 1 高次群論

指導原理 1代数曲線の「アーベル被覆」 1代数曲線の「交点理論」および「退化理論」

質問B. 「高次群論から、（既存の）群論に関して何か新しいことがわかるのでしょうかJ

•占典的な群論（つまり、既存の群論）では主として部分群、コセット、両側コセットしか扱わ

ないので、そこに現れる公式は、部分群、コセット、両側コセットを含むものにほぼ限られます。

一方、高次群論は群の任意の部分集合をも扱う理論なので、はるかに広い射程を持ち、導かれる

公式も部分群、コセット、両側コセットに限らず、群の任意の部分集合をも含む形になっていま

す―古典的な群論の公式（両側コセットの位数公式など）がこういう形で一般化されます [TalO],

[Tall], [Ta9]。

なお、高次群論は文字通り、群の高次の対象3を扱いますが、その記述では「二次」の部分（両

側コセット）が本質的な役割を果たします 群の高次対象の上部構造である“シナジー” （代数幾

何の層に相当）は、「二次」の部分で構造が決定されます。これは“モース関数的’'です（多様体

上のモース関数の臨界点での「二次」の部分（ヘッセ行列）が多様体の位相型を決定）。このよう

に、高次群論には既存の幾何とのさまざまなアナロジーが現れます とりわけ、上で述べたリー

マン面（代数曲線）の交点理論や退化理論とのアナロジーが顕著です。これらは、高次群論の「普

遍性」を強く示唆しているように思われます。

I代数幾何 1高次群論 1モース理論

基盤的な道具 I 層 Iシナジー Iモース関数

1志賀浩二『多様体論 II』（岩波書店）p.187,§3.7ジェット・バンドル参照。
2n個の天体の動きの「n体問題」は、 n=2のときは定量的（計算的）なアプローチでうまくいったが、 n::>3の

ときはうまくいかず、ポアンカレが全く違った方向、つまり定性的（幾何的）方向で、新しい研究分野を切り拓いた。

3たとえば、部分群積H1H2・・・Hn,コセット積a1H心 H2・・・an凡、ずっと一般に群の部分集合の積S1品・・・Sn.
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二項演算から n項演算へ、そして‘‘高次対象の幾何学'’ヘ

高次群論の観点では、群Gの元aはスカラー、つまり次数0、部分群Hは次数1。すると、そ

のスカラー倍であるコセット aHも次数1、両側コセット KaHは次数2です。古典的な群論で扱

うのはここまでです。一方、高次群論で扱う対象は、より一般に n次 (n= 2, 3,4,...)のものま

で扱います。たとえば、 n個の部分群の積H1H2・・・Hn= {h1加・ •.hn:hi E 比(i = 1,2,...,n)} 

やn個のコセットの積a1H四 H2・・・a晶ln={a1h団2加・.・an加： h;E H;(i = 1, 2,..., n)},もっ

と一般に n 個の (G の）部分集合の積 S1品・・ •Sn= { s1s2 ・・・Sn : Si E S; (i = 1, 2,..., n)}.これ

らはGの複雑な部分集合で、一般には部分群でもコセットでもありません。

古典的な群論では、なぜ “2次’’までしか考えないのでしょうか？

つらつら考えてみると、群演算

GxG→G, (91,92)M 9192 
ヽ
2つ

がそもそも ‘‘2つ”のあいだに定義されたもの（二項演算）、というのが大きな理由と思われます

「ちゃんとした」理論化ができるのは “2次まで'’、という先入観をもたらしたと推測されます。ち

なみに、数学に限らず物理でも “2つ”のあいだの相互作用が基本です。一般に、 3つ以上のあい

だの相互作用の記述は困難ですが (n体問題）、群では3つ以上の元の相互作用（掛け算）を“機械

的に'’自在に考えることができます：

n項演算： GxGx•••xG---+G, (g1,92,··•,9n) f-------+g1g2··· gn. 
n 

物理 数学

一つの粒子 集合の元
（相互作用なし） （演算なし）

二つの粒子 群の二つの元

（相互作用） に項演算）

n個の粒子 群のn個の元
(n体問題） (n項演算）

．．．． 
すべてのn= 2,3,4,...にわたって、 n項演算を洞察することにより、今までの群論では捉えきれ

なかった群の性質を導こう、というのが高次群論の基本哲学です（解析関数f(x)のテーラー展開

勾＋ C1X十・・・＋ Cn呼＋・・・からf(x)のさまざまな性質を読み取ることのアナロジー）。後述する

ように、高次群論では、 n項演算 (n= 2,3,4,...)から一連の概念装置を組み立てていきます。

補足1.1．群作用に関しては「2つまで」で打ち止めです。片側作用（左or右作用） HへXorX nKと

両側作用（左右作用） HへXnKの二種類だけです 高次群論の立場からは前者は 1次の作用、後者は

2次の作用です。なお、 1次作用の「軌道」と 2次作用の「軌道」は同じ名称ですが、実態は異なります。

とくにXがGの場合、 HへG(resp. G n K)の軌道はコセット Ha(resp. bK)であり、すべてのコセッ

トは同じサイズです（実際、 H(resp. K)にbijectiveです）。一方、 HへGnKの軌道は両側コセット..... 
HaKで、そのサイズは aに依存します。それゆえ、 1次作用よりも 2次作用のほうが‘‘細かい’'情報を与

えます（これは、関数の 1次微分より 2次微分のほうが細かい情報を与えることと似ています）。

注：両側作用（左右作用） HへXnKを直積群HxKの左作用とみなし、左作用の一般論を適用する

こともできます。しかし、このアプローチは左右を対等に扱っていないので、「両側性に根ざした幾何」へ

つながりにくいように思われます。
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先に進む前に、他分野（解析学の n体問題）についての、「2」から「n」へ辿った研究史を少

し振り返っておきますー「群論」から「高次群論」への展開と“思想的に’'通底する部分がありま

す。歴史的には、 n体問題はn個の“天体”の動きを記述する問題として提出されました。しかし、

3体問題の場合ですら数学的には超複雑です 18個の微分方程式からなる連立方程式を解く問題

（［齋籐］p.14参照）。エ夫すると、 8個の微分方程式まで減らせますが、それでも途方もない難問

です。実際、この問題は18世紀から 19世紀にかけて多くの数学者の挑戦を跳ね返してきました。

このため、連立微分方程式を“具体的に解く’'という伝統的アプローチでは、にっちもさっちも行

かないことが次第にあきらかになってきました。このアプローチを棄て去り、新しい研究方向へ

と舵を切ったのが、かのポアンカレです。連立微分方程式の積分関数を具体的に求めようとする.... 
のではなく、「解曲線の幾何的性質」を調べ、解曲線の概形（正確な形ではなく大ざっぱな形）を

把握する、というのが彼の採った方針です。

教訓（舵切アプローチ）「2」から「3（以上）」へ移行して超難壁にぶち当たった場合、

質的に違う発想を持ち込み、定性的な方向へ舵を切る必要がある。4

高次群論の構築においても、この教訓を強く意識してきました。部分群積（セクト） H1H2・・・H叶ま

h山・• •加 (hi EH』からなるのでnが大きくなると爆発的に複雑になります。そもそも柘加・,.hn

たちは異なっているとは阪らなし・ヽのでややこしいのです（一見異なって見える 2つの元が（群Gの

関係式によって）実は等しいことが起こりえます）。 nが大きくなるにつれ、セクト H1H2・・・Hn .... 
の爆発的複雑さのため、計算してこれを具体的に決定する、という研究ではなく、定性的（幾何的）

方向の研究へと舵を切る必要があります。このときにn項演算を使うのです。具体的に言うと、 n

項浪算

G X G x... X G → G, (91, 92,..., 9n)← 9192 • • • 9n (1.1) 
n 

を直積H1X H2 X • • • X几へ制限したものを考えます：

H1 X H2 X ••• X Hn→ H晶・ ・・Hn. (1.2) 

これが高次群論の土台となる概念‘‘シナジ一’'のひな形です。

n体問題

対象 連立微分方程式

初期アプローチ 連立微分方程式を具体的に解く

舵切アプローチ I連立微分方程式の解曲線の概形を求める

高次群論

群の尚次対象（セクトなど）

群の高次対象を具体的に計算する

シナジーを幾何的に描写する

4n体問題とは異なる分野“不変式論”においても、同時代に同じようなムーブメント（定量から定性へ）が起きまし

た。それまで、不変式論はもっぱら腕力に頼った計算的結果を追求していましたが（ゴルドンが著名）、ヒルベルトが

登場し、不変式論の研究を「定性的」方向へと一新しました。これが抽象代数学（可換環論）の噂矢です。 「計算に頼

るだけの数学」がある程度煮詰まると、「計算によらない定性的な方向」への探究が始まります。多項式の解の公式の

「計算的探求」を、群による「定性的研究」へと一新したガロアも‘‘計算によらない’'数学を目指していました。多変数

関数論の岡潔はもっと過激に“論理も計算もない'’数学を目指していました（三商時代、岡は友人に対し「僕は論理も

計算もない数学をやってみたい」と言ったエピソードが残っています）。



126

(1. 2) では、部分群 H1,H公 •..,Hn を取りましたが、より一般にコセット a1H1,a2凡，．．．， an几

を取り、その直積a1H1x a2H2 x • • • x a』Inへの n項演算（1.1)の制限を考えることもできます：

a1H1 x a叫 X ••• X an凡→叫l1a叫・．西Hn.

これもシナジーです。もっと一般に、 Gの任意の部分集合81,S2，．．．，品の直積81X 82 X • • • X Sn 

への n項演算（1.1)の制限もシナジーです：

S1 X S2 X • • • X Sn---+S1函・・ ・Sn, 

(1.3) 

(1.4) 

補足1.2.正確に言うと、シナジー(1.4)は普遍シナジーです。これは直積S1X S2 X • • • X品を
．．． 

“一気に’'縮約して S1品・・・品にしますが、一般のシナジーは直積を“次々に’'縮約することによ

り得られます。たとえば、次の縮約列の a,/3,7は（非普遍）シナジーです：

S1 X S2 X S3 X S4 ~ S心 XS3 X S4 LS心 xS凶二S心 S凶． （1.5) 

「n項演算たちのあいだの演算」から「シナジーたちを“くつつける操作’'」へ

．．． 
高次群論では個々のシナジーを考えるのみならず、シナジーたちを「くつつける」ことも考え

ます。これは、代数的に言うと“メタ演算'’、つまり n項演算たち (n= 2,3,4,...)のあいだの演

算です。ここで、

n項演算T/n:、i;J xGx••·X G, ---+G, (g1, 92,..., 9n) ←➔ 9192 • • • 9n 
n 

と

m項演算'f)m: _G X G X • • • X G_--+ G, (h1, h2,..., hm) —+h山・ ··hm、、
m 

の「積」は

n+m項演算7/n+m: _G X G X • • • X G, X _G X G X • • • X G,―→ G, 
n m (1.6) 

((91, 92, ・ ・ ・, 9n), (h1, h2,..., hm)) ← 9192・・・叫1加 ・・・hm.

この積により、「n項洟算たち (n=2,3,4,...)」は半群をなします。この半群演算から、シナジーた

ちを「くつつける」操作が定まります。たとえば、シナジー'f/n: S1 X S2 X • • • X Sn -----+ S1品・• •Sn 

とシナジー'f/m: T1 X T2 X • • • X Tm -----+ T1花・・ •Tm を「くつつけた」シナジーは

枷＋m:S1 X S2 X • • • X Sn X T1 X T2 X • • • X Tm —• S心・・ •SnT1T2 ・・・Tm. 

この「くつつける」操作により、群Gのシナジー全体はモノイド構造をもつことがわかります (G

の単位部分群を Eとすると、このモノイドの単位元は“自明シナジ一’'E→Eですり。

5正確には、 “upto E-equivalence (E同値を除いて）”での単位元。 E-equivalenceについては [Tall]参照。
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「n項演算の幾何」への心理的障壁

直積GxGx..•xG の部分集合 S1 X S2 X • • • X品 （ここでふはGの部分集合）へのn項演

算の制限は（普遍）シナジーです：

n ＝枷： S1X S2 X • • • X Sn一ふS2--・Sn, (s1,s2,...,%)一 s1的・ ・・Sn. (1.7) 

これを見てどう思われるでしょうか？おおかたの反応は次のようなものでしょう。

「n項演算は、単に機械的にn個の元の積を取るだけ。考察する価値はまったくない。」

あるいは

「n項演算は昔からあるので、わざわざ『シナジー』という名称をつける必要はない

し、わかりきったことを考察するのは時間のムダ。」

振り返ってみると、高次群論の研究史において最大の難所がここです。つまり、この先入観です。
おこ ． ． ． ． ． ． ． ． 

今までなぜ高次群論が興らなかったかの理由がわかります 昔からずっとあるよく知られたもの

なので、‘‘すでにわかったもの”として思考停止してしまい、それ以上、突き詰めて洞察しなかっ

たことです。

今までの見方で見るのではなく、新たな見方で見ることにより、「よく知られたもの」．．．． 
はよく知られたものではなくなる 同じものを見ていても、違った切り口で見れば、

それは同じものではない。そこで敢えて違う名称（シナジー）を付けて“人心を一新

する”。これは先入観を一掃するためでもあります。

“研究の死角’'は、思い込みや先入観により生じる 「基本概念」は、先駆者が思い込みや先入観の壁を乗
ろか

り越え、さらに試行錯誤という‘‘濾過のプロセス”を経て到達したものである。濾過のあとの最終形態だけ

見ていると見過ごしてしまいがちだが、‘‘濾過のプロセス'’こそが研究の真髄。

2 高次群論における‘‘交点理論'’

トポロジーと代数幾何の両分野にまたがる重要な理論として、交点理論と退化理論があります。

交点理論は、代数幾何ではベズーの定理を端緒として発展しました。また、退化理論のレフシェッ

ツ束は、“発祥の地’'代数幾何のみならず、 4次元トポロジーでも大活躍します。著者は高次群論

の起ち上げにあたって、交点理論と退化理論の類似物が高次群論の幾何学にもあるはずと推測し、

それらを構築することが高次群論が成立するかどうかの試金石、と考えていました。幸いなこと

に、両理論の“類似物”を構築できました。以下では、これらのさわりの部分を解説します。この

節では、まずは交点理論に対する準備から始めます。

ベズーの定理の特別な場合と群論の両側コセットの位数公式の対照

両側コセット HaKの位数公式 |HaKI= IHIIKI/IHnK門を書き換えたものと、複素射影平面

c戸の中の代数曲線CとDの交点に関するベズーの定理の特別な場合 (CとDが同じtangency
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で交わるとき一つまり、どの交点も同じ交差重複度を持つとき）の類似性に注意します：

代数幾何 群論

ベズーの定理の特別な場合 両側コセットの位数公式

degCdegD = nlCnDI I IHIIKI = mlHnK門

ここでnは共通の交差重複度、 ここでm:= IHaKI, 

degC, degDはC,Dの次数 Ka:= aKa→ （共役）

ベズーの定理の一般の場合と高次群論の位数公式の対照

一般のベズーの定理に対応する群論サイドの公式は何でしょうか？これを述べる前に、まずべ

ズーの定理を復習しておきます。複素射影平面clP'2の中の代数曲線CとDの交点たちの交差重

複度の集合を {n1,n互．．，知｝とし、交差重複度がn]である交点の個数を 1enD|Jと書くことに

します。このとき、ベズーの定理は次の等式です：

k 

degCdegD =ど叫CnDl1・ (2.1) 
j=l 

これに対応する公式は（既存の）群論には存在しません。高次群論で初めて定式化されて示され

ます。まず、ベズーの定理の特別な場合が両側コセット HaKの位数公式に対応しているので、

HaKを一般化したものを考えます。具体的には、 aをGの（任意の）部分集合Aで置き換えた
はんちゅう

H AK = { hak : h E H, a E A, k E K}を考えます。これは古典的な群論の範疇には入っておら

ず、高次群論で初めて現れる対象です。また、 HAKは単なる集合ではなく、“両側作用’'を持ち

ます―HとKの左右からの掛け算：

HへHAKr-. K, 
(2.2) 

hak← (uh)a(kv) (u EH, v EK). 

この両側作用の軌道分解として、両側コセット分解HAK= UiEIHa(i)Kが得られます。このとき、

各Ha(i)Kの重複度m(i)（自然数）が定義されます一これは普遍シナジ一1r:HxAxK→HAK,
1r(h,a,k) = hakを経由して定めます（詳しくは[TalO]参照）。さて、 HAKが有限の場合（たとえ

ば、 Gが有限群のとき）、両側コセット分解は有限和です。このとき、 IHIIAIIKI=どm(illHnK心）1
iEJ 

が成り立ちます（ベズー型定理 [TalO])。

代数幾何 1 高次群論

ベズーの定理 ベズー型定理 [TalO]
k 

degCdegD = t叫CnDliI IHIIAIIKI = Lm(illHnK約）1
j=l I iEJ 

相乗位数公式 (synergicorder formula) 

[Tall]ではさらに、ベズー型定理の一般化であるさまざまな公式を導出しました。たとえば、上

のHAKのAをGの（任意の）部分集合の積A凶2..・A1で置き換えたHA1A2・・-Aぶ（ギルド）
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を考えます。 HAKと同様に、これは両側コセット分解HA1A2... A1K = uiEI H砂 k をもち、
各Ha(i)Kの重複度m（りが定義されます（これは、普遍シナジー 7r: H X A1 X A2 X • • • X A1 X K→ 

HA心 ••Aぷを経由して定めます [Tall]) 。このとき、次が成り立ちます [Tall]:

相乗位数公式 IHIIA1IIA叶 •••|A1IIKI= どm(illHnK心） 1- (2.3) 
iEJ 

相乗位数公式の亜種

H1,H2,-・・加を群Gの部分群とし、セクト H直 2・・・凡を考えます。これに対しては、相乗位

数公式 (2.3) は旧"1IIH叶•• |H叶＝どiEIm(il IH1 n H~町で与えられます。実は、 IH1IIH2I • • • IH叶

を表す公式は、これ以外にもさまざまなバリエーションがあります。たとえば、次の“混合型’'相

乗位数公式：

例 2.1.シナジ一T/1:H1 xH2 x凡→ H直 2几とシナジ一T/2: H4 X H5 X H5 X H7→ H4凡恥H7

を「くつつけた」シナジー nを考えます（下の underbraceは“縮約する・されだ＇を表す） ： 

T/ : H1 X H2 X H3 X H4 X H5 X恥 xH7 → H忍 H3xH直叫H7.
` v ’`  v 9 、 ` v‘ 

これから‘‘混合型＇相乗位相公式が得られます：

叩 H2IIH3IIH4IIHsllHBIIH叶＝（どm(ilIH1 n Ht'l I)（とn(J)|H4nH阜(j)I). 
iEI jEJ 

補足 2.2.部分群の位数に関する公式は、たとえばシローの定理があります：pシロー群ふに対

し、 ISpl三1modp三1.しかし、部分群の「位数積」に対するシステマティックな公式は今まで

なかったようです。著者の得た「位数積」に関する一連の公式は、シナジーを経由して定式化・導

出されるため、高次群論の登場を待たねばならなかったのです。

余談．部分群の「位数積」についての公式を書いていて、原田予想 有限群Gの既約表現たちの

次元を d1,d2,.．．，山とすると、「次元積」 d1必・・・山は IGIを割り切る を思い出しました。

相乗チャウ環 (synergicChow ring) 

上で述べたように、部分群の位数積旧]||H叶 ••|H計を「重み付き位数和」で表す相乗位数公式

はさまざまなバリエーションがあります。このことは、群Gの有限部分群たちの位数の集合が、単.... 
なる自然数の集まりではなく、さまざまなarithmeticrelationsを持つことを意味します。これ

らarithmeticrelationsを「関係式」に持つ環として、高次群論版のチャウ環 (Chowring)を構成

しました [Ta13]。まず、群Gの有限部分群全体のなす集合を Sgrfin(G)で表します。 HESgrfin(G) 

に対し、形式的な記号“シンボル'’XHを対応させ、 XH(HE Sgrfin(G))たちが生成する Z-algebra

を考えます。ここで、 XHとXKの積はXH・XK := IHKIXHnKで定めます―これは両側コセッ

トの位数公式 IHIIKI= IHKIIHnK|に対応。また、関係式は相乗位数公式（およびそのバリエー

ション）に基づいて入れます。こうして得られたZ-algebraは代数幾何のチャウ環町Chowring)の

類似物になっています。

6代数多様体Vのチャウ環Ch(V)は、 Vの部分代数多様体で（形式的に）生成される:Z-algebraを有理同値で割っ
たもの。
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定義 2.3.上で構成した環を、群Gの相乗チャウ環 (synergicChow ring)と言い、 SCh(G)と表す。

この環は、群Gの有限部分群たちの交わりの高次群論の観点からの complexityを反映してい

て、群Gの組み合わせ的性質がencodeされています。なお、群G自身が非可換でも、相乗チャ

ウ環SCh(G)はアーベル化されているので扱いやすくなっています。また、 SCh(G)は群Gの新

しい不変量になっています。

3 高次群論における“退化理論'’

体の幾何vs．群の幾何

体と群の大きな違いのひとつは、前者は単位元と零元を持ちますが、後者は単位元しか持たな

いことです。このことは、「体の幾何」と「群の幾何」との違いにも反映されます。まずはシンプ

ルな例で説明します。配の中の双曲線xy=rの族はr=O（賊の零元）において退化し、特異点

を持つ曲線‘‘十字架’'になります（図 1）。一方、'('=1（屈の単位元）では退化は起こっていませ

ん。（注：この族xy= r (r E JR)を「複素化」した複素双曲線族zw= t in (C2 (t E (C)は、レフ

シェッツ束の特殊ファイバーの（特異点のまわりの）局所モデルです。）

□r—十 T二°三
図 1:

次に、群G上で同じような族を考えてみましょう。直積G2:= GxGの中の群論版双曲線xy= r 

(r E G)を考えます。つまり Cr:={(x,y) E G X G: xy = r}を考えます。族Cr(r E G)は、正

確には掛け算写像1r:GxG→G,(x, y)→ xyにより定式化されますーファイバー T―l(r) が Cr•

問題 族Cr(r E G)は、 r=e（単位元）で追ィ・ヒするでしょうか？

．．．．．．．．．  
当面の答えはNoです（実は、あとで別の観点から Yesとなるのですが）。次が成り立ちます：

命題 3.1.r E Gによらず、 Cr竺 G(bijective).したがって、いかなる rE Gに対しても退化は
．． 

起こっていない。

証明． xy=rをyについて解くと、y=x―1,,..したがって、 Cr={(x,x―1r): XE  G}と書き直せ

ます。これはGに（集合として） bijectiveです。実際、fr:XE G ←➔ (x,x―1r) E Crはbijection

です。 ロ

注意しておくと、上の写像fr:G→¢はあくまで（集合間の） bijectionであり、群のisomor-

phismとは限りません そもそも G は一般に群になっていません (GX Gの単なる部分集合）。

今まで GxGの群構造に言及しませんでしたが、(g1,g2)'(g~, gり：＝ （g1g~,g~g2) により群構造
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を入れます7（単位元は (e,e)). このとき、 Cr(rヂe)はGxGの部分群になっていませんが、

Ce={(g,g―1): g E G}はGxGの部分群になっています。つまり、 1r:GxG→ Gのファイ

バーのうち、Qは「特殊な」ファイバーです。

体の幾何 群の幾何

双曲線 xy = r (r E良）in配 xy = r (r E G) in G2 ..... 
特殊ファイバーの有無 ただ一つ有り 一見すると無し（実はただ一つ有り）

零元上のファイバー r=Oで十字架に退化 零元自体が無し

単位元上でのファイバー r=lで退化しない r=eで、実は‘退化＇している

一部分群になっている

体の拡大 vs.群の縮小

「実の」双曲線族xy= r (r E JR)を「複素化した」族zw= t (t EC)は体の拡大「賊から C

へ」で得られますが、幾何的には、実双曲線を「グルっと回して」得られます八この複素双曲線

族zw= t (t EC)は、t→ 0のとき図 2のように退化します（レフシェッツ束の局所モデル）。

：t-］t二三
図2:複素双曲線zw=tの族(tE (['.はパラメータ）．この図の‘‘実断面’'が図 1。

上では、実双曲線族から複素双曲線族へ話を広げましたが、これは代数的には「実数」から「複

素数」への体の拡大で得られています。では、 GxGの中の「群論版双曲線族」を‘一般化＇するに

はどうすればいいでしょうか？逆説的ですが、群を縮小します。つまり、 Gの部分群HとKを

取り、 HxKの中の「群論版双曲線族」を考えます： Ct:={(h, k) EH  x K: hk = t} (t E HK). 

ここで、パラメータ空間HK={hk: h EH, k EK}はGの中の（長さ 2の）セクトです。族Ct

(tE HK)は、正確にはシナジ一1r:HxK→HK,(h,k),-+ hkにより定式化されます―各ファ

イバー T―1(t)(t E HK)が群論版双曲線Ct.次に、 HxKに群構造を (h,k)・(h',k') := (hh', k'k) 

で定めます，（単位元は (e,e)). 

定義 3.2.ファイバー T―1(t)(t E HK)がHxKの部分群になっているとき、特殊ファイバーと

言う。

7つまり、直積群GX G0P.ここで、 G°Pは、 Gのoppositegroup―集合としては Gと一致して、群演算は Gと反

対になる：g,* g2 := g辺1,
8極座標表示z= xe'", w = ye'f3, t = re'0を取ると (0は固定）、 zw=tの実部、虚部はそれぞれxy= r, ei(a+(3) = e屯
前者は実双曲線3 また、後者より a+/3三 0mod 21r, つまり 9 三—a+0mod 21r.したがって、 (z,w)= (xe'",ye'(-a+e)). 
ここで、回転パラメータはaのみ (0は固定されている）。「aを0から 27fまで動かす」というのが実双曲線xy= r 
を「グルッと回す」ということ。こうして複素双曲線zw=tができる。
9つまり、直積群HxK0P （直積群HxKではない）。ここで、 KOPはKのoppositegroup. 



132

単位元e= ee E HK上のファイバー T―1(e)= {(h, h―1):hEHnK}はHxKの部分群で

す。したがって、特殊ファイバーです（これ以外に Tの特殊ファイバーは存在しません）。

高次元双曲線の族

複素双曲線族{(z,w) E C2 : zw = t} (t E (C)は次のように高次元化されます：｛（z1,z2,...,zn)E 

〇 :z1砂• • •Zn = t} (t EC).正確には、この族は写像 T:Cn →C, (z1, z2,..., Zn) → Z1砂•..Zn 

により定式化されます 各tE C上のファイバー T―1(t)が高次元複素双曲線 z1砂 •••Zn= t.われ

われの群論版双曲線族1r:HxK→HK,(h,k)→hkの慨次元化＇は、セクト HKをより一般
に、ギルド HA1A2・・・Aぷ（A,はGの任意の部分集合）に取り換えて、その普遍シナジーで与え

られます：
7r : H X A1 X A2 X • • • X An X K→ HA山・・・心K,

(h, a1, a2,..., an, k)← ha団2• • ・ank, 
(3.1) 

これの各ファイバー T―1(t)(tEHA凶2・・・AnK)が、群論版の‘高次元＇双曲線 ha四2...a揺＝t

です。以下では簡単のためii:=(a1,a2,...,an)と表し、次の分解 source分解 を考えます：

H X A1 X A2 X • • • X An X K = II H X {a} X K. (3.2) 
ilEA1xA立••XAn

各source成分Hx｛a}xKには、群構造を次の演算で定めます：（h,a,k)・(h冒i,k') := (hhばi,k'k). 

単位元は(e,a,e).これにより、 HX A1 X A2 X • • • X An X K にはpiecewisegroup structure 

が入ります。

定義 3.3.ファイバー 7r―1(t)(tEHA凶2・・・AnK)が、piecewisegroup H x A1 x A2 x • • • x An x K 

のpiecewisesubgroupになっているとき、特殊ファイバーと言う。

これは普遍シナジーに対する特殊ファイバーの定義ですが、 [Ta12]では特殊ファイバーを一般の

シナジーに対しても定義し、さらに特殊ファイバーを（その位置も含めて）完全に決定しました。

4 結び

“創発現象’'という言葉があります。数多くのものの連携・協同や相互作用から―無秩序で複雑

な相互作用からでさえ 個々のものからは想像できないようなorganizeされた“秩序’'が発現する

現象です。著者は、高次群論の幾何を“創発現象’'として捉えています―群のさまざまな元たち

あるいは部分群たち、コセットたち、さらには群の部分集合たちのあいだの非常に複雑な相互作

用（ミクロ積・マクロ積）から‘‘秩序ある構造’＇として生じるのが、高次群論の幾何です。

理論自体は、自然現象のように“勝手に’'発現することはなく、創造しようとする者が、自ら
ほふく

未開の原野を泥まみれになって側匈前進を繰り返し、アイデアを乱射しながら少しずつ「形に

していく」。ときおり暗闇を切り裂く閃光に導かれながら。
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同じ景色を描いていても、遠近法で描かれた景色とそうでない景色は違って見えます。たとえ

ば、同じ江戸の町を描いていても、広重の浮世絵『江戸百景』は、それまでに描かれた江戸とは........... 
まったく違い、広がりや奥行きを感じさせます。数学においても、どういう切り口で見るかで広

がりや奥行きが変わってきます。本稿の内容に即して言えば、群の「n項演算」をどういう切り口

で新たに見るかで“群の景色’'が変わります。これまで説明してきたように、高次群論では「n項
くびき

浪算」に幾何的視点を持ち込んで、機械的な操作という輛から解き放ちます―単なる計算規則と

みるのではなく、幾何的描像をもつ「シナジー」として扱います。すると、“群の景色”が広がり、

新たな幾何的奥行きをもち始めます。

n項演算を代数的に“ルーチーンに’'漫然と捉えるのではなく、攻めの姿勢（？）で

「定性的」かつ「幾何的」に記述する それが高次群論の精神です。

補足 4.1.シナジーの導入に際しては、「先入観」という難所があり、おおかたの反応はそれに基づいたも

のでした。著者の別の仕事、線形商族10の導入に際しても同じような初期反応がありました 「こんなもの

は商写像の例として昔からよく知られている。いまさら‘‘導入”する意味なんてない」というものでした。

しかし、昔からあるから「もうわかったもの」と思い込むのは、研究姿勢としてアウトです。著者の仕事の

眼目は

まず、抽象的な概念として線形商族を“取り出して’'独立させて それまでは行き当たりば

ったり散発的に考察されるだけの段階（未概念化） 次に、線形商族を体系的に理論化して
いぶき

幾何的な息吹を与えて、それを軸としてさまざまなモジュライ空間の線形近似を行う枠組みを

与えた [Ta3],[HiTa3]。応用として、リーマン面のモジュライ空間の「アトラス」の作成プロ

ジェクト[HiTa4]やフェルマー曲線に関する平川の仕事[Hi]などがある。

ちなみに、著者が創った数学理論は三つあります。1.リーマン面の退化族の分裂理論[Tal]。2.線形商族の

理論 [Ta3],［高村 1],［高村2]。3.高次群論。 1は代数幾何の有名問題 Miles Reidの提出したモース化問題

（別名 atomicfiber problem)ーを扱っているため、最初から反応は良かったですが、 2,3はそういった「権

威」とは無縁ということもあり、最初の反応はあまり良くはありませんでした。

高次群論では、シナジーを記述すること（たとえば、ファイバーがどうなっているか）を研究の

前面に押し出します。そのフィードバックとして、もともとの「n項演算」の新たな性質を引き出.... 
します。さらに、個々の群のシナジーの考察にとどまらず、異なる群のシナジーたちを“一斉に'’

考えます。つまり、シナジーの圏を考察します。

【高次群論のシナリオ】

(i)群Gの「n項演算」をナ人もら n= 2,3,4,...に対して考えるだけではなく、さらに、 Gの．．．．．．．． 
すべての部分集合に対しても、「n項演算」を考える。これらは、群Gの大量の情報を含ん

でいる。

(ii) (i)において、「n項演算」を機械的な計算規則と捉えるのではなく、シナジーとして定性的

かつ幾何的に記述する。

(iii)群ごとの（i)と(ii)の考察を、圏論的に拡張する―異なる群のシナジーたちを、準同型を通

じて結びつけ圏として考える。

10線形商族は次のように定義されます。空間 M への群作用 Gへ M とGの表現 P:G→ GL(V)から群作用

GへMxVがg:(m,v)→(gm,p(g)v)により定まる。このとき、射影pr:MxV→VはG同変ゆえ、商写像

百：（M x V)/G→V/Gが定まる。これを線形商族と言う。
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【高次群論の精神】 ワンフレーズで言うと、

代数 (n項演算）を、シナジーとして幾何で洞察する。

つまり、高次群論の精神は“代数と幾何を融合するデカルトの精神’'と合致します。高次群論に

おいて、代数幾何のベズーの定理の類似物などが（位相すらなくても）成り立っているのは、高

次群論と代数幾何の根源的な精神が一致しているからかもしれません。その一方で、代数幾何と

高次群論の間には根源的な手法において大きな違いが横たわっています 前者は「層」に依拠し、

後者は「シナジー」に依拠します。以下では、この違いを‘‘必然性”の立場から眺めてみます。

「必然」の帰結：層とシナジ一

数学における概念で、淘汰されずに残り続けているものは「必然」に守られています。層の概念

は、複素多様体論や代数幾何学において「必然」の産物です。実際、コンパクトな複素多様体上

の正則関数は（最大値の原理より）定数関数しか存在しないので、大局的な正則関数を考える意．．．．．． 
味がないです。しかし、局所的な正則関数はたくさんあります。したがって、「局所ごと」の正則

関数たちの「つながり具合」を把握しようと努めるのは自然です。これを定式化したものが「層」

です。しかるに、群の場合は「局所」は（特殊な群を除いて）意味をもたないので、「層」のよう

な定式化はうまく行きません 「必然」に乏しく、安易な「アナロジ一」の発想に過ぎません。で

は、群の場合の「必然」は何なのでしょうか？シナジーを振り返ってみましょう。シナジーは次

のようにマクロ積の部分とミクロ積の部分から成ります：

T/ : _S1 X S2 X • • • X Sn --+ S1品・ ・・Sn., (s1, s2,..., Sn)←→ S伐 2・・・Sn. (4.1) 

マクロ積 ミクロ積

著者は、この「ミクロ積・マクロ積の対応」が群の場合の「必然」と考えています。その理由は次

の通りです：

数学の発展を振り返ると、「整数」から「有理数」、「実数」、さらに「複素数」へと演算（和・

積）を保ちながら拡張されています。そして、「整数」の性質を単に「整数」の中で“自己完結

的に’'考察するのではなく、ずっと広い「複桑数」の中で考察することにより、新たな性質が
かんが

捉えられています（たとえば、ゼータ関数の特殊値など）。このことを鑑みれば、「ミクロ積」

の性質を“自己完結的に’'考察するのではなく、群の「ミクロ積」を「マクロ積」まで拡張し

て、ずっと広い「マクロ積」の中で考察する方が、「ミクロ積」の新たな性質を捉えられるこ

とが期待できます一その結果、群そのものについても新たな知見を得ることが期待されます。

それゆえ高次群論では、（層の理論の「局所・大局の対応」のかわりに） 「ミクロ積・マクロ

積の対応」、つまりシナジーを考察の軸とするのです。

シナジーの定義はとてもシンプルです。層の定義と比べると、その定義の単純性はきわだってい

ます。ですが、その包摂する幾何的内容はとても深く豊かです。難解な概念を好む人もいますが、

著者は簡単で素朴な概念の方に惹かれます それもシンプルであればシンプルであるほど、もっ

と言えばバカバカしいぐらい単純な概念に惹かれます。実際、代数の基盤的概念の定義は、群も、

環も、体もすべて超シンプルです。その超シンプルさが、末広がりの発展性を担保してきたわけ
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です。一方、数学のみならず生物進化においても、複雑になりすぎた種は、進化の袋小路、つま

りどん詰まりに位置し、もはや発展の余地は少なく、新たに興ったシンプルな種に取って代わら

れることがしばしば起こります。それゆえ、著者が研究において重視しているのは、シンプル過
いぷき

ぎるぐらいシンプルな概念の追求と、その概念に“幾何の息吹’'を与えることです。シナジーはま

さにこれを体現しています。ちなみに、著者の恩師W.Goldman氏の決めゼリフは次でした：

"Everything is geometry!" 
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