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概要

2次元の離散力学系である面積保存Herron写像のn周期点について，パラメータが十分に大きい場合に
は2n個存在することがDevaney& Niteckiの結果によりわかる．本論文では， まずその結果を変分構造
の観点から説明する．その後， パラメータの変化による周期点の分岐と Morse指数の変化の関係について
詳しく解析し， 特に 2周期点， 3周期点， 4周期点の場合についてその解析結果を報告する． また， そ

の解析結果から予想される周期点の個数の変化と Morse指数の変化の関係について述べる．

1 はじめに

Henon写像とは次のような JE.2上の写像である [4]:

<1.>(x,y)=(a一丑＋by,x).

Henon写像はb= -1, すなわち
剌x,y)=(a-x2-y,x)

のとき面積保存写像となり， このとき①は後に述べる変分構造を持つ． 以降はこの写像について考える．

Devaney & Nitecki [1]はH6non写像が2-symbolfull shiftと共役となる部分集合を持つ十分条件を与えて

いるが， 特に面積保存H6non写像の場合は次のようになる．

定理 1.1([1]). a>ら(5+ 2¥15)ならば， のは 2-symbolfull shiftと共役となるような不変部分集合を持つ．

この結果より a>収5+2v5)が満たされているとき①が初個の n周期点を持つことがわかる．一方，
a< -1では全く周期軌道が存在しないことが容易にわかる．これはよく知られていることかと思われるが，

証明を付録に述べておく．

本論文では， 変分構造の観点からこのDevaney& Niteckiによって示された結果を述べ，その後Devaney

& Niteckiの仮定が満たされないような一般の場合の周期点の個数の変化， さらにそれに伴う Morse指数の
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変化の関係について述べる．

以下が主定理である． なおMorse指数の定義については後ほど第2節で述べる．

定理 1.2.面積保存 Henon写像の n周期点について， B"IをMorse指数が1であるような周期点の個数と

すると，次の等式がほとんど全ての aについて成り立つ：

” 
区（一1)7凡＝ 0.
,=O 

「ほとんど全ての a」とは，後で定める作用 HがMorse関数になるような aをいう．

定理 1.3.面積保存H向on写像の n周期点 (n=2,3,4)の分岐と Morse指数の偶奇について，以下のような

関係が成り立つ．

•サドルノード分岐により周期点が衝突し消滅（生成）する場合は， Morse指数が偶数と奇数の組で衝突

し消滅（生成）する．

•周期倍分岐が起こる場合は， Morse指数が奇数の n周期点から Morse指数が奇数の 2n周期点が2個

分岐元となった n周期点の Morse指数は偶数に変化する．

次節では，変分構造と Morse指数について述べ，変分構造の臨界点が面積保存写像の周期点に対応してい

ることについて証明を与える．第 3節では，今回考える面積保存H6non写像についての変分構造を述べ，主

定理を示す．第 4節では，パラメータ aが十分大きい場合について， Devaney & Niteckiによって示され

た結果を変分構造の観点から確認する．第 5節では， 2,3, 4周期点についてパラメータの変化による周期点

の個数の変化， さらに Morse指数と分岐の関係について解析結果を示し， 主定理が成り立っていることを

n = 2,3,4の順に追って確認する．

2 準備

2.1 面積保存写像の変分構造

<I>：配→配を面積保存写像とする：

<l>(x, y) = (X, Y) 

と書く．以下，ツイスト条件但iヂ0を仮定する．
8y 

屯が面積保存写像であることから，

dy !¥ dx = dY !¥ dX⇔ d(YdX -ydx) = 0 

が成り立ち，ポアンカレの補題から

dS = YdX -ydx 

を満たすS(x,X)が存在する． この Sを①の母関数という．上式より Sは

の関係式を満たす．

邸

ax =Y, 
AS 
- ＝ -y 
8x 
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nを自然数とし， Xn+l = X1とする (n周期境界条件）． n周期境界条件における写像①の作用 Hを

で定義する．

命題 2.1.Hの臨界点，すなわち

n 

H(x1,...,xn)＝LS(x，ふ＋1)
i=l 

8H 
;;=-(p) = 0 (i = 1,...,n) 
釦，

を満たす点 p=(p1,・・・,Pn) E 町に対し， qi ＝—紐(pi,Pi+1)(i = 1,...,n,Pn+l = Pl)とおくと，

{(pi, qi)};'=l は写像 if> の n—周期軌道である．

証明． pがHの臨界点のとき

8S 8S 
-（pt-1,p』+-（Pi,Pi+i)=O (i=l,...,n) 
8X 0x 

が成り立つ．ここで， i = 1,...,nについて

as 
qi=寂（P←1,Pi)

とおくと，
as 

qi+l =寂（Pi,Pi+l)

であり，また（1)式から
邸

qi =―面(Pi,Pi+i)

となる．（2),(3)式と骰＝ Y，璧＝一yより

<I>(p;,q』=（Pi+i, q;+1) (i = 1,..., n) 

が成り立つ（これは <I>(Pn,q砂＝ （Pl，小）を含んでいる）．

2.2 Morse指数

(1) 

(2) 

(3) 

ロ

定義 2.2([3]). M を多様体とし， f:M→政をび級関数とする． fの任意の臨界点における Hesse行列

（ごし） が正則のとき， fをMorse関数という．
',J 

定義 2.3([3]). Morse関数の各臨界点について， その点における Hesse行列（ごfix;) の負の固有値の数
i,j 

をMorse指数という．

なお，コンパクトな多様体上においては， Morse指数について以下の命題2.5が成り立つが，今回考えて

いる面積保存Henon写像の場合， Hは民n上の関数であるためこれは保証されていない．

命題 2.4([3]). n次元コンパクト多様体M 上の任意の Morse関数に対し， 凡を Morse指数が1であるよ

うな臨界点の個数とすると

ど(-1)7凡＝x(M)
-y=O 

が成り立つ． x(M)はMのEuler標数である．
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面積保存 Henon写像の変分構造と定理 1.2の証明

変分構造

面積保存H6non写像

であるよって，

3.2 

<l>(x, y) = (X, Y) = (a-x2-y,x) 

の母関数S(x,X)は

1 
S(x,X) = xX -ax+ ;:;x 3 

3 

邸¥x=X-a＋丑(=-y)) （晟＝x(=Y),

n周期境界条件における作用 Hは，

H(x1,...,xn)＝と（XiXi+l-axi＋り）
i=l 

と表される．この Hの臨界点が面積保存Herron写像のn周期点に対応する．

パラメーターが十分に大きいときのn周期点の個数

anti-integrable limitと呼ばれる a≫ 1の場合の変分構造について述べる．叩＝直Yiとすると，

n 

心 (a狐，．．．，a伍） ＝区（a鯰 Yi+l-Yi + ~Y[ 
3 
yi 

i=l ） 
～言(-y;+ ~虻） (a≫ 1) 

aが十分に大きい時は各Yiがーyt+§砂の臨界点士1になっていればよく， 土は iに独立に選べるので

勿個の臨界点（面積保存Henon写像の周期点）が求まり， これは Devaney& Niteckiの結果と一致する．

Sterling & Meiss [7]はこの変分構造と縮小写像の原理を用いて，十分大きな a>Oを固定すると，各nEN

に対し炉個の周期点が存在することを証明している．

3.3 定理 1.2の証明

十分大きな K>Oをとると， Hの臨界点は全て [-K,Ktに属することを示す． Hの勾配ベクトル場

gradH = (xn + x2 -a+ x~, x1 + X3 -a+ x~,..., Xn-1 + x1 -a＋叶）

を考える．（X1,...，％）が [-K,Ktに属さないとする．

K>Oを十分大きな実数とし，（Xl,・・・,xn)E [-K,Kドの範囲で考える．この境界において， gradHが0

にならないことを示す． lx1I= Kの場合を示せば十分である．

lx2I, lxnl <:'. Kであるから，

％＋四― a+x~ 2". -2K -a＋炉＝ （K-1)2-a-l 
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であるので，（K-1)2 -a -1 > 0が成り立つように K>Oを取っておくと， gradHは[-K,Kドの境界上

では 0にならない．これより，次が適用できる．

定理 3.1(Hopf). M を境界付き多様体とし， vをM 上のベクトル場で，その平衡点は全て孤立点で， fJM

に平衡点はないとする．このとき， Vの指数の和 LindexpvはfJMから sm-1への Gauss写像の写像度と

一致する．

この定理の〉：の vの平衡点p全体に関する和を表し， vのpにおける指数indexp(v)はdet(Dv)(p)の符

号である．

この定理の証明は，［5]のSection6のLemma3を参照されたい．その本では， vがfJX上では0にならな

いだけでなく，外向きであることを仮定しているが，それは指数の和が Gauss写像の写像度と等しいという

ところだけに使われているので，そのままの証明でこの形に拡張できる．

v = gradHとして適用する． Vの微分は Hesse行列 Dv= HessHであるから， Vの平衡点における指数

の土1は，対応する Hの臨界点のモース指数の偶奇に対応する．従って，定理3.1より

は

L(-l)'YB-y 

F:8[-K,Kt 

gradH 

→ sn-1 

→ l 
lgradHI 
gradH 

の写像度と一致する．上で見たように， 8[-K,K]n上ではgradHの少なくとも 1つの成分は正である．よっ

て， gradHの全ての成分が負になることはなく， sn-1の全ての成分が負になる部分は Gauss写像Fの像に

含まれない． Fは全射ではないので写像度は 0である．ゆえに，

区(-1)’凡＝0

が成り立つ．

4 短周期の周期点

前節の議論より，パラメータがa≫ 1から a<-1に変化するときに， n周期点はL(-l)'YB-y= 0を保

ちながら，勿個から 0個になる．その周期点の分岐と Morse指数の変化を， n= 2,3,4の場合について計算
した．

4.1 2周期点についての解析結果

n=2の時の作用 Hは以下のようになる：

1 
H(x1，四） ＝2x1x2 -a(x1＋四）＋ 3国＋砂）．

この臨界点はパラメータ aの値によって次のようになる：
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l. a> 3のとき以下の 4点が存在する：

Pl=(va+l-1, 、言了— 1)

P2 =（ヽ 「可＋ 1，ー、「万＋ 1)

p3 =（―□ +1,vば=-1+1)
p4 =(-va+l-1,-い -1)

2. a= 3のとき 3点が合併し， 以下の 2点が存在する：

P1(= P2 = p3), P4 

3. -1 <a< 3のとき以下の 2点が存在する：

P1,P4 

4. a= -1のとき 2点が合併し， 以下の 1点が存在する：

P1(=p4) 

5. a< -1のとき周期点は存在しない．

2周期点についての Morse指数と分岐の関係は以下のようになる．なお， Pl,・・・,P4については上に同じ

であり， 7はその臨界点の Morse指数を表す．

1. a> 3のとき以下の 4つの 2周期点が存在する：

2. a= 3のとき

p1(, = O(even)), 

P2(, = l(odd)), 
p3(, = l(odd)), 
p4(, = 2(even)) 

p1(, = O(even)), p2(, = l(odd)), p3(, = l(odd)) 

の3点が合併する（周期倍分岐）．

3. -1 <a< 3のとき以下の 2つの 2周期点が存在する：

p1(, = l(odd)), p4(, = 2(even)) 

4. a= -1のとき上の 2点が衝突し消滅する（サドルノード分岐）．

5. a< -1のとき周期点は存在しない．

2周期点の分岐の様子を図 1に， Morse指数の変化の様子を図 2に示す．
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図1 2周期点の分岐（上図）と Morse指数（下図）
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4.2 3周期点についての解析結果

n=3の時の作用 Hは以下のようになる：

H(x1,x2心）＝叫＋X匹 3+ X3X1 -a(x1＋四十勾）＋ ］国＋砂＋xi).

この臨界点は aの値によって次の通りである．

l. a>}のとき以下の 8点が存在する：

Pl=（v'a=1 + 1，ー、；立—ヽ；ごI)

P2 =（一、；可＋ 1,ヽ 「二，［「二）

p3 =（、二，《「江—ヽ；=-I+ 1) 

p4 =(《，一v'a=1+ 1,vば言）
P5 = （一戸，ヽ 「ゴ＋ 1,ー、「ゴ）

P6 =（一、「ゴ，ー、「ゴ，ヽ 「ゴ＋1)
p7 = (va+l -1,ご -1,‘t+l-1)

P8 = (-ロ-1,-こ -1,-va+l-1)

2. a=｝のとき 4点が合併し， 以下の 5点が存在する：

Pl, P2(= P3 = P4 = P7), Ps, PかP8

3. 1 <a<¾ のとき a>¾ のときと同様 Pl,...,PB の 8 点が存在する．

4. a= lのとき 2点の合併が3組起こり， 以下の 5点が存在する：

P1(= P2),p3(= Ps),p4(= p5),P1,Ps 

5. -1 <a< lのとき P7,P8の2点が存在する．

6. a= -1のとき 2点が合併し， 以下の 1点が存在する：

p7(= Ps) 

7. a< -1のとき周期点は存在しない．

3周期点についての Morse指数と分岐の関係は以下のようになる．なお， Pl,・・・,Psについては上に同じ

であり， 1はその臨界点の Morse指数を表す．

l. a>¾ のとき以下の 8 点が存在する：

2. a=¾ のとき

Ps (,=3(odd)) 

P1,P恥P6 (, = 2(even)) 

P2, p3, p4 (, = l(odd)) 

p7 (, = O(even)) 

P2,Pふp4,p7の4点が衝突する．その前後では， p7のMorse指数のみが0から 2へ変化し， 周期点

の個数は変化しない．
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3. 1 <a<~ のとき以下の 8 点が存在する：

4. a= lのとき

がそれぞれ衝突し消滅する．

P8 （'Y = 3(odd)) 

P1,PむP6,P7 ('Y = 2(even)) 

P2,p3,p4 ('Y = l(odd)) 

P1 (, = 2(even)）と p幻＝ l(odd))
p3(, = l(odd)）と p5(,= 2(even)) 

p4(, = l(odd)) と恥(,= 2(even)) 

5. -1 <a< 1のとき以下の 2点が存在する：

p7(, = 2(even)), Ps（1 = 3(odd)) 

6. a= -1のとき上の 2点が衝突し消滅する．

7. a< -1のときは周期点は存在しない．

3周期点の分岐の様子を図 3に， Morse指数の変化の様子を図4に示す．
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図2 3周期点の分岐（上図）と Morse指数（下図）



122

4.3 4周期点についての解析結果

n=4の時の作用Hは以下のようになる：

H(x1心2心3，四） ＝ X立2+x匹 3+x3匹＋X江 1
1 

-a(x1十四十X3口）＋ 5(吋＋ x~ +xi+ x~). 

この臨界点は aの値によって次の通りである．

1. a> 4のとき以下の 16点が存在する：

Pl = (-va, -..ra,..ra,..ra)と
Plを循環させた 3点P2,Pふp4

Ps = (-va, -~, -..ra, ~孟）と
P5を循環させた 3点pかP7,p8

pg=（嘉，一i 五い二喜）と
pgを循環させた 3点P10,P11,P12

p13 =（一v'a=3+1,v厄言＋ 1，ー、；言＋ 1,v厄言＋ 1)

P14 =（v'a=3+ 1，ー、；言＋ 1,、二＋ 1，ー、；言＋ 1)

P15= （va+l-1,‘□ -1,い -1,い -1)

P16 =(-い-L -い-1,-va+l-1,ー、i""+l-1)

2. a= 4のとき 3点の合併が2組起こり， 以下の 12点が存在する：

Pl,...,Pふ

p13(= P10 = pl2), 

P14(= pg= Pu), 

p15, Pl6 

3. 3 <a< 4のとき pg,...,P12を除く 12点が存在する．

4. a= 3のとき 3点が合併し， 以下の 10点が存在する：

P1, ・ ・ ・,Pふ

P15(= P13 = P14), 

P16 

5. 0 <a< 3のとき pg,.・・,P14を除く 10点が存在する．

6. a= 0のとき 9点が合併し， 以下の 2点が存在する：

P15(= P1 = P2 = ・ ・ ・ = Ps), P16 

7. -1 <a< 0のとき P15,P16の2点が存在する．

8. a＝のとき 2点が合併し， 以下の 1点が存在する：

p15(= p15) 
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9. a< -1のとき周期点は存在しない．

4周期点についての Morse指数と分岐の関係は以下のようになる．なお， Pl,・・・, P16については上に同じ

であり， ？はその臨界点の Morse指数を表す．

l. a> 4のとき以下の 16点が存在する：

P16 (, = 4(even)) 

p5,...,ps (1=3(odd)) 

Pl,00.,pもPia,P14 (, = 2(even)) 

pg,..., P12 (, = l(odd)) 

Pis (, = O(even)) 

2. a= 4のとき

pg('Y = l(odd)), Pnb = l(odd)), P14('Y = 2(even)), 

の3点が衝突し， p14('Y = l(odd)）の 1点に合併する．さらに P10,P⑫ P13についても同様である．い

ずれも周期倍分岐である．

3. 3 <a< 4のとき以下の 12点が存在する：

4. a= 3のとき

P16 ('Y = 4(even)) 

p5,...,ps ('Y=3(odd)) 

P1, ・ ・ ・,P4 い＝2(even))
P13,p14 ('Y = l(odd)) 

P15 ('Y = O(even)) 

p13(, = l(odd)), P14(, = l(odd)), P15(, = O(even)), 

の3点が衝突し， P15(, = l(odd))の1点に合併する（周期倍分岐）．

5. 0 <a< 3のとき以下の 10点が存在する：

6. a= 0のとき

P16 (, = 4(even)) 

p5,...,pg (,=3(odd)) 

P1,..., p4 (, = 2(even)) 

P15 (, = l(odd)) 

P1,..., p4(, = 2(even)）と p恥...,pg(, = 3(odd)）と P15(,= l(odd)）の合計 9点が衝突し，

Pl,...'pgは消滅する． p15はMorse指数が変化し 1= 3(odd)となる．

7. -l<a<Oのとき以下の 2点が存在する：

p15(, = 3(odd)), p15(1 = 4(even)) 

8. a= -1のとき，上の 2点が衝突し消滅する．

9. a< -1のときは周期点は存在しない．

4周期点の分岐の様子を図5に， Morse指数の変化の様子を図6に示す．
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図3 4周期点の分岐（上固）と Morse指数（下図）

付録A a< -1では周期軌道が存在しないことの証明

a< -1では 0が周期軌道を持たないことを証明する．（叫，y;)(i= l,...,n)がn周期軌道とする．つ

まり，

<I>(x;, y;) = (x;+1, Y;+1) (i = 1,..., n -1), 

<I>(xn, Yn) = (xぃY1)
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を満たすとする．これは

(a-x; -yぃ叫） ＝ （叫＋1,Yi+1) (i=l,...,n-1) 

(a -x~ -Yn, Xn) = (x直 1)

と表される．これより，

Xi+2 = a-x『+1―叩 (i=l,...,n)

が成り立つ．ここで，％＋1= X1,Xn+2 = X2である．これより，

叫＋2一叫＋1=（広＋1-叩）ー (x;+1+1)2+a+l (i=l,...,n) 

となり，

Xi+2一叩＋1<叩＋1-叩 (i=l,...,n) 

が得られる．これを用いると，

0 = Xn+l -X1 = (xn+l -Xn) + (xn -Xn-1) + ・ ・ ・ +（四—叫

く (xn-Xn-1) + (Xn-1 -Xn-2) + ・ ・ ・ + (x1 -Xn) = 0 

となり，矛盾が導かれた．
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