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概要

数え上げ問題に関連した様々な場面で，周期的な多項式である準多項式が現れる．とりわけ，

Ehrhart理論における Ehrhart準多項式，超平面配置における特性準多項式と呼ばれるもの

について多くの研究がなされており， Ehrhart理論においては，群作用込みで数え上げる同変

Ehrhart理論が研究されている．本研究では，超平面配置の特性多項式の同変理論を目指した研

究として，有限群が線形に作用している格子の modq reductionにおける置換表現の準多項式

性について紹介する．なお，本研究は吉永正彦氏との共同研究 [UY24,arXiv:2409.01084]に基

づく．

1 Quasi-polynomials 

Rを可換環とする．写像F: Z(>O) --+ Rが準多項式(quasi-polynomial)であるとは，正整数

ii E Z>o，および多項式fi,...,fnE R[t]が存在して，次を満たすときにいう：

fi(z) if z三 1 (mod ii); 

f2(z) if z = 2 (mod ii); 
F(z) = < for皿yz E Z(>O)・

fn(z) if z三 h (mod ii) 

正整数iiE Z>oを準多項式 Fの周期(period),各多項式ftを準多項式 Fの第i構成素(i-th

constituent)という．

z>。上で定義される準多項式は， z上の準多項式として自然に延長できることに注意する．準多項
式はしばしば“周期的な多項式”と呼ばれており，特に数え上げ問題に関連して様々な場面で現れて

いる．周期hの準多項式は，任意のtE Z>。に対して，同じ構成素列を繰り返すことによって周期

tnの準多項式だとみなすことができる． hが準多項式 Fの最小周期 (minimalperiod)であると
は， hがFの周期で，任意の k<nがFの周期とはならないときにいう．
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準多項式Fがgcd-propertyをもつとは，各構成素Jiがgcd{ii,i}だけで決まるときにいう．つ

まり，i,j E {l,..., ii}に対してgcd{ii,i}= gcd{ii,j}ならば，Ji=fJとなる．すべての準多項式

がgcd-propertyをもつわけではないが，準多項式の重要な性質の一つである．

以下では，本稿の主結果と関係深い二種類の準多項式を挙げる．

1.1 Ehrhart quasi-polynomial 

アを配上の有理多面体とし，これをq倍した多面体qPの格子点を数えることを考える．このと

き，qE Z>oに関する数え上げ関数

Lp:q← #(qPnZり

は準多項式である [BR07,Theorem 3.23].関数 Lpは Ehrhart準多項式 (Ehrhartquasi-

polynomial)と呼ばれる．特に，アが格子多面体であれば， Lpは単に多項式（最小周期 1の準多

項式）となる．

Example 1.1. £ = 1とし，長さ 1の線分P=［ーふも］を考える．このとき，アの Ehrhart準多

項式は，周期2の準多項式である：

q if q三 1

Lp(q) = {q+ 1 ifq = 2 

1.2 Characteristic quasi-polynomial 

(mod 2); 

(mod 2). 

この節では，超平面配置における重要な不変量である特性多項式の精密化である特性準多項式を紹

介する．特性準多項式も，超平面配置から定まる格子点の数え上げ関数になっている．

1.2.1 Hyperplane arrangement and characteristic polynomial 

体応上の線形空間 V：＝記上の余次元 1の部分空間（あるいは affine部分空間）を Vの超平面

(hyperplane)という． V上の超平面配置 (hyperplanearrangement)とは，超平面の有限個

の集合のことをいう．超平面配置は，代数，組合せ論をはじめ， トポロジーや応用数学など，数学の

あらゆる分野にわたって研究されている．

超平面配置の特性多項式は，超平面の枚数や Vの次元に関して帰納的に定義される．

超平面H。EAを固定し，二種類の超平面配置A',A” を与える：

A':=A¥ {H。},A":={ H n H,。 #01HEA¥{H,。}}.

A'はAよりも個数の少ない V上の超平面配置 (Aの削除 (deletion)という）で， A"はVよりも

次元の小さいH。上での超平面配置 (Aの制限 (restriction)という）であることに注意する．この

とき， Aの特性多項式 (characteristicpolynomial)は

ザ ifA= 0, £ = dim V; 

い（t)=｛認(t)-XA’'(t) ifA#0 
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によって与えられる． A＃0の場合の等式は削除制限公式 (deletion-restrictionformula)と呼

ばれており， A',A'の選び方（つまり H。の選び方）には依らない．

特性多項式は組合せ型(intersectionposet)という超平面の交わり方の情報からも決定するこ

とができ，“どのような性質が組合せ型だけから決定されるか’'が超平面配置の研究における問題意

識の一つである．とりわけ，特性多項式はAの補集合

M(A) :=V¥ LJ H 
HEA 

がもつ情報をいくつも有している．例えば，

●恥＝ Cのとき，特性多項式XA(t)のtkの係数はM(A)の£-k次の Betti数に等しい．

•照＝ R のとき，（ー 1)£い(-1) は M(A) の連結成分の個数に等しい．

●恥＝恥(pは素数）のとき， XA(P)= #M(A)である．

はよく知られている．

1.2.2 Characteristic quasi-polynomial 

整数係数ベクトル a=(a1，．．．，ac) E zc,および整数係数行列 A= (%)ij E Mmxn(Z)の

q-reductionとは，各成分を modqすることで得られるベクトル，行列のことをいい，それぞれ

［叫，［A]qで表す：

[a]q = ([a1]q,..., [ac]q) E Z!, [A]q = ([aij]q)ij E Mmxn(Zq)-

ただし，尻：＝ Z/qZであり， aEZに対して [a]q:= a+ qZ E尻である．

整数係数の列ベクトル CY1,...,CYn E zRをとる．各 CYiに対して，勾の“超平面’'Hq,iを

Hq,i := { [x]q E尉［叫・［叫q= [O]q} 

と定めることで，勾上の“超平面配置'Aq:= {Hq,1,..., Hq,n}が得られる．配置人の補集合を

n 

M(A; q）：＝勾＼LJHq,i
i=l 

で定義する．このとき，有限集合M(A;q)に関する数え上げ関数

x閉ts• : q f----t #M(A; q) 

はgcd-propertyをもつ準多項式であることが知られており [KTT08,Theorem 2.4],特性準多項式

(characteristic quasi-polynomial)と呼ばれている．さらに，準多項式Xjtuasiの第 1構成素は，
ベクトルa1,...'anから得られる記上の超平面配置

A={H1,...,Hn}, Hi:={xE照£如＝o}

の特性多項式 XA(t)となるため，特性準多項式は特性多項式を精密化したものと考えることがで

きる．また，特性準多項式の理論は，正整数qごとに格子点を数え上げているという点において
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Ehrhart準多項式と類似しており， Ehrhart準多項式の “modq版’'であるともいわれている．

りわけ，ルート系から決まる超平面配置 (Coxeterarrangement)の特性準多項式は，そのルート系

におけるfundamentalalcoveのEhrhart準多項式と密接に関係していることがわかっている (cf.

と

[Yos18]). 

関数x;,iuasiが準多項式であることは，次の補題と包除原理によって示される．
主結果の証明でも用いている．

この補題は本稿の

Lemma 1.2 ([KTT08, Lemma 2.1]).整数係数行列AE Mmxn(Z)に対して，各qE Z>oごとに

写像

臼：勾→勾； X一x[A]q
を与える． このとき，

である．

#ker匹＝（且）gcd{eJ,q})炉―,(A)
ただし， r(A):= rank Aであり， e1,...,er(A)はAの単因子とする．

Proof.簡単な概略を述べる．行列AはSmith標準形，

A=  diag(e1,..., er(A), 0..., 0), 

すなわち対角行列

（ただし e1I e2 I • • • I er(A)) 

であることを仮定してよい． このとき，

imcpq =［叫qZqX • • • X [er(A)]qZq 

となるから，＃im匹が計算できる． したがって，＃kercpqも得られる． ロ

Example 1.3. V =配とし， ベクトル

を考える．

a1 = (~), a2 = (-/), a3 = (~3), 
これらのベクトルからは，次の 3本の直線からなる配置A={H1,H2,H叶が得られる：

H1 = { (x, y) EV I y = 0 }, H2 = { (x, y) EV I y = 2x }, H 3 = { (x, y) E V I y = 3x }-

このとき， Aの組合せ型はL(A)= {V, Hi, H2, H3, 0}であり， Aの特性多項式い（t)は

XA(t) = t2 - 3t + 2 

となる． Aの特性準多項式は

x関tSl(q)= 
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図1認上のん（左），霧上のA6（右）． M(A;5), M(A; 6)は直線上にない点からなる集合．

である．また，

#(Hq,i nHq,j) = #{ (x,y) E葛 (x,y) (ai aJ) = (0, 0)} 

であるから， Lemma1.2より

#(Hq,l n Hq,2) = gcd{2, q}, #(Hq,l n Hq,3) = gcd{3, q}, #(Hq,2 n Hq,3) = 1 

がわかる．

2 Equivariant Ehrhart theory 

この章では本概の主結果の背景にある同変Ehrhart理論 (ErquivariantEhrhart thory)を

紹介する．これは Stapledon[Stall]が導入した Ehrhart理論の同変版であり，有限群による対称

性をもつ多面体において，その上の格子点を表現の構造込みで数えるものである．

2.1 Group action and representation 

有限群rのC上の線形空間 V上の表現 (representation)とは， Vの線形同型からなる群
GL(V)への群準同型p:I'―→ GL(V)のことをいう．以下，群の表現pは忠実(faithful)である

（すなわち，pが単射である）ことを仮定する．群の表現pの指標 (character)とは，関数

Xp : I'-----+ <C; "Y←→tr(p（"Y)) 

のことをいう．ただし，trは線形写像のtraceを表す．表現の指標は，値がrの共役類によって決
定される関数（類関数 (classfunction))であることに注意する．関数¢，ゆ： I'-----+ Cに対して，

その内積（¢,ゆ）を

1 
(¢,心）＝＃I'ど的）ゆ（7）

-yEI' 
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で定義する．ただし， z€C に対して，乏はその複素共役である．

本稿では， rの既約指標全体を X1,・ ・ ・,Xkのように表す．このとき，｛Xl，．．．，心｝は rの類関数

からなる線形空間の正規直交基底をなしている．つまり，（Xi，幻） ＝妬である．したがって， rの
任意の指標xは既約指標の和で

X = m1x1 + ・ ・ ・ + mkXk 

のように一意的に分解でき，各係数は mi=(x，Xi)E Z;::,:oとなる． miは xのXiにおける重複度

(multiplicity)という．

rを有限群とし，I'が有限集合Xへ作用しているとする．すなわち，I'はXの対称群の部分群
とみなせる．'YEI'で不変な元の集合を X'Yで表す：

X'Y:={xEX 位＝X}. 

元xEXのE軌道(I'-orbit)とは，I'による像

I'(x) := {"(XE X I "IE「}
のことをいい， XEXの固定部分群 (stabilizersubgroup)*1とは， xを固定する元からなる部

分群

几：＝ ｛'YE I'位＝x}
のことをいう．

有限群 rが有限集合 X に作用しているとする． X で生成される C上の線形空間 CX:= 

④xEXCxに対して， rの作用から表現Px:r---+GL(CX)が自然に得られる． PXをXの置換表

現(permutationrepresentation),その指標xxをXの置換指標(permutationcharacrter) 

という． Xの置換表現Pxにおける各元'YE I'の表現行列は置換行列となるため，置換指標Xxは，

xx('Y) = #X' (2.1) 

となることに注意する．特に，群rは元を左から掛けることで自分自身への作用を生む．この作用
から従う置換表現を正則表現 (regularrepresentation)という．その置換指標を XRで表すと，

式(2.1)より

がわかる．

#「if1 = 1; 

量）＝｛。if1ヂ1.

2.2 Equivariant Ehrhart theory 

rを有限群とする． L竺 Z（を格子とし，線形な作用p: I'-----+ GL(L)が与えられているとする．

Pをrの作用で不変な格子多面体とし，これをq倍した多面体上の格子点qPnLを考える．この

*1安定化部分群，等方部分群，isotropygroupなどともいう．
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集合の元を単に数え上げるだけならば Ehrhart多項式の理論に他ならないが，ここでは群I'の Lへ
の作用によって誘導するqPnL上の置換指標XqPを考える．

このとき，置換指標XqPがqについてどのように依存しているのかが問題の一つである．特に［

の単位元 1に対しては，

Xqp(l) = #(qP n L) = Lp(q) 

となり，これは単にEhrhart多項式である．一般には，次のようにして準多項式が現れることが知ら

れている．

Theorem 2.1 ([Stall, Theorem 5.7, Corollary 5.9]).次の写像はいずれも準多項式である：

(1) F:q← Xqp; 

(2) I'の既約指標xに対して，q←→ (x,Xqp); 

(1)の準多項式Fとの詳細を述べる． Fの各構成素はI'の指標を係数に含む多項式で，その次数

はdimPに等しいまた，その最高次係数は詈fXRである．アの代わりにその内部を考えた関数

F*:q一＃（int(qP)n L)' 

との間には， Ehrhartreciprocityから得られる関係

F* (q) = (-1)dim P det(p)F(-q) 

が知られている．

Example 2.2. L = Z2とし，ァを成分の入れ替えで定義する：

'Y: (x,y)←(y, x). 

(2.2) 

rは7で生成される位数2の群とする．格子多面体P= conv{(l,O), (0,1), (-1,0), (0,-1)}に
ついての置換指標XqPを考える（図 2参照）．

rの単位元1に関しては，単に PのEhrhart多項式を計算すればよい：

Xqp(l) = #(qP n Z2) = 2叶＋2q+ 1. 

Pのうち， 7で固定される部分p,は線分であり，この上の格子点の数え上げ関数は Example1.1 

で挙げた Ehrhart多項式となる：

XqP（分＝｛:+1 ~:::~[::]ぢ
rの既約指標は自明な指標 1と行列式指標6の2つである．これらを用いると

と計算できる．

(1＋祝＋付1十抄）q+も1+ふ8 if q三 1 (mod 2); 

Xqp = {(1 ＋呪＋け1＋抄）q＋ 1 if q三 2(mod2) 

伺＋初＋も）1+伺＋もq+も）8 if q = l (mod 2); 
＝ ｛伺＋初＋1）1+ (q2 + }q)6 if q三 2 (mod 2). 
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Main results 

Permutation representations on mod q lattices 

我々の最終的な目標は，超平面配置の特性準多項式における同変版理論を構築することである．本

稿では， A=0（空配置（emptyarrangement))での結果を紹介する．

Lを格子とし， LのZに関する基底｛約，．．． 9/3£}をとる．すなわち，

L=Z/31 ① •..① Z/3£ 

である． rを有限群とし， Lへの線形な作用p:I'---+GL(L)があるとする．各,EI'に対して，
準同型p（,)の表現行列を R,で表す．これによって，p(,)は行列倍の写像

p(,) : X f--→ xR, 

だとみなせる．

各qEZ>。に対して， Lq:= L/qLと定める．

て伝への作用 Pqを誘導する：

このとき， rのLへの作用はq-reductionによっ

pq("t) : Lq→ Lq; X← x[R叫．

作用 Pqに関する置換表現およびその指標xらについて調べることが本研究の主な内容である．

Remark 3.1. I'が有限鏡映群， Lが rootlatticeである場合には，伝に関して Haim皿 [Hai94]

や Rhoades[Rho14]によるいくつかの結果がある．しかし，いずれもqに関して， Coxeter数と互

いに素であるなどといった条件が付されている．

XLqをrの既約指標Xl,・ ・ ・,Xkで分解すると，

XL•= (XL.,X1)X1 +・・・+(XLぃXK)XK

となる．

値関数となる．

各既約指標いに対して m（ふ；q):= (XLq,Xi)とおくと， m（い；q)はqに関する非負整数

本稿では， XLqの代わりに，重複度の関数m(xi;q)をよく考える．
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Remark 3.2. I'の 1次元指標入に対しては，

m（入；q)=#{「(x)IX E qPnL, I'xこ入―1(1)}

となり，重複度の関数が仁軌道に関する数え上げ関数になっている．特に，入が自明な指標 1であ

るとき， m(l;q)はr-軌道の総数を数える関数である

本稿における主結果は次の通りである．

Theorem 3.3.次の写像はgcd-propertyをもつ準多項式である：

(1) m（ふ；q);

(2) q← XLが

Theorem 2.1と同様にして，（1)と（2)は同値である．したがって，（1)が準多項式であることを

示し，（2)をその系として与える．証明の途中で，関数m（ふ；q）の具体的表示や準多項式としての周

期についても述べる．

Proof.各既約指標いに対して， m（ふ；q)はその定義から

1 
m(xi; q) = (XL0ふ） ＝ ＃rどxLq（汎（'Y)

ァ€I'

(3.1) 

となることがわかる．右辺のうち，qに依存するのはxらり）だけであるから，これがqに関して準

多項式となることがわかればよい．実際，表現行列凡と単位行列Iによる写像

に対して，（2.1)より

西，'Y: Lq→Lq; X一x[R-y―I]q

XLqり） ＝ ＃｛x E Lq I "(x = x} 

= #{ x E Lq I x[R叫＝x}
= #{ x E Lq I x[R-y―I]q = 0} 
= #ker西，T

となるため， Lemma1.2より XLq（'Y)が準多項式であるとわかる．さらに，式 (3.1)に戻すことで，

叫； q) ＝＃I'こ的）（廿gcd{e.,,;, q)) q'-do) (3,2) 
-yEI'¥  j=l 

が得られる．ただし， r('Y)= rank(R-y―I)であり， e-y,1,...,e-y,r('Y)はR-y― Iの単因子である．ま

た，単因子がe-y,lI e虹，2I・・・ I e叩（'Y)を満たしているとする．

fi := lcm{ぢ，r(,)I, E I'¥ {1} } (3.3) 
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とおくとき， e汀 (T)| hであるから

r（,) r(,) r(,) 

IT gcd{e勺，j,q} = IT gcd{ e,,J, ii, q} = IT四｛ち，J,gcd{ii, q}} 
j=l j=l j=l 

となり，iiが準多項式xらけ）の周期であること， XLqがgcd-propertyをもつことがわかる． ロ

(3.3) で得られる準多項式の周期iiを 1cm—周期 (km-period) と呼ぶ

Corollary 3.4.自明な指標 1の重複度m(l;q)と XLqにおける 1cm—周期iiは最小周期である．

Remark 3.5. m(Xii q)はqE Z>oごとに非負整数値をとるが，準多項式の各構成素が整数係数の

多項式になるとは限らない．同様に， XLqはqごとにI'の指標となるが，準多項式としてみたとき

の各係数がrの指標であるとは限らない．すなわち， X1,・ ・ ・, Xkの一次結合として表したとき，各
係数が非負整数値をとるとは限らない．

3.2 Leading terms and relationship between components 

Proposition 3.6.準多項式m（ふ；q)の最高次の項は》平がである．すなわち， XLqのqに関す

る準多項式としての最高次の項は枡渭£である．

Proof.式（3.2)によれば， m（知；q)は高々£次多項式であり，がの項はr('Y)= 0となる'YEI'に対

してのみ現れる． r('Y)= 0であるためには b,= 1であることが必要十分であるから， m（ふ；q)の

最高次の項は X凶りがである．

既約分解 XLq= m(x1; q)x1 + ・ ・ ・ + m(xk; q)xkによれば， XLqはqの準多項式として次数［で

あり，£次の係数は

X1(l).,, Xk(l). XR 
wx1  +.・・＋ ＃I'Xk = tr・ 

となる． 口

hをXLqの le皿周期とする．各,EI'に対して，行列R,―Iの最大単因子を e,で表す．準多

項式m（Xiiq)の第d構成素を m（Xiit)dで表す．

Proposition 3. 7. d1心を hの正の約数とする．正整数sEZ>。に対して， r(,)< sを満たす任

意の'YEI'がgcd{e,,d1} = gcd{e,，必｝を満たしているとき，

deg(m(x; t)d1 -m(x;叫） ：：：： C-s. 

Proof. m(x; t)d1 -m(x; t比の C-sより大きい次数をもつ部分は

五；約） （且gcd{e7凸｝— T且gcd{e,,J)必｝） tい（勺） (3.4) 
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となる．仮定をすべて満たすとき，

gcd{ e,,j, d1} = gcd{ e,,j, e,, d1} = gcd{ e,,j, e,, d2} = gcd{ e,,j, d2} 

であるから，多項式 (3.4)は零であるとわかる． 口

Proposition 3.8. nの正の約数 d1，必が互いに素であるとする．正整数 sE Z>oに対して，
r(r) < sを満たす任意の 1EI'がgcd{e'Y,d1}= 1またはgcd{e'Y，必｝ ＝ 1を満たしているとき，

deg(m(x; t)i -m(x; t)d, -m(x; t厄＋m(x;tい）:S£ -s. 

Proof. m(x; t)i -m(x; t)d, -m(x; t厄＋m(x;t)d1d2の£-sより大きい次数をもつ部分は

1 r(T) r(T) r(T) 

＃「星xh)(1 -ll gcd{c,J,dサーリgcd{eTJ，山｝ ＋且gcd{eTJ，麟｝） t£ r(T) (3 5) 
となる．等式

(1 -ll gcd{",,;, 叫— llgcd{e-,,;,山｝十llgcd{,,,;, d山｝）
~ (1 -ll gcd{ e-,,;, d,)) (1 -ll gcd{ e-,,;,必｝）

に注意すれば，仮定をすべて満たすとき，多項式 (3.5)は零である． 仁l

Remark 3.9.特性準多項式についても， Proposition3.7, Proposition 3.8と同様の命題 [KTT08,

Corollary 2.3 and Corollary 2.4]が知られている．また，その証明も同様に行われている．

3.3 Reciprocity for the multiplicities 

r上の関数6:I'----+Cを

6(1):= (-1)r(T) (3.6) 

で定める．ただし， r('Y):= rank(R-y―I)である． R-yの対角化を考えることで， 8= det(p)であ

ることがわかる [UY24,Lemma 2.9]. よって， 6はI'の 1次元既約指標であるため， rの既約指標
いに対して，積ぃ R6もまたrの既約指標である．このとき，式（3.2)を計算することで，関数
m(xi; q)と m（ふR8;q)について次のような関係が得られる．

Theorem 3.10 (Reciprocity theorem, [UY24, Theorem 2.10]). I'の既約指標Xiに対して，

m(xi R 8; q) = (-1/m（ふ；一q).

特に， 6が自明な指標であるとき， m(xi;q)は偶関数または奇関数のいずれかである．
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この関係は，準多項式F:q←→ XLqに関する次の関係式を誘導する：

F(q) = (-l/oF(-q). (3.7) 

この関係式は， EquivariantEhrhart理論において Ehrhartreciprocityから得られていた関係式

(2.2)と酷似しているようにみえる．しかし，式 (3.7)は写像Fの自己双対的な性質を表していて，

式(2.2)は性質の異なるものである．

3.4 Examples 

本稿の最後に，例を紹介する．

Example 3.11. I'をァで生成される 6次巡回群とする． rの既約指標は，群準同型

x：←→exp(加F)
によって得られる X1,X汽x汽対，炉，茫である．ただし，茫は自明な指標 1である．
L=Z(31 ①Z(32竺 z2とし，I'が

1（針）＝俎＋必， 7(あ） ＝ー(31

で作用しているとする．このとき，

店＝汀＝ ｛O}, 

{O} 

ぢ＝ LJ4 ={{o, 〖 (2困＋ん），詞＋2ん）｝ifgcd{3, q) ~ 3, 
if gcd{3, q} = l; 

3 
{O} 

勾＝｛ ｛o,詞詞筐＋恥｝ifgcd(2, q) ~ 2, 
if gcd{2, q} = l; 

ば＝ Lq

である（図3参照）．ただし，因は/3iを含む同値類を表す． XLqり） ＝ ＃LJであるから， XLqが周期
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6の準多項式であるとわかる．実際，

q2 6 -1田＋茫＋対＋対＋炉） ＋ q2 6 + 5茫gcd{6,q} = 1; 

q2 6 -4(x1 ＋茫＋茫）＋ q2 6 +2(x2 ＋り＋ q2; 8灼gcd{6,q} = 2; 

XLq = 
~(Xl+ 茫＋ x4 ＋炉） ＋ q3 6 + 3対＋ q26+9茫

q2 6 -6応＋茫） ＋予田＋対＋ゞ） ＋ q2 ; 12茫

gcd{6, q} = 3; 

gcd{6, q} = 6 

1 訊XR叶十6(1)-XR) 
1 
訊冒＋12(1)+ 6（対＋対）―4xR)

1 訊x耐＋12(1)+ 6せー3XR)

•9.,., 
1

2

3

 

＝

＝

＝

 

｝

｝

｝

 

q

q

q

 

9

9

9

 

6

6

6

 

｛

｛

｛

 

d

d

d

 

c

c

c

 

g

g

g

 

1 
訊冒＋1s(1)+ 6(x2＋ぐ＋xりー6XR) gcd{6, q} = 6 

となる．ただし， XR=x＋茫＋対＋対＋炉＋ぜである．また，（3.6)で定まる 6は自明な指標

であるから， XLqおよび各m(xビq)はqについて偶関数となっている．

図3lattice L と L/5L （左）． L/6L （右）．•は位数 6 未満の点である．
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