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1．D次元と数値的D次元

　この話では代数多様体はすべて複素数体C上定義されているものとする．非特異な射

影的代数多様体Xの因子（divisor）Dに対するD次元κ（D）＝κ（1），X）が飯高によって

導入されXの小平次元がκ（X）：＝κ（κx，X）と標準因子五xによって定義された．定義

の仕方によりDがQ因子やR因子でもD次元が定義できる．特異点のある多様体でも

その上の因子DがQ－CartierまたはR－Cartierならば，適当な特異点解消によって引き

戻しを考えることによってそのD次元が定義できる．しかしD1とD2が数値的同値，つ

まり第一Chern類c1（D1），c1（D2）がH2（X，　R）の中で等しいとき，でも二つのκは異な

ることがある．

　一方Dがnefのとき，すなわち任意の既約曲線0との交点数D・C≧0なるとき，に

は数値的D次元レ（D）：＝〃（D，X）が定義される，これはDkがH2k（X，　R）の中でゼロで

ないという性質を持つ非負整数たの最大値である．また因子は前と同様R因子でもよい

し，特異点のある多様体上のR－Cartier因子でもよい．この量はDの第一Chem類のみ

に依存する．因子0がnefのときκ（D）＝dimXと〃（D）＝dimXは同値条件である．

一般にκ（D）＝dimXのときDをbigと言う．またκ（D）＝レ（1））となるnefな因子D

をabundantと言うがこのときDは適当な双有理射で引き戻すとκ（D）次元の代数多様

体のbigな因子の引き戻しとQ線型同値になる［Ka2］．射影的代数多様体Xがtermina］

特異点しかもたず，標準因子五xがnefの時，それを極小モデルと言う．極小モデルの標

準因子Kxはsemi－ampleである，というのがabundance予想である．川又IKa2］はこの

五xがabundantならばsemi－ampleであることを示した．

　今回の話はこの数値的D次元をnef因子だけでなく全てのR因子（特異点のあるとき

はR－Cartier因子）に対して定義をしてその性質を調べることである．詳しい結果は［N！

を参照されたい．
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　　　　　　　　　2．擬正因子（1）SEt〕1＞O－EFFECTIVE　I＞IVISOR）

　非特異射影的代数多様体X上のR因子の第～Chern類全体は∬2（X，　R）の部分ベク

トル空間N1（X）をなす．これはN6ro廿Sever三群NS（X）に対するNS（X）⑭2　Rと同型

である．この中で正R因子（砥ective股一divisor），すなわち既約分解したときの各係数が

非負となるR因子，の第一Chern類全体は凸錐体をなす．この錐体の閉包をPE（X），そ

の内部1扉PE（X）をB三g（X）と書く．第一Chem類ε1（司がPE（X）に含まれるとき，

R因子0を擬正（pseudo－ef£ective）と呼び，　Big（X）に含まれるとき，bigと呼ぶ．　R因

子DがbigであることとdimHO（X，　cmD」／がmの函数としてmd加Xの◎沽erである

ことは同値である．ただしここでLD」はDの切り下げを表わす．またample因子の第

一 Chem類の正の実数による線型結合全体は凸錐体Amp（X）を生成するが，この閉包を

Nef（X）と書く．その内部lm　Nef（X）はAmρ（X）である．ぴD）∈Nef（X）となる鍵因

子Dをnefと呼び，　c1（D）∈Amp（X）のときampleと呼ぶ．これはDがQ因子のとき

の通常のnefおよびa∋leの定義と一致する．数値的1）次元〃（D）はRef　c⑳e　Nef（X）

から｛◎，1，．．．，dimX｝への凸函数である．飛因子Dが擬正であることは任意のample麗

因子、4に対してo＋Aがbigであることと同値である．擬正R因子Dとx上の一点

ヱに対して以下の様に実数砺（D）を定義する。

　●Dがbigのとき，

　　　　　　　　　　　・・（ρ）・－li醍f÷m噸・…・叫

　・Dが単に擬正のとき，ample因子Aをひとつ選んで

　　　　　　　　　　　　　στ（D）＝limσ¢（D十εA）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　ε↓0

この定義が．4の取り方にも依らず，またDがbigのときにも共に一致していることがわ

かる．またσ。（D）はDの第一Chern類のみに依存する量である．

定理1．非特異射影釣代数多様体Xには以下の性質を持つample因子Aが存在する：任

意の擬正R因子．0とσエ（D）＝0かつ鐙〆Supp〈0＞なる点念と任意の正の実数mに対

して

¢〆Bs　l「mD寸十ノII　U　Bs　lしmZ）」十ノ11．

ただし「D「：＝⇒－D」は0の切り上げ，〈D＞：＝D－LD」は分数部分である．
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略証．ρジZ→Xを点ガでのブローアップ，場を例外因子とし実数0＜α＜1をひとつ

固定する．このとき

　　　　　　　　　　戸；（（1一α）A－Kx一ξmO＞）一（d三mX）尾

が全ての点y，全ての正の実数mについてampleとなるample因子．4が存在する，条件

σエ｛∠）〕＝◎より任意の正の実数mに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　mult苫△〈1

を満たす，mD÷αAと数値的同値な正侭因子△が存在する．ここで（X，△）および

（X，△＋〈～mD＞）は¢においてlog－terminalである．　L1：＝「mD「＋・4，　L2：＝LmX）」＋A

とおくと

ρ；（L1－（κx十△十く一mD＞））一（dimX）E苫～num¢（（1一α）．4一五x）～（dimX）Ex

　　　　ρ：（L2－（κx十△））一（d輌m　X）εエ～numρ墓（（1一α）ノ霊一Kx－・（m・D＞＞一（dim　X）E鐙

が成り立つ．ただし～numは数値的同値を表わす．したがって次の命題に帰着された．口

命題2．非特異射影的代数多様体xと正低因子△の対（x，△）が点¢でlog一総笛麺a］

であると仮定する．またρがZ→Xと瓦を前述のとおりとする．もしCartier因子L

について砿（L－（Kx＋△））一（d三mX）E、，がampleならばz¢B司匂である．

　この命題は川又Wiehweg消滅定理によって証明される．以後σ。（D）＝0のとき．Dは

エでnefである，と言う．これは影を通る任意の曲線とDとの交点数が非負というより

強い条件である．Dがzでnefであることは任意のample　lR因子Aに対してD＋．4が

zでampleであることに他ならない．

系3．　（1）艮因子Dが擬正であることとあるample因子Aに対してH◎（X止mD」＋

　　、4）≠0が任意の自然数mについて成り立つことは同値．

　（2）擬正腫因子ま）に対してΣ（D）をσパD）＞0なる点¢の全体とする．するとΣ（D）

　　は代数的閉集合の加算和であり，もしω∈Σ（D）ならば¢を通る既約曲線0で

　　CcΣ（D）なるものが存在する．

任意の真の代数的既約閉集合Wに対して

w｛D）：＝2豊ぴD）
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と定義する．Σ（D）の既約成分はσw（D）＞0となるWからなる．そのうち余次元1のも

の｛隅｝は有限個しかなく因子として互いに数値的に一次独立である．そこで正R因子

　　　　　　　　　　　　　　N（D）・一Σ・以（Dw

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wε

を考える．P（D戊：＝D－N（D）とおいてD＝P（D）÷刑功をDのσ分解と呼ぶ．任意の

点エに対してσ。（ρ）＝σ¢（P（0））→multヱW（β）が成り立つ．もしP（D）が鷲fならばこ

のσ分解をZaτlski分解と呼ぶが，任意の双有理射∫：γ→Xで引き戻してもP（ハ0））

がnefにならない例がある［N，5．2］．次の命題は命題2と同様の議論で証明できる．

命題4．非特異射影的代数多様体xと正盈因子△の対（x，△）は非特異既約曲線cに沿っ

てlog－terminalでありC¢Supp△と仮定する．ρc：Z→Xを0を中心としたブローアッ

プ．Ecを例外因子とおく．もしCartier因子Lについて酷（L－（κx十△））一（dimX－1）Ec

がamがeならば，準同型

　　　　　　　　　　　　　　H°（XL）→が（¢Llc）

は全射である．

そして定理1と同様の証明によって以下の結果を得る．

定理5．擬i正R因子Dが数値的にゼロでなく，～V（D）＝0とする．このときあるample

因子Aに対してdim∬o（x，しmD」十A）は少なくともmのorderをもつ．

　ゆえに擬正艮因子Dに対して以下の3条件は同値である、

　（1）Z）と了～㌣Z）戊は数値的同イ直。

　（2）任意のample因子についてdim　H◎（X，　LmD」＋A）はmについて有界．

　（3）任意のample因子について1imm→。。　m－1dim五〇（x8しηzDJ十．4）＝0．

　非特異射影的代数多様体Xとその上のR因子Dおよびample因子Aに対して

σ（D：．4）をlim　infm→。。7η4dim∬o（X，　LmD」十A）＞0なる最大の非負整数夫，ただし

HO（X，　LmD」＋A）がすべてのm＞0についてゼロの場合には一。。と定義する．また数

値的D次元κ。。m（、0）＝κ。um（D，X）をsup｛σ｛1）；剤し4巫ple｝と定義する1．系3より

κ。銀（D）≧0とDが擬正田子であることは同壺である．また定理5より蕊＿（D）＝0

と，Dとガ（D）が数値的同値であることは同値である．その他κ仙mは以下の性質を持つ．

　1［N］ではκσとしている．もう一つκレという別の定義がある．

go

4



（1）D－D’が擬正ならばκ。。㎜（D）≧κnum（D’）・特にκw㎜（刀）はDの第一Chern類の

　みに依存する．

（2）κ（D）≦κnum（D）．

（3）0がnefならばκnu㎜（0）＝μ（D）．

／4）κぷm（1））二占mXとDがぴgであることは1司値．

（5）（C。ve∫逗Lem領）非特異射影的代数多様体からの全射了：γ→Xと弄例外因子

　Eに対してκnumげパ）十E）＝κnum（∠））．

（6）（Easy　addition）代数的ファイバー空間π：X→5について

κnu㎜（D，X）≦κnum（D。，X。）十dim　3．

　　　ただし5∈5は非常に一般の点でX，＝π一1（3），D、はDのX、への制限を表わす．

　また非特異射影的代数多様体Xに対するκ。踏（X）：＝κ獺パKx）は双有理不変量であ

る．このκ嚢頭（X）をXの数値的小平次元と呼ぶ．もしXが極小モデル苗を持つならば

κ。。吋X）ニパγ戊である．

3．WEAKLY　PoslTlvITYとω．sHEAF

　因子が点エでnefという概念はViehwegによって導入された次のweakly　positiveと

いう概念と本質的に同じである，

定義6．非特異射影的代数多様体X上の連接層タが以下の条件を満たすとき点¢で

w宏k］yρ◎s三tiveであると言う：ひとつの砿ρ］e因子、4と任意の自然数αに対して，自然

数6を適当に選べば層ぷb〈ヂ）⑧0（6．4）の大域切断がエでのs繍kを生成する．ただし

ぴ（ア）はアのb次の対称tCnsor積のdouble　dualを表わす．

　実際∫が点¢でweakly　positiveであることを対応するtautological因子の条件で述べ

ることができる．簡単のため今アがlocally　freeと仮定してp：IP（∫）→Xをprojective

bundle，　Hをtauも010glca1因子とする．このとき以下の2条件は同値である．

　（1）アは点エでweakly　p◇8泊ve・

　（2）Hは戸卵d合e餐ect三veでありかつΣ｛登）Ωρ一1（刈＝0．

この同値性はアがlocany　freeでないときにも少し複雑な形ではあるが表わすことがで

きる．また命題2，4の論法により次が成り立つ．
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命題7．連接層アがgでweakly　po8itlveかつ10cally　freeならば以下の性質を満たす

ample因子Aが存在する：任意のmに対して♂（グ）⑧0（A）の大域切断が¢でのstalk

を生成する．

　ここで注意したいことは証明上この．4はアの階数に依存することである．ところが．

たとえばdualizing　sh㈱fの川頁像∫＝∫．ωγについて考えると，もし∫：γ→Xが非特異

射影的代数多様体Yからの全射であれば，ア⑧0（膚）が大域切断で生成されるという性

質を持つample因子．4はXのみに依存してとることができる．それはKoR4r［K◇｝の結

果からわかる．それを言い換える意味で次のω一sheafを定義する、

定義8．ある非特異射影的代数多様体Yからの全射∫：y→Xによって得られる順像

五ωγの直和因子となる連接層をω一sheafと呼ぶ．

K◇llふIK∋の結果より次の命題が証明できる．

命題9．g：X→Zを射影的代数多様体の間の全射とし，アをXの上のω一sheafとする．

このとき次が成り立つ．

　（1）爵9。アは宕s力ea輻

②導来圏D（08）においてRg。∫～qis㊥」～㌦項司．

　（3）X上のample因子Aとp＞0に対してHP（X，ア⑧0（A））＃0．

ただし～qi，はquasi4somorphlSlnを表わす．

注意租（陪，A．41）．正規な多様体X上のあるω一土㈱fが点エでloc姐y　freeなとき，¢の

analyticな近傍〃上ある正Q因子△が存在して（μ，△）はlog－terminalとなる．特に

（X，⊃r）は有理特異点または非特異である．

定義且、正規射影的代数多様体X上の連接層∫のd◇uble　doal∫∧が同じ階数の砕sheaf

を部分層に持つとき，アをO－sheafと呼ぶ．

　非特異射影的代数多様体の間の全射∫：γ→Xに対して順像みωγノxはある条件のも

とではnumer三c岨y　semi－P◎s垣veな1◎cally　free　sheafであることがlli又｛Kallで示され．

その条件がなくても，あるZarlski開集合上weakly　p◎sltiveであることがViehweg｛V｝で

示されている．したがって非特異射影的代数多様体X上のO－sheaf∫について∫6娠1

は，あるZariski開集合上でweakly　positiveである．　Viehweg［VIはさらに任意の自然数

mについて層み（ω路）が，あるZ頭skl開集合上でweaklyρ◎s三t三veであることをぐyc§c

coveringを利用して証明した．同じテクニックで以下の命題12と定理13を証明できる．
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命題12．非特異射影的代数多様体X上のR因子Dがnefかつabundantでありその

分数部分〈D＞のsupportが正規交差因子のとき，ωx（「D「）＝Ox（κx＋「D「）はω一sheaf

である．

定理13、非特異射影的代数多様体の間の全射∫：y→Xとγのnefかつabundantな

R因子Dでそのsupportが正規交差であるものを考える．このとき任意の自然数たに対

して

　　　　　　　　　　　　　万：＝ωx⑧∫こ（ω瓢（「D「））

はO－sheafである．特に☆に依存しないample因子Aで層0（A）⑧万の大域切断が一

般の点でのstalkを生成するものがある．

　これよりκ。。m（X）のadditionが導かれる．

定理14．非特異射影的代数多様体の間のファイバー空間∫：γ→Xの非常に一般のファ

イバーをFとする．任意のX上の因子Lに対し

　　　　　　　　　　κnum（κγ／X＋∫＊L）≧κnum（五F）＋κnum（L）

が成り立つ．とくにκ。。m（γ）≧κnum（F）＋κnum（X）．

略証，Dをyの十分にampleな因子，　HをXの十分ampleな因子とする．適当な

且atteningの議論と定理13によりgeneric　injection

　　　　　　　　　　　　O2「k→Ox（H）⑧みω路（D）

が存在すると仮定できる．ただしrたはみω難X（0）の階数これにOX（えL＋∬）をtensor

することによって不等式

　　　　　dimHO（y，☆（κγ／x＋∫＊L）十D十2∫×、の≧rたdim　HO（XラkL十H）

を得る．κ。。mの定義から定理の不等式が導かれる．　　　　　　　　　　　　　　　口

　ゆえに飯高予想は一般化されたabundance予想κnum（γ）ニκ（Y）から導かれる．飯高

予想の精密化であるViehweg予想については一般ファイバーFが極小モデルを持ちKF

がabundantという条件のもとで成立することが川又［Ka3］で示されている．ここでF

が極小モデルを持つという条件をはずせるのかはまだわからない．
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4．ABUNI）ANCE

　数値的小平次元κnum（X）のadditionの応用として次の加undance予想の部分的解答

を得る．これはXが極小モデルのときには別の議論で川又［Ka3］によって得られている．

定理15．κnum（X）＝0ならばκ（X）＝0．

略証．κ（X）≧◎を言えばいい．不正則数q（X）＝◎のときは，P（Wx）～Q◎なので

κ（X）≧0．q（X）＞0のとき，Albanese写像α：X→Alb　Xを考えX－＞W→Alb　Xを

S嶽n分解とする．ここで認dit三◎n

0＝κ。um（X）≧κnum（Xω）＋κ。。m（W）≧0

よりκ獺m（uり＝κ（w7）＝0．よってW＝A］bX．さてαはAlbanese写像なので，以下の

2条件を満たす自然数mと数値的に自明なAlb　X上のCartier因子Lがある：

　｛1）mN（Kx）はC碇t輌ex因子．

　（2）　ητ2V（Kx）一γη」κx～α＊（mL）．

特にκ（Xの＝0である．Xを適当なブローアップで取り替えれば以下の二つの性質を満

たすことができる．

　（1）αはある非特異射影的代数多様体γからの双有理射γ→AlbXを経由する．

　（2）ここで誘導された射∫：X→yはyのある正規交差因子の外側で§m◎o出．

ところでκ（Xの＝0なので，すべての自然数mについて

（∫μ語ケ）∧＝0ダ（mO）

となる自然数夫とγの因子Dがある．ここで且atteningの議論を使うことにより

κ⌒（X）＝◎からκn。m（D）＝0が導かれる．森｛M，5．13］によりyをブローアップで取り

替えればsupportが正規交差な正Q因子Nで，　P：＝（1／k）1）－NがnefかつLN」ニ0な

るものがある．するとPは数値的に自明．森［M，5．13］より非特異射影的代数多様体γ’か

らの有限Gal◎is　cove垣g　Y’→γと非特異射影的代数多様体Xゾからの全射∫’：X1→γ’

で∫’が｝”のある正規交差因子の外側でsmoothでありかつPのγ’への引き戻しが

∫鈎x，／Y，と線型同値になるものがある．とくにこの江ve垣ble　shea汀妙x，／F，は数値的に

自明．Hodge　metricの議論およびDeli騨e［D，4．2．8（iii）（b）｜によりこの層のあるベキは自

明になる．ゆえにP～QOであり無限個の自然数mについて∬o（γ，（五ω雛）〈）≠0．再

び自atteningの議論によりκ（X）≧0を得る“　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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次の系が成り立つ．

系16．κ（X）≧0のとき，以下の2条件は同値．

（1）κ（x）＝κnum（x）．

　　（2）飯高ファイバー空間X…→3の一般ファイバーFについてκnum（F）＝0．

　　3次元以下の代数多様体については極小モデル理論がうまく機能し，abundance予想も

成り立つ［Ka4］ので，4次元以上の代数多様体Xについてもκ（X）≧dimX－3ならば

κnum（X）＝κ（X）である．
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