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§1.序 論

1968年と1970年 に J.D.Cowanは神経システムを記述する方程式をミクロス コピ

ックな見地から提案している92) 2要素の場合にこの方程式をかきおろすと,

･意

丁箸

1

(blul+可 α12x2)xl(1~xl)

1

(b2u2+有a21Xl)x2(ト x2)

但し, T,bl,b2, ul,u2･Pl,β2･ a12, a21 は定数であるO (定数の生理学的意

味に関しては2)を参照して下さい )

以下の節では,変数の変換によって,方程式(1)の内のいくつかのタイプが非線型振動

子の方程式に帰着できることを示す｡

§2.三つの Cowanの方程式

(Type1-a)

土 -al((2+r)C2-r)cl(ll )dt

虫 -al(2+r-2(2+r)cl)C2(1-C2)dt

但しal･T は旗 であるo 平衡点の座標は (clO,cO2)-(手 話 T)で0< r<-の
とき0<clO<1,0<C20<1の領域中にあるO変換

/α1-1-cl /C1-1-α1
(言cl(∴2)すなわち(三=
により, α1,α2のみたす方程式は

1-α1-α2
1-〝一
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成田和明

空旦 - al(2al+(2+r)a2-2)aldt

坐 -al(2十r-2(1十r)a1-(2十 r)a2)a2dt

となるO平衡点は (qO･aO2)- (i ,i )で0<r<-のときalO,o･ a20,0,

qo十a…<1の領域中にある.

(Type1-b)

dc;- al(r-2(1+r)C;)cl･(1-cl･)dt

曇 - al(2(2+r)cl*12(1+r))C2･(1-C芸)di

α. , r は定数であるO 平衡点の座標は(C;,C2)-(
1+γ γ

2+γ '2(1+γ

<-のとき0<clO<1,0<C20<1 の領域中にあるO変換

(aa:==;f_'cl.1-C2*' すなわち (Cclを==
1-α2

1-α1- α2

1-α2

により, al,a2は方程式(3)をみたす o 従って cl･C2とcl*,C2*の関係は

cl*- 1-cl+CIC Z

1-cl+cI C 2

とな る｡ 次 に変換

又は

二

二

1

2

c

ど

/
ー
Lは又

--(筈ala2)‡
1

p-a.(1-2al,(i ala2 ) ;

1-cl*+cl*C2*

cl*C2*
*
lC
+*
lC
1
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Cowanの方鎧式と非線型振動子

1
al=ラ~

α2
a2二号

(1-を)

xr (1-着 jl1
をおこなうと,ノ､ミル トニアンを

H -与p2-‡x2(a12-2a2Xr)

としてx,pに関して

dx aH dp aH
dt ∂p IJH = ~有言

(5)

(6)

(7)

がなりたっO運動方程式は r- 1,2の とき楕円函数 を用いて求積 できるoここで cl,

C2,阜 C2*をx,pであらわす と,

cl-i(1･
p2-32(a卜 2a2i)
p2-a123?

x(a12-a21 )-alP

α1(α13-P)

p2-x2(a12-2α2Xr)
23(a)p-X(a12-a2Xr)

となる｡

注 ) よく知られているように,ハ ミル トニアン(6)はγ- 2の時,カノニカル変換

x--± 里 ,p-荷 (α12-4α2x2一書 )

1

ノ8α2X

によって

Jj
Hr 一読 (a12-8a2x2,22

に変換できる｡
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成田和明

(Type2)

生 - β1((2+ r )C2-2)cl(1-cl)dt

色 - pl(2十r-2(1+r)cl)C2(1-C2)di

但しβ1,rは定数であるO 平衡点の座標は (a.0･C20,-(
2+γ
2(1+γ)

<r<-のとき0<clO<1,0<C20< 1 の領域中にあるoまた･変換

1-cl+cIC2

cIC2
すなわち

1-守 +cl* C芸

cl*C2*

1-cl+cIC2 ＼レ2 1-cl*+C芋 C芸

(8)

謹 ㌃) で 0

ののち,時間変数の変換 t--tを行うとcl*,C芸について(8)と同じ形の方程式が成立
つ｡ 次に変換

すなわち (三21
をおこなうと･ αllα2 のみたす方程式は

生 - pl(r-(2+r)a2-ral)a.dt

坐 -pl(-r'(2+r)al'ra2)a2dt

となるO平衡点は (a;,aO2)i

C- 1-a2I
1-α1-α2

1-α2

7～ γ

2(1+γ)'2(1+γ

0-alO+a20< 1の領域中にあるO次に変換13-(告 (トal-a2))T
1p-pl(a2-al) (i (1-a1-a2))I

をおこなうと,ノ､ミル トニアンを
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H- 与p2-与 x2(pl -β 2 Xr )2

としてx,pに関して

dtr ∂H

dt ∂p

dp aH
dt ∂x

Cowanの方程式と非線型振動子

(ll)

(12)

がなりたっ｡運動方程式は γ- 1,2のとき楕円函数を用いて求積できる｡ ここで前記

の cl,C2,Cl*･C芸をx,pであらわすと,

C1-i+葦 xr-⊥2PIX

C2=
2P2Xr+1

x(Pl+PZf ト p

cl*-巨 獣 r+義

2P2Xr'1

x(β1+P2Xr)+p

となる｡

§3.積分保存量について

(Typeトa について )

方程云q2)は,変数変換

ezul e w2

c l = 丁]二 年 , C2=丁子 誘

したがって

W1-10g責 - log土 生 - logα1

W - log2 log
C2_ L_ 1-al-a2

ト C2 α2

によ り,次の形となる｡

x2(αf-2a2Xr)一夕2
2α2l +2

- 2 11-



成田和明

dwl_ aG dw2_ aG
dt ∂W2 ' dt ∂wl

ここで積分保存量Cは,

(･･･ = - o)

G-al[(2+r)wl-2(2+r)log(1+ewl)+rw2-(2+r)log(1+ew2)]

- allogcrrc;(llCl)2'r(1-C2)2

- αllogα;十㌦…(1-α1-㌔)γ

(Typelサ につ いて )

方程式(4)は,変数変換

cl*- 1+eub*

したがって

W*- logl

ewi*

C;=右 誘

C2* 卜 al-a2 3?(q2-2α21トp2
- log
(alX-P)2

log
1-C2* ~yo al

W2*- log菩 -log等 -
により,次の形となる｡

dwl* aG dug aG一■■■- -■--

dt ∂ub*Idt ∂wl*

ここで積分保存量Gは

log
x(α12-a21)-alP
α2才+1

(∴筈 - o)

3日監

(15)

G-al[rwlL2(1十 r )log(1+e巧 )十2(1+r)W2㌧ 2(2+r)log(1+ew書)]

*2(1'r) C2･r( 1 - cf )2 ( 1 -C2* )2+r-al log cl

-alloga12十raZ(1-a1-a2)r

ここで前記の wl･W2,Wl*･W芸の変換関係は

-212-
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Cowanの方程式と非線型振動子W*-wl+W2-log(1+ew2)1
W1- log(1.ewh ewP w;)-W;

すなわち

W芸- log(1+eW2+eWl'W2)-wI
w2- Wl*.W2L log(1'ewi)

で与えられ,当然のことながら

a(ui*,W;)

a(wl･u,2)

となる｡

- 1

(Type2 について )

方程式(7)紘,変数変換

ewI

cl=~iT 吾 '

ew2

C2= 77誘

したがって

W1- .0g吉 - log工芸

W2= logT十 - log

二 log

C2 1-a1-a2

L y1-C2 al

により,次の形 となる｡

dwl_ aG dw2 aG

dt aw2 ' dt awl

ここで積分保存量Gは

x(Pl十P21 )-p

x(Pl-P2f)+p

- log
2P2才ト1

(P1-P2f )-p

(∴意 - o)

G-Pll(2+r)wl-2(1+r)log(1+ewl)+2W2-(2+r)log(1+ew2)]

- p llog c r rc22 ( 1 - c l )r ( 1 - C2)r

-pllogalra2r(1-a1-a2)2
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成田和明

ここで前記の変換によって定義したcl*･C2*から変数変換

cl･-寺島 , C=-孟

によって wl*,W2*を新たに定義すると,

",*_ 1(a C2* . 1-a1-a2
u'1*- log三 宝 - log

1-C2* ▲uS a2

uE - logT ⊥丁 - log二丁⊥- log

2P2Xr'1

tr(β1-P2Xr)十p

cl* . 1-al . a(Pl+P2Xr)+p
∠ ト cl* ーO a1 -0 3(Pl-P2Xr)-P

とな り,又u,1,W2 と wl*.W2*の変換関係はu7)と同じ式になるから,
∂(wl*,ug )

･- 1

a(wl･u,2)

したがって wl*,ui についても

dwl* aG awi aG=ニ ー=ェー- こ

dt ∂W2* I dt ∂頑

が成り立っ ｡ この時積分保存量Gは

G - Pl[(2+r)W;-2(1.r)log(1'ew芸)+2uE-(2+r)log(1+ewl*)]

-41logcl*(2十r)(1-cl*)'C;2(ト C2･)r

となる｡

§4.積分保存量とノ､ミル トニアンの関係

(Type1-a,Type1-b のとき )

u4)又は(16)に(5)を代入して計算すると

G- αllog

すなわち

22'ra壬+2r

H- -2 r a

となる｡

(-a)r

1+3･ 2+i a- G
γ α γ α2γeα1γ1
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Cowanの方程式と非線型振動子

(Type2 のとき )

(19)に(10)を代入して計算すると

P22

G=Pllog研 (-H)r

すなわち

2+旦 2 JLH- -2Plrβ2TePlr
となる｡ 又,比較により面積要素変換のヤコピアンが求まり,

∂(x,p) H ,叩 . . ,爪 ._+_､
7 - (Type1- a,1-bのとき )

a(wl,W2) alr

H

Plr
(Type 2のとき )

と,運動に沿って一定であることがわかる｡

C1)
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