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概要

江澤悠平氏との共同研究で，粗凸空間の間の写像がそれぞれの理想

境界の間の連続写像を誘導するための条件を考察した．また元の写像

から誘導された写像に遺伝する性質についても考察を行った．本稿で

は論文 [3]に基づいて上記の考察で得られた結果について解説する．

1 粗凸空間

(X,d)を距離空間とする．この論説では，瓦7により 2点p,qEXの距

離を表すことにする．等長写像T [a,b]→Xを測地線という．

•写像 f:X → Y は，ある A 2: 1が存在して

J(x), J(x'）さ Ax,x'+A (Vx,x'EX) 

が成り立つとき，巨視的リプシッツ写像という．

•写像 f:X → Yは任意の BcYに対して f―l(B)が有界であると

き，距離的固有という．

•写像T [a,b]→ Xは，入 2:1とk2: 0に対して
1 
ilt-s1-kさ 'Y(t),'Y(s)さ入It-sl + k (Vt, s E [a, bl) 



27

が成り立つとき，（入，K）ー擬測地線という．

定義 1.Xを距離空間とする．入 :2:1, k :2: 0, E :2: 1及びC:2: 0を定数

とする．また， 0 ：股20 →艮20 を非減少関数とする．そして£を（入， K）—擬

測地線分の族とする．以下の条件が成り立つとき， X は（入，k,E, C, 0,.C)-

粗凸であるという．

(i) 2点v,wEXに対し，閉区間 [O,a]上で定義された擬測地線分7E£

で礼0)= V及びry(a)= wを満たすものが存在する．

(ii) 2つの擬測地線分T [O,a]→ X及びrJ:[O, b]→ Xがァ，nE £を満
たせば，任意の tE [O, a], s E [O, bl,及びcE [0, 1]に対し，次の不等

式が成り立つ．

ry(ct), rJ(cs) :::; cE雷），rJ(s)+ (1 -c)E噸），rJ(O)+ C. 

(iii) 2つの擬測地線分T [O,a]→X及びrJ:[O, b]→Xが7,nE£ を満た
せば，任意のtE [O,a]及びsE [O,b]に対し，次の不等式が成り立つ．

It-s|::;; 0(ry(O), rJ(O) + ry(t), rJ(s)). 

条件 (i),(ii)，及び (iii)を満たす族£を良い擬測地線分の族といい，江

T E £を良い擬測地線分という．

特に，£が測地線分のみから成り， X が（1,0,1,C,id応0,£)—粗凸である

とき， Xは測地的 (C,.C)ー粗凸であるという．

距離空間Xに対し，ある定数入，k,E,C,非減少関数0:艮20→良20及

び（入， K）—擬測地線分の族£が存在して X が（入， k,E, C, 0,.C)ー粗凸であると

き， Xは粗凸空間であるという．

粗凸空間のクラスは直積で閉じている． X とY を距離空間として

T [O,a]→XとrJ:[O,b]→Yを写像とする．写像噸rJ:[O,a+b]→XxY 
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を次で定める．

1汀（t):=し (~t),TJ (~り）， t E [O,a + b]. 
1とnが擬測地線であるならば， 1①nもそうである．

命題 2([4]). (X, dx)と(Y，む）を粗凸空間とする．直積(XxY,dxxY) 

も粗凸空間であり， £X及び £YをそれぞれX及びYの良い擬測地線分の

族とする．ァ€ £Xとn€ £Yに対するァ④nの形の擬測地線全体のなす集

合を _cXxYとすると， XxYは_cXxYを良い擬測地線の族とする粗凸空

間である．

1.1 理想境界

この小節における補題の証明は [4]及び [6]を参照．

1.1.1 じ近似可能光線

T墨o→X を写像とする．また nENに対し， 1n:[O, an]→ X をX
の擬測地線分とし， an→CX)とする．任意の nENに対して

咋 E£, 1n(O) = 1(0) 

が成立し，列 bn)nENがァにN上で各点収束するとき，列 {(1n,an)}を1

の£ー近似列という．ァに対するじ近似列が存在するとき， 7は£ー近似可

能であるという．乃が（入，K）ー擬測地線のとき，ァは（入，h）ー擬測地線であ

る． ここで k1= k + lとおいた．

｛（1n, an)}nがァのじ近似列であるとき，任意の lENに対して，（1n)n

はァに {O,1,..., l}上一様収束する．

じ近似可能光線1：民::::,o→Xで,(t)=,(lt」)（tE恥::::,o)を満たすもの全
体のなす集合を £CX)で表す．またE:=£U£CX)とおく．
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補題 3.閉区間I及び Jを， I=[O,a]又はI＝股2:0及び J= [O,b]又は

J＝墨oとする．族£は次を満たす．

(1) 2つの擬測地線'"'(:I→X及びn:J→Xがァ，nE £を満たせば，

（ 

任意の tE J, s E J及びcE [0, 1]に対し，次の不等式が成り立つ．

'"'t(ct), r,(cs)さcE'"'((t),T/ (s) + (1 -c) E'"'((0), r, (0) + D, 

ここでD:= 2(1 + E)k1 + Cである．
2)非減少関数 0：尺>O→罠＞oを0(t):= 0(t + 1) + 1により定義す

る． 2つの擬測地線'"'(:I→X及びn:J→Xがァ，nE Eを満た
せば，任意のtE J, s E Jに対し，次が成り立つ．

It-slご;0(ぅl(O)，n(O)＋ぅl(t)，n(s)）．

じ近似可能地光線7,nE£°° が

supい(t),r,(t) : t E応o}< oo 

を満たすとき， 7とnは漸近的に等しいといい， 7～nで表す．これは£OO
上の同値関係である．擬測地光線ァ€ £°°に対し，この同値関係に関する

？の同値類を [T]で表す．補題 3より， bl=[r,]と任意の t€艮2:0 に対し

州），r,(t):S:Dが成り立つことは同値である．

£°°に含まれる擬測地光線の同値類の成す集合£°°/～を X の理想境

界といい， axで表す．
また OEXを基点とする． 0を始点とするする£°°の元がなす部分集合

を£吝とする．妬X=窃／ ～とおく．

1.1.2 Gromov積

擬測地線分の族£の部分集合£oを，擬測地線分1E£ で， T [O,a孔→

X, a'Y 2::: 20(0)かつ 1(0)= 0 を満たすもの全体として定める．また

£。:＝ £oU£吝とおく．
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定義 4．租（・ | ・）o: E。xl。→塁oU{oo}を次で定義する． T，nE E。
に対し， 7とnの定義域をそれぞれIとJとする．

(r I TJ)o := sup{ t: t E J n J,,(t), TJ(t)：：：：：： D1} 

と定める．ここでD1:= 2D+2である．文脈から明らかな場合は，基点を

省略して (1| n)と表すことにする．

点xEX¥B(0,2入0(0)+k)に対し

la(x) := {1 E £a: Dom,= [O,a』,,(aサ＝x},

とおく．また境界の点xE8oXに対し，次のように部分集合を定める．

ら(x):={1E虚： 1Ex}. 

定義 5．積（• |・）a:(XU妬X)x (XU 8oX)→墨oU {oo}を次で定

める．

(l) x E B(0,2入0(0)+ k)) or y E B(O, 2入0(0)+ k)）のとき

(x I Y)o := 0. 

(2) x,yE(X¥B(0,2入0(0)+ k)) U 8oXのとき

(x I Y)o := sup{(r I TJ)o:, E £。(x),T/ E lo(y)}. 

基点の取り方が明らかな場合は (xI Y)と表す．

補題 6([4, Lemma 4.14]). 1 E £吝に対し，｛（rn,a砂｝nをァのじ近似

列とする． liminfn→CX)(1|アn)＝ 00が成り立つ．

補題 7([3, Lemma 2.7]）．定数Q=Q（入，k,E,C,0(0) ） ~1 が存在して，

以下が成立する．
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(i) x,yEXU8oXと1E E。(x)およびnE E。(y)に対して

(1 | n)三(x| y)三Q(1| n) 

(ii),,TJ,(El。に対して

(1 | E)こQ-1min{（1| n)，(n|＜）｝． 

(iii) x, y, z E X⑳ oXに対して

(x I z) 2:: n―1 min{(x I y), (y I z)}. 

(iv),,T/ El。と tE応oでt< (1 | n)を満たすものに対して

雷），TJ(t):s; n. 

(v),,T/ El。とする．ある aE Dom,, b E DomrJで,(a)= TJ(b)なら

ば，任意のtE Dom, n DomrJで0:s; t :s; max{ a, b}を満たすものに
対して

,(t), TJ(t) :s; n. 

以下ではXは固有である，すなわち任意の有界閉集合はコンパクトであ

る，と仮定する．対角線論法により，次を得る．

補題 8([ 4, Proposition 4.17]). Xの点列 {vn}nがlimn→ooO,vn = oo 

を満たすとする．このとき 0を始点とするじ近似可能光線,E£万と数列

(Nn)でliminfn→oo(VNnI [,]) =(X)を満たすものが存在する．

1.1.3 理想境界の位相

集合X⑳ oXに次のように位相を定める． nENに対し

Vn := {(x,y) E (XU妬X)2: (x I y) > n} U {(x, y) E X2 :汀＜ ／｝． 

とおく．族{Vn}nENはXU8oX上の距離化可能な一様構造を定める．包

含写像Xc......+XUBoXは位相埋め込みである．補題 8より次を得る．
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命題 9([4, Proposition 4.18]). X を固有な粗凸空間とする． XU8oX

はコンパクト．

1.1.4 理想境界上の距離

命題 10. 十分小さい€ ＞0に対し， 8X上の距離 dE,8Xと定数0< K < 1 

が存在して，任意の x,yE 8oXに対して次が成り立つ．

1 釈xly)―E~ dE,ax(x, y)~ (x I Y) —€ 

詳細は [6,6.2節，付録A.2]参照．

1.1.5 点列境界

Xの点列 (x凸がlimn,m→oo(XnI Xm) = 00を満たすとき，無限遠に向

かうという．このときある点xE axが存在して， xuaxの位相で Xnは
xに収束する．

2 Visual mapとradialmap 

この節を通して， X を固有な（入，k,E,C,0,x.C)ー粗凸空間とし， Yを固

有な（入',k',E', C', 0', y.C)—粗凸空間とする． a EXとbEYをそれぞれX

とYの基点とする．さらに 9をX とY両方に対する補題 7の定数とする．

2.1 Visual map 

定義 11.f: X → Y を巨視的 Lipschitz写像とする． X の任意の点列
の組 (xn)n,（珈）nで (xnI Yn)a→ CX) を満たすものに対して，（f(xn)I 
f(yn))b→ CX)が成り立つとき， fはvisualである，という．

fがvisualであることと，任意の r>Oに対してある s>Oが存在して，
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x,y EXに対して，（XIY)a > Sならば (f(x)I f(y))b > r,が成り立つこ

とは同値である．また visualであれば距離的固有である．

以下ではvisualな写像について述べるときは，常に巨視的Lipschitzであ

ることを仮定する． f:X→Yをvisualな写像とする． fが誘導する写像
of: ax→8Yを次のように定める．点xE8Xに対し，代表元1E x£: 
をとり， 8f(x):= limf(r(n)）と定める．極限は常に存在して，その値は代

表元の取り方に依らない．

補題 12.f: X→Yをvisualな写像とし，fが誘導する写像をof:ax→ 
8Yとする．任意の r>Oに対してある s>Oが存在して， x,y E 8Xに対

して，（XIy) > sならば (8f(x)I 8f(y)) > rが成り立つ．特に写像

f uof: xuax→YU8Y 

はaxの各点で連続である．

次の小節では，粗凸空間の間の写像がvisualになるための十分条件を述

べる．

2.2 良い擬測地線の族と整合的な写像

T ~ 0を定数とする．写像 a：恥2:0→恥ミoがT-rnughcontractionで

あるということを以下の条件を渦たすこととして定める． a(O)= 0, 

limt→00 a(t) = ooかつ

p(t) ~ t (Vt E 罠~o),

lp(t) -p(s)I ~ It-s1 + T (Vt, s E 賊~o),

t ~ s⇒p(t)さp(s) (Vt,s E 恥~o,).

0 がroughcontraction であるとは，ある T~O に対して T-rough contrac-

tionであると定める．
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DydakとVirk[2, Definition 3.2]はGromov双曲空間の間の写像に対し

て， radialfunctionというものを導入した．以下で述べるものはその類似で

あるが，彼らの定義よりも少し弱い形になっている．

定義 13.び：恥2:0→応oをroughcontractionとする．写像f:X→ Y 

が， ,Exらに対し，

び(t):S J(,(t)), f(a) (Vt E Dom,). 

を満たすとき， f はぴ—x£-radialであると定める． fがx.C-radialとは，あ

るびに対してぴ—x.Ca―radial であると定める．

Gromov双曲空間の間の写像を考察する際に， Morseの補題は強力な道具

となる．特に，測地線を擬等長写像で写した像は一般には測地線になり得な

いが，像のすぐ側に測地線が存在することが保証される．一般に粗凸空間で

はMorseの補題に相当するものは存在しないので，以下のような，良い擬

測地線の族を保つ条件を導入する．

定義 14.p：艮：：：：：o→墨oをroughcontractionとする． H> 0とする．

写像f:X→ Yはf(a)= bかつ， ,Exらと n€ yムでぞれぞれの定義

域を [O,L孔と [O,L叫としたとき rJ(LrJ)= J(r(Lサ）を満たすものに対し，

f o,(t), rJ(p(t)) < H (0さVtさ： min{L-y,p―1(Ln)｝）． 

が成り立つとき， p-H-x.Ca―Y£b―同変であると定める．

fがx.C-yじ同変とは，ある pとH に対して p-H-x.C町Y£b―同変である

こと，と定める．

定理 15(Ezawa-F)．入1~ 1, V1,H,T > 0, とT-rough contractions a 

に対し，ある距離的固有写像 p: 恥四→賊~o が存在して，次が成り立つ：

f:X→ Yを（ふ，巧）ー巨視的Lipschitz写像で， a-x.Ca―radialかつp-H-

x£a―yLb-同変で f(a)= bを満たすものとする．このとき任意の x,yEX  
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に対し，

(f(x) I f(y))b 2'. p((x I Y)a)-

が成り立つ．特にfはvisualである．さらにぴと pが一次関数ならば， p

もそうである．このとき誘導された写像afはLipschitz連続である．

3 粗全射

Vis叫 mapは距離的固有になるので，巨視的 Lipschitzであるという仮

定と合わせることにより，粗写像となる．従って Higsonコロナの間の連続

写像を誘導する [5,Proposition 2.41]. AustinとVirk[1]は粗全射な粗写

像はHigsonコロナの間の全射を誘導することを示した．一方で [4,Section 

6.2]において，固有な粗凸空間Xに対し， xuaxは粗コンパクト化である

ことを示した．従って Higsonコンパクト化の普遍性 [5,Proposition 2.39] 

から次を得る．

命題 16.X とYを固有な粗凸空間とする． f:X→Yをvisualな写像
とする． fが粗全射ならば，誘導される写像8f:8X→8Yは全射である．

4 粗 n対1写像

写像がn対 1であるとは，値域の任意の点の逆像の濃度がn以下であるこ

とをいう．以下の命題はGromov双曲空間の場合の同様の命題[2,Theorem 

7.1]の粗凸空間への一般化である．

命題 17.X とY を固有な粗凸空間とし， それぞれの基点を aEX  

とbE Y とする． f:X→ Y をvisualな写像とし，誘導された写像を
吋： ax→aYとする．次は同値である．
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(A) 8fは n対 1.

(B)任意の R>0に対してある S> Oが存在して，任意の X1,．．．心n+lE 

X で (xiI巧） ＜R (Vi, j, i =J j) を満たすものに対して，ある l~k<

m~n+l で (f(狐)|f(xm))b < Sを満たすものが存在する．

宮田と Virkはn対 1写像の粗幾何学における対応物を以下のように定式

化し，（B)nと名付けた．後に DydakとVirkによって粗n対 1と名付けら

れた．

定義 18.X とYを距離空間とする．粗写像f:X→Yが粗n対 1で
あるとは，任意の R>0に対してある S>0が存在して， 任意の部分集合

AcYで diam(A)< Rを満たすものに対してある B1,...,BnC Xが存

在して，任意の iに対して diam(Bi)< Sかつf―1(A)=B1U・・・UBnが

成り立つことをいう．

DydakとVirkは以下のような粗n対 1写像の特徴づけを与えた．

命題 19([2, Proposition 7.3.]). X とYを距離空間とし， f: X→ Y 
を粗写像とする．以下は同値である．

(A) fは粗 n対 1.

(B)任意の R>Oに対してある S> 0が存在して，任意の n+l点

X1,..．心n+lEXで m，巧＞ S(Viヂj)なるものに対して，ある

l~k<m~n+l で f（叫， f(xm) > Rを満たすものが存在する．

命題 17と19及び第2節で議論したことを合わせると，以下を得る．

定理 20(Ezawa-F). X と Y を固有な粗凸空間とし， f:X→ Y を
visual な p-T-x.CC:—Y£炉ー同変写像とする． f が粗 n 対 1 であるならば，誘

導された写像Bf:ax→8Yはn対 1である．

DydakとVirkは双曲平面配から自由群凡のケイリーグラフヘの粗2
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対 1写像を具体的に構成した．この例に直線股を直租することにより，グ

ロモフ双曲空間ではない粗凸空間の間の粗 2対 1写像の具体例が得られる

[3]. 
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