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Characteristic cycle of a rank one sheaf 

on a smooth variety of positive characteristic 

and ramification theory 

§1.導入

東京科学大学・理学院谷田川友里＊

Yuri Yatagawa 

Department of Mathematics, School of Science 

Institute of Science Tokyo 

複素多様体上の構成可能層の特性サイクル([KS])と類似の概念として、正標数の

なめらかな代数多様体上の構成可能層の特性サイクルがある ([Sal]）。正標数の代数

多様体上の特性サイクルは複素多様体の場合と同様に余接束上の代数的サイクルと

して定義されるが、複素多様体の場合のものに比べ、構成が複雑であり、具体的に

計算することは一般的に難しい。

Xを標数p>Oの代数閉体K上なめらかな代数多様体とし、 Aを標数£cf-pの有

限体、 rをX上のA加群の構成可能層とする。 rの特性サイクルCCぽ）を具体的
に計算することの利点の一つは、以下の指数公式によりrのオイラー数が具体的に
計算できることである。

定理 1([Sal, Theorem 7.13]). XがK上射影的なとき、 rのオイラー数

x(X,F)＝L(-l)idimげ(X,F)

はXの余接束T*Xの零切断TxXと特性サイクルCCぴ）との交点数(CC(F),TxX)r•x 
として

x(X,F) = (CCば），T；x)T*X
と計算できる。

x上の構成可能層rの特性サイクルの計算はXのなめらかな局所閉部分代数多
様体のからなる stratificationをとり、強型の特異点解消を認めることによって次の

場合に帰着することができる。

＊本研究はJSPS科研費JP21K13769の助成を受けたものである。
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(*) FはX上の単純正規交叉因子Dの補集合U=X-D上のA加群の局所定数

層gの零延長j!gである。ただし、 j:u→Xは自然な開埋め込みを表す。
本稿では、この分岐理論を考えるのに適した設定（＊）のもとで、局所定数層gの階
数を 1に制限した場合の分岐理論を用いた特性サイクルの計算について、論文[Y3]

の概要を説明する。簡単のため、本稿を通して Kは代数閉体を表し、 K上の代数多

様体とはK上有限型であるような連結スキームを表すことにする。

§2.特性サイクル

特性サイクル([Sal]）の定義と性質を確認する。 Xを代数閉体K上のなめらかな代

数多様体とする。 Kの標数をpとし、 Aを標数がfヂpの有限体とする。 rをX上
のA加群の構成可能層とする。

x上のベクトル束Eとその閉部分集合Cに対して、 GmのEへの作用によって
Cが不変であるとき、 Cは錐的であるという。

定義 2([Be, 1.2]). Cを余接束T*X= SpecS•nドの錐的な閉部分集合とし、 dh: T*Xxx 

W→T*W, df: T*Y Xy  w→T*WをK上なめらかな代数多様体の間の射h:W→
X,f:W→Yから定まる W上のベクトル束の間の標準的な射とする。
(1) k上のなめらかな代数多様体の間の射の組(h,f)が2つの条件

(a) dh-1(7;ぃW)n (h*C) c TxX xx W (i.e. hはC横断的）
(b) df―1(dh(h*C)) C TyY Xy  w 

をともにみたすとき、組(h,f）はC-横断的であるという。ただし、がC=Cxx

W とする。

(2) wをWの閉点とし、 j:W -{w}→W を自然な開埋め込みとする。組(h,J)
の W-{w} への制限 (hoj,foj) が C-横断的であるとき、 W は高々f の C—特

性点であるという。

c横断的であることの定義から、 C'cCをみたす2つの錐的な閉部分集合C,C'c
T*Xに対して、 C横断的な射はCに横断的でもあることがわかる。

x上のA加群の構成可能複体rに対しては、次の条件(S)をみたすような最小の
錐的な閉部分集合CcT*Xが存在する ([Be,Theorem 1.3 (i)］）。

(S) k上なめらかな代数多様体の間の射の組(h:W→X,f:W→Y）がC-横断的
であるとき、 Jはh*Fに関して局所非輪状である。

錐的な閉部分集合CcT*Xが条件(S)をみたすとき、 rはCにマイクロ台をもつ
という。rがCにマイクロ台をもつようなT*Xの最小の錐的な閉部分集合CcT*X
をSSぽ）と表し、 rの特異台とよぶ([Be,1.3]）。特異台 SS（内の任意の既約成分
の次元はXの次元に等しくなる ([Be,Theorem 1.3 (ii)］）。

x上の構成可能複体rの特性サイクルCCげ）は特異台SS（内の既約成分たち
のZ上の線型結合Aで次のミルナー公式で特徴づけられるようなものをいう ([Sal,

Definition 5.10]）。
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定理 3([Sal, Theorems 5.9, 5.18]). SSぽ）の既約成分の Z上の線型結合Aで、任

意のエタール射h:W→X と任意の K上なめらかな曲線への射f:W→Yの組
(h,f)、および高々fのSSぽ）ー特性点であるような任意の閉点wEWに対して、

dimtot如(h*F, f) = (A, df)T•W,w 

が成り立つようなものがただ一つ存在する。ここで、左辺のdimtotは全次元を、如

は消失輪体複体のwでの茎を表す。右辺の dfはT*Yの基底から定まる T*Wの切

断を、（一，ー）T*W,wはT*Wのwでのファイバーでの交点数を表す。

§3．完備離散付値体の分岐理論

特性サイクル([Sal]）の計算に用いる分岐理論における不変量を紹介する。

完備離散付値体Kに対して、 0KでKの付値環、 mKC OKで極大イデアル、

凡＝ 0KImKで剰余体を表す。完備離散付値体Kの剰余体FKが完全体である場

合の分岐理論は [Se]に詳しい解説がある。ここではFKが剰余体であることは仮定

しない。

Lを完備離散付値体Kの有限次ガロア拡大とし、 G= Gal(L/K)をそのガロア群

とする。 [Se]における FKが完全体の場合の分岐群の一般化であるような2種類のG

の分岐群が Abbes—斎藤 [ASl] により一般に定義されており、｛び｝rEQ::,1 をそのうち

の非対数的な分岐群、 {G贔｝rEQ::,oを対数的な分岐群とする。分岐群とはL/Kの中

間体のK上の分岐を測るようなGの正規部分群による減少フィルトレーションであ

り、 2つの分岐群の間には任意のrE Q:;;,1に対して

GrっGrogコGr+1

という関係がある ([ASl,Proposition 3.15 (1)])。rE Q:;;,1に対してer+=Us>rG尺

r E Q〉。に対してGに＝ LJs>rGfogとおく。 I=Ker(G→Aut(F叫） cGを惰性群
とし、峠の標数をpとする。暴分岐群PcGとは、 p=Oの場合にはp= {1}、

p>Oの場合にはIのただ1つのpシロ一部分群のことをいう。これらに対して、次

が成り立つ ([ASl,Propositions 3.7 (1), 3.7 (3), 3.15 (2), 3.15 (4)］）。

(1)び＝ Gに＝ I 

(2) Gl+ = G『。;＝ P 

(3)瓜が完全体のとき、 {Gは｝rEIQl::>-1を[Se]の意味での Gの分岐群とすると、任

意のrE Q:;;,。に対して cr+l= G贔＝ G店が成り立つ。

次にGの表現に対する不変量を定義する。 p=OのときにはCを任意の体とし、

p>OのときにはCを標数がpと異なる体として、 VをC上Gの有限次元表現とす

る。このとき、 p=Oのときにはp= {1}であり、 p>OのときにはPがp群である

ことから、 VのGr＋固定部分が④区s:S:rV(s)となり、④s>rV(s)がGr＋不変である

ような Cベクトル空間Vの直和分解

V= 〶 V(r)
r:;:>1 
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および、 Gr品固定部分が④。SSSrM。g(s)となり、④s>」伍(s)がG[。；不変であるよ
うなようなCベクトル空間の直和分解

V=Ef籾。g(r)
r~O 

が定まる。この分解を用いて定まる

Dt(V)＝Lr・ dim V(r), Sw(V)＝どr・ dim Vi。g(r)
r2-1 r2'0 

をそれぞれ、 Vの全次元およびVのスワン導手という。定義から、 Vが1次元の場

合には、 Dt(V)はG←が自明に作用するような最小のバこ等しく、 Sw(V)はG『。しが

自明に作用するような最小のバこ等しい。 Vの代わりにV対応する指標x:G→ EX

を考えている場合にはSw(V),Dt(V)をSw(x),Dt(x)とも書く。 GのC上の 1次元

表現の全次元およびスワン導手は次のハッセ・アルフの定理により整数になること

がわかる。

定理4([AS2, Corollaire 9.12], [KS, Theorem 1.3], [Yl, Theorem 3.1], [Sa2, Theorem 

4.3.1.2]). Gがアーベル群のとき、 GrヂGr十となる rE Q：：：：1ぉょびGf咽ヂ G瓜;とな
るsE Q：：：：。はすべて整数である。

これらの分岐の不変最はKの標数がp>Oである場合には次のようにKのヴィッ

ト環を用いて計算することができる。

例 5([AS2, Corollaire 9.12], [Yl, Theorem 3.1], cf. [Br, §1], [Kl, §2, §3], [M, §3]). 

Kの標数がp>Oであるとする。 x:G→びをGの指標とし、 xのp部分の位数を

炉とする。 Fでヴィット環Ws(K)上のフロベニウス写像

F: Ws(K)→凱(K); (as-l, as-2,..., ao)c---+ (aい， a~-2,··.,ab)

を表す。アルティン ノュライヤー・ヴィット理論による同型

凱 (K)/(F-l)Ws(K)与が（K,Z/p8Z)

と標準的な全射凱(K)→凱(K)/(F-l)Ws(K)の合成による像がxのp部分にな

るようなa=(as-l, as-2,..., ao) E凱 (K)のうち、

0叫 (a）＝叫n｛が 0叫（ai)}

が最大であるようなものをとる。ここで、 aiEKに対する ordx(ai)はKの正規付

値による aiの付値を表す。このようにaE Ws(K)をとると、

Sw(x) = ordx(a) 

が成り立つ。 Sw(x)= Oのときには分岐群の性質(2)により Dt(V)= 1が成り立つ。

Sw(x) > Oなら、 T E Okを素元とし、

s-1 

ps-ld: Ws(K)→ Q知/KP; (as-I, as-2, ・ ・ ・, ao) →区 a『•-1dai
i=O 
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とするとき、

Dt(x) ={Sw(x) （Fs-lda伍m悶牧(a)-1瓜）
Sw(x) + 1 (F"-1da Em悶虹（a）-19恥）

が成り立つ。

Kの標数がp>Oのとき、上の例におけるordx:W.(K)→ zを用いて、次章で用い
る Ws(K) の 2 つの増大フィルトレーション {filmWs(K)}mEZ:,.1 および {fil~gW.(K)}nEZ:,.o
を次のように定める。

定義 6([Br, §1], [M, 3.1]). Kの標数はp> 0であるとする。 nE Z：：：：。および
mE四と s'=min{o叫 (m),s}に対して加法群凱(K)の部分群filりg凱 (K)およ
びfilm凱 (K)を

fil□og凱 (K)= { a E W. (K) I o叫 (a)2:ー n}
叫凱(K)= fil~り出(K)+ v•-•'fil仇g叩(K)

により定める。ただし、 ordp(m)でmのp進付値を表し、 Vでヴィット環の間の

Verschiebung写像

V: W811(K)→Ws11+1(K); (as"-l, as"-2, ・ ・ ・, ao)M (0, as"-I, as"-2,..., aa) 

を表す。

定義 6のように定めるとき、例 5における aE Ws(K)はfil誓：は）凱(K)の元であ

りかつfilDt(x)凱 (K)の元になる ([Y2,Corollary 2.14]）。

§4.局所定数層の分岐理論

Xを標数pの代数閉体K上なめらかな代数多様体とし、 DexをX上の単純正

規交叉因子とする。 Dの補集合UのXへの自然な埋め込みをj:u→ Xで表す。 A
をpと異なる標数fをもつ有限体とし、 FをU上有限次元Aベクトル空間の局所定

数層とする。り→ UをUの幾何的生成点とすると、 rのりでの茎名はUの数論的
基本群 1r1(U, fj)のA上の有限次元表現になる。

{DふEIをDの既約成分全体のなす族とし、 P辺汀入の生成点とするとき、局所環
Ox,p;の完備化OK;の商体Kiしま完備離散付値体であり、スキームの間の標準的な射

Spec Ki→ U 

をもつ。この射が定める数論的基本群の間の射

GK;= Gal（瓦／Ki)→町(U,り）

によって凡から定まる絶対ガロア群GK;の表現Pi:GK;→ Aut(V)はある有限商

Gi = Gal(Li／氏）を経由するので、 aのA上の有限次元表現Mが定まる。この Vt
の全次元およびスワン導手を

Dtiげ） ＝ Dt(V』,Swi(F)= Sw(½) 
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で表す。

p=OかつXの次元がdのとき、任意のiEIに対してGiの暴分岐群Piは単位群
になるので、 Dtiぽ） ＝dim石であり、零延長九アの特性サイクルは次のように計

算できる ([Sal,Theorem 7.14]）。

CC(j1F) = (-1)闊im石・苫[Tぃr,X].

ただし、 I'CIに対して、 D1,= niEJ'Di (I'= 0なら DI'=X)とし、 TD1,x= 
SpecS•N:野／X で D1,exの余正規束を表す。そのため、以下ではp>Oの場合を
考える。

p > 0かつ dimFil= 1とし、表現名に対応する指標をx:1r1(U，り） → AXとす
る。指標xのp部分をx'と表し、 PsXI= 1となるような sE Ze:oをとってx'を
Hよ(U,Z/p8Z) の元とみる。€： X6t→XzarでXのエタールサイトからザリスキサイ
トヘの標準的なサイトの射を表すことにすると、 (fO j)*＝ら］・＊は入射的層を入射的

層に移すので、スペクトル系列

勾＝ H加(X,Rj(E O j)*Z/p8Z)⇒ H;t+J(U,Z/pSZ) 

が定まり、このスペクトル系列から定まる完全列

0 →腐° → Hよ (U,Z凧Z) → Eg,1 → E~,o

とi> 0に対して腐゜＝ 0であることから同型

Hぷ(U,Z/p8Z)--=t r(U, R1(E O j)*Z/p8Z)) 

が定まる。この同型により、 X'をr(u,R1 (Ea j).z／がZ))の元と同一視する。

(0.1) 

凱 (Ou.,t)をU上の長さ sのヴィットベクトルのエタール層とし、 Ws(Ouzar)をU

上の長さ sのヴィットベクトルのザリスキ層とする。＊ ＝et, Zarに対し、

F: Ws（叫） →凱（叫） ； (as-1,as-2,··•,ao)r-+ (a~-1'a~_2,..., ab) 

でフロベニウス写像を表すとき、エタール層の完全列

0 →凱(FP)→凱(Ou6t)仁し凱（Oい→ 0 

に (€0 几を施すことで、が(Eoj)*W8(0u6,) = 0から、同型

j*Ws(OuzaJl(F -l)j*W⑩ uZar）ニが(EO j)*Z/p8Z 

を得る。この同型と標準全射j*Ws(Ouzar)→j*Ws(OuzaJ/(F-l)j*Ws(Ouzar)との
合成を

と表す。ここで、

釘： J・＊凱（亨）→が(EO j).Z/p8Z 

Sw9ぽ） ＝ ｛Swzぴ）（iEI'） 
Dt，ぴ） （i E J -I') 

(0.2) 
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とおき、 rの分岐因子R9'を

Rダ＝ Lswf'(F)Di
iEJ 

と定める。さらに、 iEIとnE Z20 (i EI -I'のときにはnE Z21)に対して

fil[＇w訊） ＝ ｛fil屈凱(K』 (i € I'） 
叫凱(K;) (iEI-I') 

とおく。簡単のため、本稿を通して以下では、任意のiElに対してSw;(F)> Oであ
ることおよびpcf-2を仮定する。

定義 7(cf. [Y3, Definition 1.13]). i EI -I'に対してnt2 1となるような有効因子

R=冗iEIn;Diに対して

(1) Xの開集合Vに対して部分群

{a E r(V,j*Ws(OuzaJ) I Vi EI alK; E fil£1Ws(K』}Cr(V,j*Ws(OuzaJ) 

を対応させるj＊凱（Ouzar)の（ザリスキ）部分層をfil『j＊凱（Ou)と表す。

(2) (1) で定めた層 fil兄'];Ws(Ou) の心 (0.2) による（層としての）像を filば炉(€O
j)*Z/pszで表す。

(3) j詞／kを標準的な同型により j*j＊切ic/k(logD'）と同一視する。さらに、標準的
な単射により Di;k(logD')(R)をj*j*9k/k(logD’)の部分層と同一視する。こ

のとき、 jgい(logD')の部分層ni/k(logD')(R) を fil~'j.＊瑞で表す。

(4) i EI'に対してni> 0およびiEI-I'に対してm> 1が成り立つとき、 (1),

(2), (3) で定めた層に対して、 gr~'= fil~'/fil犀D とおくことで、 gr孔'j＊凱（Ou),
gr~'R1 (c O j)*Z/p8Z, gr約詞を定める。

層の射

_ps-ld: j叫 (Ouza,)→J.*Q}／k 

をXの開集合Vとa=(as-1, as-2,..., ao) E r(V,j*Ws(Ouzar)）に対して

s-1 
_ps-lda =— Laf'-1dai 

i=O 

と定めることによって定めると、ーps-ldは定義 7(4)における Rに対して、準同型

亨 CD,R):gr灼叫(Ou)→grばj＊園＝ 9い(logD')(R)Rox切

を定める。さらに、 gr『R尺EO j).Z/p8Zに対して次が成り立つ。
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命題 8(cf. [Y3, Proposition 1.16]）．定義 7(4)における Rに対して、図式

gr~'j.＊凱(Ou)
(D1CD,R) 
'PS 

grB'j*Q} 

¥ / gr『R1(EO j).Z/p8Z 

を可換にする層の射

嬰'cD,R):grばが(coj)*Z/psz→gr約⑬

(0.3) 

がただ一つ定まる。ただし、図式(0.3)における斜め下に向かう写像は心 (0.2)によっ

て誘導される全射とする。

R=Rrのとき、 x'Er(X, filばが(EO j).Z/p8Z)のr(X,gr~'R1(E O j).Z/p8Z)に

おける像を▽とおくと、命題 8で構成された層の射¢
(D'cD,Rダ）

によるての像

犀'c疇）（て） € r（X,grRg'閤） ＝r(D叫 (RJ')Rox叩）

が定まる。この像贔D'cD,Rダ）（x')をcharD'ば）で表し、 rのD'に関して対数的な
特性形式とよぶ。特性形式の構成から、 Dの各既約成分Diの生成点Piにおける特

性形式charD'ば）の芽char叫r凡はSwi(F)やDti(F)と同様にMに対応する指標
Xi: Gi→AXのp部分を像にもつような凱(K』の元を用いて計算することができる。

例 9(cf. [M, §3], [Yl, §1]）．各i€ Iに対してXi:Gi→AXをいに対応する指標とす
る。このとき、 Xiのp部分ぷに対して、例 5と同様にSw(x』,Dt(x』を計算するよ

うなa=(as-1, as-2,..., ao) E凱 (K』をとる。このとき、 Diの生成点Piに対して、

charD'ぴ）Pi=_ps-lda 

が成り立つ。ただし、右辺のーps-ldaはi€ I'のときには

gr厖！］訊（logD'凡＝（ffi~~Wi （罰） Qもkt/0文）叫底

の元とみて、 iEI-I'のときには

gr腐！］凰（logD')p; = (m訂位）瓜(log)）Rok，底

の元とみる。

§5．部分的に対数的な特性サイクルの構成

§4で構成した分岐の不変量を用いて、特性サイクルの計算の候補となるような代

数的サイクルを構成する。記号は §4のままとし、 Xの次元はdでありかつrの階
数は 1（すなわち dim石＝ 1）であるとする。
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§4で定義した特性形式charD'ぽ）が任意のXEDに対して

charD'ぴ）（x)ヂ0

をみたすとき、層rのDに沿った分岐はD'に関して対数的にcleanであるという。
層rのDに沿った分岐がD’ に関して対数的にcleanであるとき、各iE Jに対し
て部分層

Ol:(-Rダ）IDi・ charD'(F) C 01:1k(logD')IDi = 01:1k(logD') Rox OD, 

はD'に沿って対数的な極をもつXの対数的な余接束T*X(log D') = Spec S•Ol:;k(log D')Y 
のDiJ:への制限T*X(logD')Xx Di の部分線束 L匹を定める。このとき、 J•IF の

D’ に関して対数的な特性サイクルChar悶(jび）を

CC悶(jび） ＝ （ーlげ([TiX(logD')]＋I:swり(F)[L佐])
iEJ 

と定義し、 SS悶（九ア）でCC盟(j!F)の台を表す。ただし、 TxX(logD'）はT*X(logD')
の零切断を表す。

この対数的な特性サイクルCC開(j・！F)はD'=Dのときには加藤 [K2]の導入し
た対数的な特性サイクルに等しい。またD'=0のときには、 rのDに沿った分岐
がD'に関して対数的にcleanであるという条件が斎藤[Sal]によるrのDに沿った
分岐が強非退化であるという条件と同値になり、 0に関して対数的な特性サイクル
cc:ド(j江）は特性サイクルCC(jび）に一致する ([Sal,Theorem 7.14]）。
ここで、特性サイクルCC（九ア）の計算をどのような状況で与えられるとよいかに

ついて考える。 D'=0に関してアのDに沿った分岐が対数的にcleanである場合に

はすでに特性サイクルの計算が与えられているが、この状況はあまり一般的な状況

ではない。一方で、 D'=Dの場合にはXが曲面の場合にXにD上の閉点にそった

ブローアップを有限回繰り返すことでrの境界に沿った分岐が境界に関して対数的
にcle皿であるような状況を実現できる ([K2,Theorem 4.1]）。 Xの次元がより高い

場合に、 XにD上の閉部分スキームに沿ったブローアップを有限回繰り返すことに

よりrの境界に沿った分岐が境界に関して対数的にcleanであるような状況を実現
できるという同様の主張に対する反例は未だ知られておらず、この主張におけるブ

ローアップはオイラー数

Xc(U,F)＝区(-l)idim H~(U, F) 

を変えないため、 rのDに沿った分岐がDに関して対数的にcleanであるという仮
定をおくことはまあまあ合理的であると考えられる。そのため、 rのDに沿った分
岐がDに関して対数的にcleanであるという条件よりも弱い条件で後々の議論にとっ

て都合のよい条件を仮定におくことを考える。具体的には、

D;g= LJ Di, I!;g={iEIISw訪）ヂ恥(F)}
iEI炉

とおき、次の2つの補題と命題を参考に、 rのDに沿った分岐がD塁門こ関して対数
的にcleanであるという仮定をおく。
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補題 10(cf. [Y3, Lemma 1.35]). I'CI, D'= LJiEI'Diとする。このとき、 rのD
に沿った分岐がD'に沿って対数的にcleanならrのDに沿った分岐はD閃に関し
ても対数的にcleanである。

命題 11(cf. [Y3, Corollary 4.32]). FのDに沿った分岐がD翌に関して対数的に

cleanであるとする。このとき、 D上の閉部分スキームに沿ったブローアップを有

限回繰り返すことにより、次の条件をすべてみたすような固有的かつ双有理的な射

f: X’→Xが得られる。

(1) fは同型f―l(U)与 Uを誘導する。（以下の条件ではこの同型により f―l(U)
とUを同一視する。）

(2) Fの「Dに沿った分岐は(「D)塁gに関して対数的にcleanである。

(3) j': U→X'を自然な開埋め込みとする。このとき、 X'上のベクトル束の標準
的な射

T*X’→T*X'(log(「D)誓）
による台 sslog

(f*D)屈．(J{F)の引き戻しの任意の既約成分の次元はXの次元dに

等しい。

以下、

加： T*X→T*X(logD')

でX上のベクトル束T*XからT*X(logD'）の標準的な射を表すことにする。上の命

題 11におけるブローアップはオイラー数Xc(U,F)を変えないため、 rのDに沿っ
た分岐がD悶に関して対数的にcleanであるという仮定に加えて命題 11で達成さ

れる条件である、

SS'(j江）＝芦(SS心;g(戸））
の任意の既約成分の次元がXの次元dであるという仮定も合理的であると考えら

れる。後者の仮定を追加でおくことにより、対数的な特性サイクルCClog（九下）の
D翌

TD~g による引き戻し

CC'（汀） ＝ T;ダgcc謬(J•IF)

がT*X上の代数的サイクルとして定まるため、このT*X上の代数的サイクルCC'(j1F)

をCC(j江）の計算の候補とする。

予想 12(cf. [Y3, Conjecture 4.35]). FのDに沿った分岐はD俣gに関して対数的に
cleanであるとする。さらに、 SS'(j.！内の任意の既約成分の次元はXの次元dに等

しいとする。このとき、等号

CC(j1F) = CC'(j1F) 

が成立する。
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この予想が成り立つとき、 CC'（j,F）の台はSS'（j,F）であることと、局所定数層の

アフィン開埋め込みによる零延長の特性サイクルの台が特異台に一致すること ([Sal,

l)により、予想の仮定の下での等号

SS(j.！F) = SS'(j江）

も成り立つことになる。

一般には、 rのDに沿った分岐がD誓に関して対数的にcleanであるとき、次の
包含関係が成り立つことがわかる。

命題 13(cf. [Y3, Theorem 4.21]). FのDに沿った分岐はD繁に関して対数的に

cleanであるとする。このとき、

SS（戸） CSS'（豆） U LJ T；；パ
iEI-I' 

が成り立つ。

§6．主定理

主定理とその証明について説明する。前章の最後に述べた予想に関して、次の主

定理が成り立つ。記号や仮定については前章と同じとする。

定理 14(cf. [Y3, Theorem 5.6]). FのDに沿った分岐はD繁に関して対数的にclean

であるとし、 SS'（j,F)の任意の既約成分の次元はXの次元dに等しいとする。この

とき、 Xの閉部分集合SS'（九下）nTiXのXでの余次元が2以下であれば、予想 12

が成立する。

この定理と前章の最後に述べたことから、特異台に対しても次のことがわかる。

系 15(cf. [Y3, Corollary 5.12]）．定理 14の仮定の下で、等号

SS(j江） ＝SS'(j江）

が成り立つ。

最後に証明の概略について説明する。 d= 1の場合には、 rのDに沿った分岐
は0に関してcleanであることがわかるので、斎藤[Sal]による特性サイクルの計算
[Sal, Theorem 7.14]とCC'（九下）の計算とを比較することにより定理14が証明でき

る。 d>lの場合には、斎藤[Sal]による余次元2以上の閉部分集合を除いたところ

での特性サイクルの計算 [Sal,Theorem 7.14]とCC'(j.！内の計算により、 SS'（九F)

の既約成分CaのうちXの閉部分集合CanTiXのXでの余次元が2であるような

ものに対して、 CC(j,F)およびCC'（j,F)における重複度が等しいことを示せばよ

いことがわかる。

証明は次の命題を用いてXが曲面の場合に帰着し、 Xが曲面の場合の特性サイク

ルの計算[Y2,Theorem 6.1]を用いる。以下、次元がそれぞれeとdであるようなK
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上なめらかな代数多様体W,Yと任意の既約成分の次元がYの次元dに等しいよう

な錐的な閉部分集合CcT*Yに対して、 K上の代数多様体の間の射h:W→Yが
正し＜ C-横断的であるとは、 hがC横断的でありかつがC=CXyWの任意の既

約成分の次元がeであることをいう ([Sal,Definition 7.1.2]）。

命題 16([Y3, Corollary 5.10]). XはK上準射影的であるとする。さらに、 rのD

に沿った分岐はD塁gに関して対数的にcleanであるとし、 SS'（九F)の任意の既約成
分の次元はXの次元dに等しいとする。 eをdより真に小さい正の整数とすると、 e

次元の K上なめらかなある代数多様体Yからの正し <ss'（九F)ー横断的な正則閉埋

め込みh:y→Xで、がD=DxxYがYの単純正規交叉因子になるようなものが
存在する。

特性サイクルCC(j江）はエタール局所的に定義されており、 CC'(j・！F)も分岐の

不変量を使ったその構成からザリスキ局所的に定義されているため、 CC(J.！F)と

CC'(j.！内の間の等号を示すにあたっては、 Xの適当なアフィン開被覆をとることに

より XはK上準射影的であるとしてよい。正の整数eでdより小さいものをとる。

このとき、 SS'(j.！内について調べることにより、 SS'(j,F)の既約成分Caのうちで

Xの閉部分集合CanTxXのXでの余次元がeであるようなものの生成点は、そ

れぞれただ1つのD悶の既約成分の共通部分Dea=n  
iEica 
Di上にあり、ここに現

れる leac I梵は互いに異なることがわかる。そのため、さらにXの適当なアフィ

ン開被覆をとることにより、そのようなC註ま存在しても高々1つであると仮定して

よい。

命題 16をeに適用して、がD= D Xx YがY上正規交叉因子になるような e次
元の K上なめらかな代数多様体Yからの正し<ss'（J.！r)ー横断的な正則閉埋め込み

h: y→ Xをとる。各iEIに対してがDiがX上のなめらかな因子であるという
ことから、 hは正し <ss'(j,F)u uiEJ'r1ix-横断的でもある ([Sal,Lemma 3.4.5]）。
命題 13より、 hは正しく SS（九m-横断的でもあるので、 pr1:T*X Xx Y→T*Xを
第一射影とするとき、正則埋め込みprlによる引き戻しp℃C(J.!r)，p!CC'（j!F)はど

ちらも T*XXx Y上のe次元の代数的サイクルとして定義できる。さらに、 Y上の

ベクトル束の間の射dh:T*X xx Y→T*YのprfSS'（九ア）， prfSS（九下）への制限は
有限射になる ([Sal,Lemma 3.1]）。このとき、 j':h*U = U Xx Y→ Yで自然な開
埋め込みを表し、が＝ （ーl)d-2dh*0 p'とおくと、等号

h'CC(j,F) = CC(j{h*F), h'CC'(jび） ＝CC'(j{h*F) 

が成り立つ ([Sal,Theorem 7.6],[Y3, Proposition 4.10 (2)］）。

正しく SS（j,F)-横断的かつ正し<ss'（J.!r)ー横断的であるようなh:y→Xによ
るがCC(jグ）およびがCC'(j.！内の構成から、 SS'(j,F)の既約成分CaのうちでXの

閉部分集合CanTxXのXでの余次元がeであるような高々1つのCaのCC(j,F)

およびCC'（J.！r)における重複度は、 dh(h*Ca)= dh(Ca xx Y)のがCC（九下）および

がCC'（九T)における重複度にそれぞれ等しくなることがわかる。よって、等号

CC(j{h*F) = CC'(j{h＊の

が示せればCaのCC（九ア）およびCC'(j.！刀における重複度は等しくなる。定理 14

ではe=2の場合のこについて考えればよかったので、 d>2である場合にはe=2
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にこれらを適用することにより、 Xの次元dは2であるとしてよい。 d=2である場

合には、曲面の場合の特性サイクルの計算 [Y2,Theorem 6.1]とCC'(j,F）の計算を

比較することによって定理 14を示すことができ、これで定理 14の証明が完了する。
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