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1次元ペニー方程式に付随した乱流拡散と一般化コーシー過程
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1.はじめに

"ソリトン乱流"という言葉がComplexGinzburg-Lalldau(CGL)方程式 [1,2]や KurarrlOtO-
Shivashinsky(KS)方程式[3,4]の乱れた時空発展方程式で提出されてから久しい･実験では,古く

は液膜流などで波形が観測され[5],埋め込み次元や相関次元が計算されている【6]のみで詳しい解
析はなされていない,また,Pt単結晶上での一酸化炭素の酸化反応[7]ではソリトン乱流や渦乱流
などの多様な乱流状態も観測されている.Rayleigh Benard対流の最近の実験では,多様な渦 (ター

ゲット型渦,右巻き渦,左巻き渦やそれらの束縛状態や混合状態)が観測されている[8,9]･

複雑な3次元非線型素励起の時 ･空ダイナミクスに関係した非線形素励起は上記のほかに欠陥,

ホ-/レ,キンク,ショックなどがあり多彩である."乱流状態"におけるこれらの実在系の実験に対

応する理論モデルから生成される定量解析もあま り進んでいない.ここでは,1次元ペニー方程式

の乱流状態における非線形素励起の数値計算の結果を紹介[10,11]し,その確率 ･統計的な解析の試

みを紹介する[10,11]･

2.ペニー方程式のソリトン乱読

1次元のペニー方程式は次のような簡単なモデルである :

ut+uux+αuxr+βus;XX+7uxxrx-0 (1)

ここで,αは甫であるとする (異常拡散または負拡散),また,γは異常拡散によるシステムの不

安定性を回復するために必要である.αがゼロの極限ではKdV方程式に帰着し,βがゼロの極限
ではKuramoto-Sivashinsky方程式に帰着する.

川原 ･藤[3]らは系が乱流状態にある場合の数値計算で得られた波数スペクトルを1ソリトンが
格子状にならんだ描像 (ソリトン格子アプローチ)で定性的に説明可能であることを提唱,実行し

てきた.

しかし,このような簡単な方程式系であっても関係した非線型素励起(110nlinearlocalizedstruc-

ture)はソリトンのみで定量的に十分な理解が可能とは言えない場合が多い.すなわち,粒子の生
成 ･消滅を内包し,異種の素励起相互作用が重要な役割を果たしている高次元カオスであり,何ら

かのフラクタル構造や乱流拡散的な性質があると期待される.

3.分岐パラメータ

(1)式をスケ-ル変換

u⇒(ql/2u,I- (三)1′12- dチ-(孟)t･7
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して書きかえると

uf+uur+u373:+6urxr+u3:打3:-O (2)

となり,分岐パラメータは

∂-β/(α7)1/2 (3)

∂J oの極限では(1)はKS方程式に収束し,∂ぅ la･rgeの極限では (1)はKdV方程式に収束する･
また,もうひとっの分岐パラメータはシステムサイズ Lである.

4.ソリトン解,カオス,相互作用ルール

座標系 Z≡LT-Ctandu(I,i)-U(I)では

U ･8U"･U'･;U2-cU -o
EIJh

(4)

を境界条件 U=U′= U〝= U′′'=Oのもとで解けば良い.6=O.043 に対するソリトン解と

しては (a)Onesol'ltOnSOlution;(b)Twosolitonsolutioll;(C)Double-peakedsolution;(d)Two

double-peakedsoluLiollなどが得られる.
特性方程式は

13+612+ A-C=0

となるから,これの解 (C>ofbr∂≦3.71)の型は

ll>O and l2,3-lRj=iiI

ここで,AR<_0. KS極限では C-1.2161501239587に対して固有値は

入1-0.766251744506807

(5)

(6)

(7)

人2,3- -0･383125871419907j=il･20014846324921 (8)

となるからShilnikovtypechaosの存在が示唆される.実際,分岐パラメータ∂ぅ largeのときに

はソリトンの伝播は直線運動であるが,61 smallとなりソリトンのジグザグzig-zag運動が起こる
ようになる (Shilnikovc,haosが発生する).しかし,もっと分岐パラメータが小さくなり6=0.043
のときにはソリトンの生成 ･消滅過程がカオス的運動をともなって発生する.

しかし,ソリトン的な素励起の生成 ･消滅則は大まかには

0lX

.2XiX

となって非常に単純な規則が見てとれる.このような規則は回転シリンダ-内の油膜の運動の実験

でも明確に観測されている[12].しかし,上記の解析ではソリトン乱流の特性を明確にとらえられ
ない.

a.nd

5.確率論的定量解析

ソリトンX と拓射Zを介在とした相互作用 1.

zlklXT

･2X-) k2 X ?

x≠夏;x+Z･
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を導入し,栢射 Zを断熱消去すると定常状態でのソリトン数xの確率密度関数は

ps(x)- 蒜 exp((ix3.号x2･ E3X)･芸 log(ax2･bX･C,-(α5一芸b)I). (10)

ここで,a-kZ(D.i,X-2Dxz+Dzz),b-2klk4(Dxx-Dzz) C-kf(Dxx+2Dxz+Dzz),

E.--響 (2- 一旦を1也 一夏亡. E3-呈生⊥也 一也 - fl 一 髪 ,E｡-2kfk,-bfr C(2,(5- -亡3cc7. a a a

ここで,

N Ill-
dX

ax2+bX+C

2 b+2aX

こ肩 arctall｢ 〇百 .

A=4ac-b2.

のように求まる.数値実験で得られたソリトン数の揺らぎのサブ･ポアソン性を説明するためには,

ソリトンと幅射数の雑音源の相関を負の低 Dxz<0,にする必要があることがわかった.
光子数のsqueezedsLateの解析にYuenl13]が負の拡散係数を持つFokkel･-PlaIICkの方程式を
使ったが,数学的には類似の解析といえる.一方,物理的には光子がバンチングすることによって,

光の場の揺らぎが抑えられており,光子の計数がサブ ･ポアソン統計に従うことになっていた.

このようなソリトン系ではソリトンがバンチングしていることになっているのだろうか?ソリ

トンの間隔分布を調べてみると,2ソリトン解 ((b)Twosolit･Onsolution)のピーク間隔がソリト
ン乱流状態のソリトン間隔に近い値をとることがわかった.ソリトン乱流中の2ソリトン束縛状態

の存在確率が高いことが示されたものと考えられる.

6.異常拡散と一般化Cauchy過程

ソリトン乱流の中に構造やソリトンの束縛状態があることを述べたが,乱流の特性は確率 ･統計

的解析ではどのようにしてとらえられるのだろうか? 一様乱流の場の特性をとらえるために,チ

ス ト粒子を トレーサーとして解析することが古くから行なわれてきた.

ここでも,同様の方法を踏襲して平均自乗距離を推定したところ

([△r(i)]2)～t叩

77た;1･2-1･4 (super-diffusion)

程度の推定値が得られた. KS方程式では次の1次元確率バーガース方程式

ut+ UUT - i/UTT -i(x,i) (13)

where

(f(I,i)I(x′,t'))--r∇26(I-x')6(i-t') (14)

と同様のスケール則が成立していることが知られており[14],ScalingformはFoster,Nelsonand

Stepllell[15]に従って

(u(.T+r,t+T)u(.T,i))｣ T-1/-7H(rz/T), (15)

ここで H(E)はscalingfunct･ionであり,拘束条件は1imい.ヵH(i)-0;limいOH(i)-const
I-3/2で与えられるから

62-([△,]2)～t4/3 (16)

となることが示せるが,分散項が入ったペニーー方程式では1次元のバーガース方程式の揺動力など

の項を修正しなくてはならない.しかし,これはなかなか難しい.そこで,コ-シ過程を分岐パラ

メータ∂を変化させた数値実験の値が再現できるように一般化することを考えよう,

SlllOltlCl10WSky近似のもとでのBrowl一運動の方程式は

il･き孟V(t車 をF(tT,t,
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ここで,

きV(I)-vo･-2･卵4 (18)

をF(xj)- Fa(i)IxFpl(i)Ix2Fp2(i) (19)

を(Fa(t),FYI(i),Fp2(t)(まいずれも止規白色雑音で強度はしれぞれDa,Dpl,Dp2)仮定すると,Cauchy
型の分布として次の3つが考えられる :

(Ca･qeT)

(Ca･seH)

(Ca･seHI)

ps(x.)-pIlDa+Dpla･-2]-ko

ps(I)-p'TlDa+ Dp..T2十 Dp2X4]-ko

ps(x)-PIIIXk'1[DpILT2+Dp2X4]-k2

以下では,最も簡単な Ⅰ型のみ考察する･ Ⅰ型のLangevill方程式は 1個の正規白色雑音を有する
次の方程式と等価である :

i--(2α-Dpl)x十 Da+DpIx2Em(i)
確率密度関数は次のようになる

ps(I)-p.(Da+ Dplat2)-(α/Dpl+1/'2)

(A)次の条件が満たされるとき分散は発散する :

α/Dpl+1/2<1(2α-Dpl<0)I

一九 (B)次の条件が満たされるとき分散は有限に留まる :

α/Dpl+1/2>1(2α-Dpl>0)

(23)

(24)

(25)

(26)

分散が発散する場合,平均2乗距離は時間的には次のように指数発散してしまうことになる :

(x2)～exp(4,i)

ここで

4,-4(Dり-α) (27)

この指数発散を回避する安易な方法は相乗性雑音の項をrractionalorderの非線形項に置き換える

ことである :

x17(i)⇒ x亡77(i) (28)

すると,power-1aw発散が復活する :

(.T2)～f211 (29)

ここで,

2H-2/(2-f) (30)

特別な場合としてE-2/3 2H-3/2(KSturbulence).E-4/3 2H-4/3(3Dturbulence)と
なる.
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7.まとめ

ここでは,1次元ペニー方程式のソリトン乱流領域での確率過程や統計解析を援用した定量解

析の一端を紹介した.システムのダイナミクスの記述には他の多くの統計量や他の非線形素励起に

注目した解析が必要である[10,11],
まえがきにも紹介した空間高次元系での多彩で複雑な現象を記述し,メカニズムを理解するた

めには,数値シミュレーション結果や実在系での実験データの詳細な確率過程 ･統計解析を援用し

た定量的検討が必要だろう.
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