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Abstract 

A new algorithm for solving the graph three-coloring problem is introduced using Boolean Grebner 
bases in the context of symbolic computation. It is shown that this algorithm is significantly more 
effective than Bayer's algorithm, which solves the problem using Grebner bases. The results of 
computational experiments comparing the two algorithms are also reported. 

1 はじめに

グレブナー韮底を用いたグラフ 3彩色問題の解法は， Bayerの方法として［1,3]で紹介されている．しか

しながら，グレブナー韮底計算が用いているので，グラフの頂点数をすこし増やしただけで計算結果が現実

的な時間では返ってこないという状態になる．グレブナー基底を使用している時点で，通常のグラフ 3彩

色問題を解くプログラムと比べると遅いのは致し方ないが，代数的な構造に着目し離散的な問題を解いて

いるので，代数構造を調べることに関しては意味がある．

本稿ではグラフ 3彩色問題をブーリアン・グレブナー基底を用いて解く方法を紹介する．ブーリアン・グ

レブナー基底 [6,19, 18]とは，ブール多項式環上でのグレブナー基底のことであり，集合制約問題を連立方

程式と見なして解くことができる． 3彩色問題は，集合制約問題として扱うことができるため，ブーリア

ン・グレブナー基底を用いることにより解くことができる．先行研究として第 2著者により同様のテーマ

で研究が[12]により行われているが，本稿はより改良されたものとなっている．

ブーリアン・グレブナー基底を用いた応用として数独の研究がある [2,4, 5, 7, 9, 10, 11].数独はある意

味， 81頂点のグラフの問題と解釈することができると共に集合制約問題である．本稿では，数独の研究で

得た手法をグラフの彩色問題の新たな解法として取り入れた．それにより， Bayerの方法より効率のよい解

法を得ることができた．また得られた手法は，グラフ n彩色問題に自然に拡張できることもわかった．

得られた解法は， Bayerの方法と共に計算機代数システム Risa/Asir[15]に実装し，計算速度比較が行わ

れたので，そのデータも本稿では与える．
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2 ブーリアン・グレブナー基底

ここれでは，本稿で用いられるブーリアン・グレブナー基底について短く復習する．詳細については論文

[19]で述べられいる．

定義 1

すべての要素が幕等であるような，単位元をもつ可換環Bをブール環とよぶ．

Z/2Zはブール環である．また， mを自然数としたとき，（Z／2Z)mもブール環となる．一般にべき集合

はブール環と同型であると見なせる．

定義 2

〈B,/¥,V，→〉が次を満たすときブール代数という． x,y,zEBとする．

1. xVx=x/¥x=x 

2. XV y = y V x, XI¥ y = y I¥ X 

3. (x Vy) V z = x V (y V z), (x I¥ y) I¥ z = x I¥ (y I¥ z) 

4. (x Vy) I¥ x = x, (x I¥ y) V x = x 

5. (x I¥ y) V z = (x V z) I¥ (y V z), (x Vy) I¥ z = (x I¥ z) V (y I¥ z) 

6. x V,z = 1, x I¥→z=O 

a,b EBで， aI¥ b = a • b, a V b = a + b + a • b,,a = l + aとすると〈B,/¥,V，→〉はブール代数となる．逆

に， a+b=（,aV b) V (a I¥,b), a ・ b = a I¥ bとすると，〈B,+,・〉はブール環となる．

集合を代数的に計算するとき，ブール代数がよく使われる．

定義 3

ブール環Bを係数にもつ多項式環B[x1,...,xりのイデアル〈xf-x1，．．．，叶ーXn〉による剰余環をブール
多項式環とよび， B(x1，．．．，咋）で表す．

集合制約問題を連立方程式を見なしブール代数で解くことができる理山の一つが次である．

定理 4

B(x1,...,xn)はブール環である．

項順序を固定する．多項式fEB[x1,...,x叶(orB(x1，．．．，卯））の先頭項を lt(J),先頭係数を le(!),

先頭単項式を lm(J)と表す．このとき， lm(f)= le(!) lt(J)である．また，集合FcB[x1,...,x』(or

B(x1,...，咋）に対して lm(F)= {lm(J)lf E F}とする．

定義 5

項順序を固定する．ブール多項式環B(x1,...,Xn)のイデアルIに対して， Iの有限部分集合Gが〈lm(I)〉=

〈lm(G)〉を満たすとき， GをIのブーリアン・グレブナー韮底という．

ブーリアン・グレブナー基底を計算するためのアルゴリズムは存在し実装も存在する [6,13]. 

B(x1，．．．，咋）はブール瑕なので/¥,V,,を集合の演算とすれば，集合の問題を B(x1，．．．，咋）上で解く

ことができる．つまり， A,Bを集合とするとき， AUE=A+B+A-B, AnB = A-B,,A= l = Aと

定義すればよい．
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3 Bayerの方法

グラフの 3彩色問題とは，与えられたグラフを隣り合う頂点が同じ色にならないよう， 3色で塗り分けら

れるかどうか判定する問題である．この問題の解法として， C[x1,...,xn]上のグレブナー基底を用いる方

法としてBayerの方法が知られている [1,3].ここではBayerの方法を復習する．

3.1 グラフのモデル化

gをグラフとし，gの各頂点を X1,...,Xnとおく． wを1の原始3乗根とする． このとき， w,w2, 1を

3つの色とし，各頂点Xiにw,w2, 1のうち 1つを割り当てることを考える．このことは方程式xy-1 = 0 
で表せる． また，頂点 Xi,Xjが隣接しているとき， 2つの頂点は異なる色で塗られる必要がある．従って

X□jはw,w2, 1のうち異なる色を割り当てられることになり，このとき次が成り立つ．

補題 6

グラフgの頂点 Xi〇さi：：：： n)がxy-1 = 0を満たすとき，

Xi c/= Xj⇔  xぞ＋Xi巧＋x;= 0 

が成り立つ．

3色問題に対して，次のイデアルを定義する．

定義 7

グラフgとその頂点X1,...,Xれに対し

I:=〈xf-l,xf + Xi巧＋X叶1::::;i::::; n,x己ぅは隣接〉

とする．このとき， Iをgの 3彩色イデアルという．

3.2 3彩色判定方法

3彩色イデアルに対して次の定理が成り立つ．

定理 8

Iをグラフgの 3彩色イデアルとしたとき，グラフgが

3彩色可能←⇒Vc(I)#0. 

したがって，ヒルベルトの零点定理より， 3彩色イデアルの簡約グレブナー韮底を計算することにより，グ

ラフの3彩色問題は解くことが可能であることがわかる．次が， Bayerにより紹介された方法である［1,3]. 

|Bayerの方法I

Step 1:グラフを 3彩色イデアルIにモデル化する．

Step 2: Iの簡約グレブナー基底Gを計算する．

Step 3:もし G= {1}であればgは3彩色不可能である．
もしGi= {1}であればgは3彩色可能である．
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Bayerの方法を用いた例を次に与える．

例 1

図 1の6頂点のグラフを考える．このグラフの 3彩色イデアルIは次である．

X1 

図 1:6頂点のグラフ
X。

X4 

I=〈x5-l,xr-l,x~- l,x~ ー l,x:-1,x~- l,x各＋xox1+xi ,x5+xox4+x~,x弓＋ XoX1ぅ十 x~, Xi +x1x2 + 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
x2←円＋ X1X5+ X§,,砂＋ X2X3+ X~,,砂＋ x2X5 + x59X3 + x3X4 + x49X3 + x3X5 +x59X4 + X4X5 + x5〉

Iの簡約グレブナー韮底を計算すると｛1}となるので，このグラフは3彩色不可能である．

4 ブーリアン・グレブナー基底を用いた3彩色問題の解法

ブーリアン・グレブナー基底による 3彩色問題の解法を紹介する．ブーリアン・グレブナー基底を用い

た数独の解法が [4,5, 7, 2, 9, 10, 11]により紹介されている．この数独の解法を一般化することにより 3彩

色問題の解法を得る．

4.1 モデル化

s1,s2心をグラフgの各頂点 X1,...,Xnに割り当てる 3つの色とする．また集合 {s1,s2岱3}の羅集合

をP({s1,s2因｝）と表す．このとき， P({s1,s2，況｝）はブール環である．

頂点 Xいらが隣接しているとき， X;,X]はS1,S2, S3のうち異なる色を割り当てられる．これは集合で表

すと x;n巧＝0であり， P({s1,s2, s3})(xi,..., Xn) 上のブール方程式に変換すると叫•巧＝ 0となる．た
だし， 0とは空集合のことである．

gが三角形を部分グラフとして含むとき，竺角形の頂点 X;,Xj心Kはそれぞれ異なる色を割り当てられる

必要がある．このことは XiLJ Xj LJ匹＝ ｛s1,s2浚3}と表せるので P({s1,s2浚3})(m，．．．，Xn)上のブール方

程式に変換すると叫＋巧＋咋＝ 1となる．ただし， 1とは全体集合 {s1,s2，況｝のことである．

このとき次が成り立っ．

定理 9

gをグラフとする．このときイデアル

I:=〈Xi・ Xj,叫＋巧＋匹＋ 1|叫，Xjはg内で隣接， Xi,Xj,四はg内で三角形〉

に対して， Iのブーリアン・グレブナー基底に定数が含まれているならば，gは彩色不可能である．
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しかし定理の逆，すなわち「Iのブーリアン・グレブナー基底に定数が含まれなければ3彩色可能」は

成り立たない．以下が反例である．

例 2

例 1と同じ次の 6頂点のグラフを考える．

X。

X1 X4 

このグラフに対して，上記で定義したイデアルを考えると

I=〈Xo・XぃXo• X4, Xo • X5, X1 • X2, X1 • Xむ四·揺四 •X5, 功•四，四・ X5, 四 •X5, Xo + X1 + X5 + 1, Xo十四十

X5 + 1, X1 + X2 + X5 + 1バ砂十 X3+ X5 + 1凸切＋ X4+x5 + 1〉

であり， Iのブーリアン・グレブナー基底を計算すると {xo心1,X2,X3心4心5+1}となる．これは定数では

ないが，このグラフは 3彩色可能でないため定理の逆は成り立たない．

この計算結果は， Xo= X1 =四＝ X3=四＝0,巧＝ ｛s1,s2，s3}という解を意味している．

例 2のようにシングルトンでない解もブール多項式から得ることができるが，我々はシングルトンの解

のみが必要である．このようなことを避けるため次のようにする．

彩色をする際にあらかじめ 1つの三角形に色を割り当てることにする．例えば，頂点 X1心2心3が三角形

になっていたら， X1=｛釘｝， X2=｛砂｝，四＝ ｛的｝とする．これをブール方程式に変換すると，それぞれ

X1 +釘＝ 0,四＋的＝ 0,四＋的＝ 0となる．

以上の定式化を用いて，ブール多項式環上の 3彩色イデアルを次のように定義する．

定義 10

グラフgから任意に三角形を 1つ選び，その頂点を Y1,Y公 Y3とする．このとき，グラフの各頂点X1,...,Xn

と，色 s1,s2,s3に対し

I:=〈Yl+ s1如＋ s2如＋ 83ふ ・X]ふ＋巧＋咋＋ llx;,Xjは隣接，X;,Xj, Xkは三角形〉

と定義し， Iをgのブール多項式環上の 3彩色イデアルという．

注意：グラフが三角形を 1つも含まない場合は，任意に辺e(=X心j)を 1つ選び，その端点xゎXjにm＝｛釘｝，

ふ＝ ｛砂｝というように色をあらかじめ割り当てておく．このようにしても，後に述べるアルゴリズムで3

彩色可能性を判定することができる．

4.2 3彩色判定方法

ここではグラフの 3彩色判定法について述べる．ここで鍵となるのは，次の形をした多項式である．

定義 11

変数xiの 1変数ブール多項式f(i== 0)を次のように分類する．
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1. f =功＋ Skと瞥けるとき，fを解多項式という．

2. fが次のいずれかの形で嘗けるとき，fを半解多項式という．ただし， SK#slである．

f = (sk + sz) • x;, f = (sk +釘）． X;+sk 

3. f = Sk • X;と書けるとき，fを分岐多項式という．

4. fが上記のいずれの形でも書けないとき，fを矛盾多項式という．

解多項式は，頂点に塗る色を表す．例えば，計算したブーリアン・グレブナー碁底に式 X1+ S2が含まれ

ていたら，町十 S2= 0ということなので，頂点 X1の色は S2となる．

半解多項式は， P({s1,s2岱3})内に複数の解をもつ式である．例えば，（s1+ s2) • x1 = 0は，解として
X1 = 0とX1=｛的｝が考えられる．しかし前者の式は頂点mに色 S1岱2岱3のうちの 1色を割り当ててい
ることにならないため，彩色の解ではない．このように， P({s1,s2浚3})内に複数の解をもつが，その解の

うち彩色の解になるものが 1つのみである式を半解多項式という．彩色であることを考えると半解多項式

の解は 1通りであるから，半解多項式は解多項式に書き換えてよい．

分岐多項式は，彩色の解を複数もつ式のことである．例えば， S1• X1は， S1• X1 = Qということなので

彩色の解として X1= {s叶と X1= {s叶が考えられる．
矛盾多項式は， P(s1,s2浚3)内に解をもっているが，彩色の解を 1つももたない式のことである．計算さ

れたブーリアン・グレブナー基底に矛盾多項式が含まれていたら，多項式の変数には割り当てる色がないと

いうことなので，彩色不可能と判定してよい．

次がブーリアン・グレブナー基底を用いた 3彩色判定法である．

Iブーリアン・グレブナー基底を用いた 3彩色判定 I

Input:グラフgの隣接行列M

Output:グラフgの3彩色可能性

Step 1:グラフgをブール多項式環上の 3彩色イデアルIにモデル化する．

Step 2: Iのブーリアン・グレブナー基底Gを計算する．

Step 3: (i)Gに矛盾多項式が含まれていれば， Gは3彩色不可能

（ここまでに分岐が発生していないか，分岐がすべて終わっていれば計算終了）

(ii) Gにある半解多項式をすべて解多項式に書き換える．

Step 4: Gの要素がすべて解多項式なら， Gは3彩色可能．（計算終了）

Step 5: (i) Gから分岐多項式f（叫）をとり，解の候補のリスト L= {s;IJ(s』=0}を求める．このとき例
えば L= {s1心｝なら，まず X;= 81と仮定して（すなわち分岐多項式J(x;)を解多項式 X;+s1 
に書き換えて） Step2に戻る．彩色不可能と判定されたら，次は X;= 82と仮定して Step2に戻
る．

(ii) Gから 2変数多項式gをとり，解の候補のリスト L= {(s;,sj)lg(s;,sj) = 0}を求める．（i)
と同様， Lの各元を仮定して(gを対応する解多項式に書き換えて） Step2に戻る．

このアルゴリズムは実際，グラフの彩色をしており 1通りでも彩色ができれば彩色可能を返す．

例 3

次のグラフの 3彩色判定をブーリアン・グレブナー基底を用いて行う．
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X。

X7 X2 

X5 

このグラフのブール多項式環上の 3彩色イデアルは

l=〈s1+x2,s2+x3岱3+x5,:以十X7+x6 + 1, X2 + X7 +x6 + l,x3 +x2 +x6 + 1, X5 • X7,:靱 •X4, X7 • X4, X5・

四，咋•四，叫 •X5,X7 ·四，咋•四，四・功，四•四，祁 •X1, X1 ·四，咋 •xo,xo·x1 〉

であり Iのブーリアン・グレブナー基底を計算すると

{ Xo. X1. S2'Xo.釘十 Xo・ 砂十 Xo'Xs.X1. S1 + Xs. X1'X1. S1'釘十 x2,s2+x釦釘十 X4,的＋ Xぁ釘＋砂＋

X6 + 1, S2 + X7, X8 • Sl} 

となる．このブーリアン・グレブナー基底に含まれる窃 •s1 は分岐多項式であり，咋 •s1 = 0のシングル

トン解は，咋＝｛砂｝と邸＝ ｛s叶である．祁＝ ｛s叶と仮定，すなわち Xs• S1を咋＋ S3に書き換えて

ブーリアン・グレブナー基底をもう一度計算すると，

｛的＋ XB,S2 + X7,的＋ xか的＋ X5,S1 + X4心＋ X3,S1 + X公 s2+x1,s1 +xo} 

となり，要素がすべて解多項式となったためこのグラフは 3彩色可能である．

5 ブーリアン・グレブナー基底による4彩色問題の解法

4彩色問題とは，与えられたグラフが，隣接する頂点が同色にならないよう 4色で塗り分けられるかど

うかを判定する問題である．前節で述べた 3彩色問題の判定方法と同様の手法で， 4彩色問題を解くこと

ができる．

5.1 モデル化

s1,s2浚3,84をグラフgの各頂点 Xt,...,Xnに割り当てる 4つの色とし，集合 {s1,s2浚3俎｝の幕集合

をP({s1,s2浚3心｝）と表す．このとき， P({s1,s2,sぁ紅｝）はブール環である．頂点 Xi,Xjが隣接している

とき，功， Xjは 81,82, 83, 84のうち異なる色を割り当てられる．これは集合で表すと Xin巧＝ 0であり，
P({81,82浚3心｝）（X1,...ふ）上のブール方程式に変換すると功．巧＝ 0となる．

gが4頂点の完全グラフ K4を部分グラフとして含むとき， K4の頂点Xi,Xj,X和叩はそれぞれ異なる色を割

り当てられる必要がある．このことはx;Ux西咋Uxz= {81,82,8釦紅｝と表せるのでP({81,82,8ぁ凶｝）（x1,...'
在）上のブール方程式に変換するとm＋巧＋匹＋功＝ 1となる．
彩色をする際にあらかじめ 1つの K4に色を割り当てることにする．例えば，頂点 Xt,X2心3，四が K4

になっていたら， X1=｛釘｝，巧＝ ｛s叶，勾＝ ｛83},四＝ ｛紅｝という式を立てる．ブール方程式に変換す

ると，それぞれm十釘＝ 0,四＋的＝ 0,四＋的＝ 0,四＋列＝ 0となる．
以上の定式化を用いて，ブール多項式環上の 4彩色イデアルを次のように定義する．
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定義 12

グラフ Gから任意に氏を1つ選び，その頂点をyいY2,Y3,y4とする．このとき，グラフの各頂点X1,...,Xn

と，色 S1,S2浚3,84に対し

I=〈Yl+ S1如＋ S2如＋ 83叫＋ 84,X; • Xj, X;十巧＋咋＋叩＋1I X;,Xjは隣接， X;,Xj,Xk心lは K4)

と定義し， Iをgのブール多項式環上の 4彩色イデアルという．

5.2 4彩色判定方法

1変数多項式の分類は， 4彩色の場合は次の形になる．

定義 13

変数 X;の1変数ブール多項式f(f=0)を次のように分類する．

1. f =叫十 Skと書けるとき，fを解多項式という．

2. fが次のいずれかの形で書けるとき，fを半解多項式という．

f = (sk + s1 +Sm)・ x;, f = (sk + s1 +Sm)・ X; + Bk, f = (sk + s1) • X; + Bk 

3. fが次のいずれかの形で書けるとき，fを分岐多項式という．

f =Bk・ X;, f =（蹂十釘） •x, 

4. fが上記のいずれの形でも書けないとき，fを矛屑多項式という．

これらを用いて，以下のアルゴリズムで4彩色可能性を判定する．

Iブーリアン・グレブナー基底を用いた 4彩色判定 I

Input:グラフgの隣接行列M

Output:グラフgの 4彩色可能性

Step 1:グラフgをブール多項式環上の 4彩色イデアルIにモデル化する．

Step 2: Iのブーリアン・グレブナー基底Gを計算する．

Step 3: (i)Gに矛盾多項式が含まれていれば， Gは4彩色不可能

（ここまでに分岐が発生していないか，分岐がすべて終わっていれば計算終了）

(ii) Gにある半解多項式をすべて解多項式に書き換える．

Step 4: Gの要素がすべて解多項式なら， Gは4彩色可能．（計算終了）

Step 5: (i) Gから分岐多項式f（ふ）をとり， Xiの解の候補を求める．

各解の候補をそれぞれ仮定しての Step2を実行する．

(ii) Gから 2変数多項式J(xぃ巧）をとり，年，Xjの解の候補の組を求める．

(i)と同様，各解の候補をそれぞれ仮定して Step2を実行する．
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6 n彩色の場合

一般の n彩色についても， 3彩色と同様の方法で判定できる．

6.1 CC[xl,・・・,X叶上のグレブナー基底を用いた方法

グラフgの各頂点を xい •..,Xk とおく． a を 1 の n 乗根とし， 1,a,a叉．．．， an -1を頂点に割り当てる n

個の色とすると，各 Xiに対して xf-1 = 0が成り立つ．また XぃXjが隣接しているとき，次が成り立つ．

補題 14

グラフgの頂点 Xi(l:c;i:c;kがxf-1 = 0を満たすとき，

n-1 

Xi =J X]←ど的―l-l吟＝ 0.
l=O 

従って，グラフの n彩色イデアルを次のように定義する．

定義 15

グラフgとその頂点 X= 1,...,Xkに対し

n-1 

I:=〈叶ー 1，ど叶―!-lx;I 1 :S i :S k, Xi, Xj fま隣接）
i=O 

と定義でし， Iをgのn彩色イデアルという．

n彩色の時も， 3彩色同様に定理 8が成り立つ．すなわち， n彩色イデアルの K簡約グレブナー基底が

{1}ならば， n彩色不可能であり，｛1｝でなければn彩色可能である．

|C[xい・・占l上のグレブナー基底を用いたn彩色判定法I

Step 1:グラフを n彩色イデアルIにモデル化する．

Step 2: Jの簡約グレブナー基底Gを計算する．

Step 3:もし G= {1}であればgはn彩色不可能である．
もし G=J {1}であればgはn彩色可能である．

6.2 ブーリアン・グレブナー基底を用いた方法

グラフの頂点をxぃ．．．， Xkとおき， S1,...'Snを頂点に割り当てる n個の色とする．頂点X;,X]が隣接してい

るとき， X;,XjはSぃ．．．，Snのうち異なる色を割り当てられる必要があり，このことはP({s1,...,sn})(x1,...,x叫

上のブール方程式でxいら＝ 0と表せる．また， GがKn(n頂点の完全グラフ）を部分グラフとして含むとき，

応の頂点Y1,・ ・ ・,Ynはそれぞれ異なる色を割り当てられる必要がある．このことはP({s1,,.,,sn})(xぃ．．．，咋）

上のブール方程式で Yl＋・・・＋珈＝ 1と表せる．さらに，彩色をする際にあらかじめ 1つの Knに色を割

り当てておくことを考える．例えば頂点Y1,・ ・ ・,Ynが Knになっていたら的＝ ｛釘｝，．．．，伽＝ ｛％｝とい

う式を立てる．

以上の定式化を用いて，ブール多項式環上の n彩色イデアルを次のように定義する．
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定義 16

グラフgから任意に Knを1つ選び，その頂点を Yt,・ ・ ・,Ynとする．このとき，グラフの各頂点Xt,...,Xk

と，色St,...'Snに対して

I:=〈Yl+ s1,..., Yn + Sn, X; • Xj, Xnl + ・ ・ ・ + Xnn + Ilx;, X]は隣接，Xnt,• • •, Xnnは Kn〉

と定義し， Iをgのブール多項式環上の n彩色イデアルという．

1変数多項式を次のように分類する．

定義 17

変数xiの 0でない 1変数ブール多項式fを次のように分類する．

1. f = X; + Skと書けるとき，fを解多項式という．

2. fが次の形で蓄けるとき，fを半解多項式という．

(a) T = {T'C {s1,..., sn}I IT'I = n -1}, METに対して，（こ咋EM録） •x,. 

(b) T = {T'C {s1,..., sn}I IT'I Sn -1}, METに対して，（ど荘EM出・ Xi+Sk. 

3. fが次の形で書けるとき，fを分岐多項式という．

T = {T'C {sい •..,sn}I IT'I < n -1}, METに対して，（ど荘EM蹂）・ x,.

4. fが上記のいずれの形でも書けないとき，fを矛盾多項式という．

次がブーリアン・グレブナー基底を用いたグラフ n彩色の判定法である．

Iブーリアン・グレブナー基底を用いた n彩色判定I

Input:グラフgの隣接行列M

Output:グラフgの n彩色可能性

Step 1:グラフgをブール多項式環上の n彩色イデアルIにモデル化する．

Step 2: Iのブーリアン・グレブナー基底Gを計算する．

Step 3: (i)Gに矛盾多項式が含まれていれば， Gはn彩色不可能．

（ここまでに分岐が発生していないか，分岐がすべて終わっていれば計算終了）

(ii) G にある半解多項式をすべて解多項式に書き換える．

Step 4: G の要素がすべて解多項式なら， G はn彩色可能．（計算終了）

Step 5: (i) Gから分岐多項式f（叫）をとり， mの解の候補を求める．各解の候補をそれぞれ仮定してStep2

を実行する．

(ii) Gから 2変数多項式f(xi, Xj)をとり， XぃXjの解の候補の組を求める．（i)と同様，各解の候

補をそれぞれ仮定してを仮定して Step2を実行する．
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7 比較

本稿で紹介した『グレブナー碁底を用いる Bayerの方法』（方法1)と，『ブーリアン・グレブナー基底を用

いた方法』（方法2)は計算機代数システム Risa/Asir上［15]に実装した．本節では， 3彩色と 4彩色の場合

の計算時間を比較した． 使用した計算機は， OS:Windows 11, CPU: Interl(R), COre(TM) i9-10980XE@ 

3.00GHz,メモリー 256GBであり，数値はCPU秒を表し，＞ 3hは3時間経過しても出力が返ってこない

ことを意味する．

表1は与えられたグラフの 3彩色可能性判定の計算時間を比較した．測定に使用したグラフはすべて K4

を部分グラフとして含まない連結グラフである．

表 1 方法 1と方法 2による計算時間の比較 (3彩色）

頂点数 |3彩色可能性 II方法 1l方法 2
10 不可

゜゜20 可 0.01562 

゜30 不可 0.09375 

゜40 可 0.5938 0.1094 

50 不可 4039.6 0.1875 

60 可 3.609 0.3125 

70 不可 4.531 0.4844 

80 可 14.88 1.75 

90 不可 24.88 0.8594 

100 可 84.09 2.203 

110 不可 61.75 1.516 

120 可 171.1 5.844 

130 不可 159.7 4.234 

140 可 455.7 31.69 

150 不可 410.9 6.203 

表2は与えられたグラフの4彩色可能性判定の計算時間を比較した．測定に使用したグラフはすべて K5

を部分グラフとして含まない連結グラフである．

表 1，表2ではすべての頂点数において，ブーリアン・グレブナー其底を用いた方法の方が， C[x1,...,x叶

上のグレブナー括底を用いたBayerの方法よりも圧倒的に速い．これは，ブーリアン・グレブナー躾底の計

算の速さが影響している．ブーリアン・グレブナー基底計算は，係数膨張が起こらず各変数の次数も最大1

ということが影愕している．



93

表2 方法 1と方法 2による計鍔時間の比較 (4彩色）

頂点数 |4彩色可能性 II 方法］●|方法 2

10 不可 0.0625 

゜20 可 >3h 0.1719 

30 不可 10638.4 0.1562 

40 可 >3h 0.8594 

50 不可 >3h 4.375 

60 可 >3h 8.172 

70 不可 >3h 40.16 

80 可 >3h 36.02 

90 不可 >3h 127.9 

100 可 >3h 109.2 

lJO 不可 >3h 39].3 

120 可 >3h 495.5 

130 不可 >3h 777.5 

140 可 >3h 1987 

150 不可 >3h 3377 

8 まとめと今後の研究

ブーリアン・グレブナー基底を用いてグラフの 3彩色問題を解く方法を構成した．また，その方法を一

般化することにより， 4彩色，任意の n彩色についても問題を解けることがわかった．

グラフ 3彩色問題の応用として生体認証セキュルティがある［16,17]. これは，グラフの 3彩色の難しさ

を利用したもので， 3彩色の難しいグラフを利用している． 3彩色の難しいグラフの構成は論文 [8]や [17]

で議論しているが，『難しい (veryhard)』ということについては， 3彩色を解くプログラムの実行時間で判

断している．ブーリアン・グレブナー基底を用いた数独の難易度判定の研究 [5,7, 9, 10, 11, 18]があり，同

様の方法で，グラフの 3彩色の『難しさ』に対する定義付けをすることが可能であると思われる．これは，

ブーリアン・グレブナー基底を用いているからこそ可能となることであり， 3彩色の『難しさ』の数学的な

定義が今後の研究課題である．
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