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2被約Schur関数と SchurのQ関数に関する予想に

ついて

1 導入
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Korteweg-de Vries (KdV)方程式は 2つの変数t。山を持つ未知関数u= u(to, t1)に

関する非線形偏微分方程式

叫 1=叫。tot。+6u叫。 (1) 

であり，ソリトン解を持つことが良く知られている（添え字の変数は微分を表す）．さら

にKdV方程式はKdV方程式系と呼ばれる無限個の微分方程式の系列に属することが知

られている． KdV方程式系は，無限個の変数t= (to, ti, t2,．．．）を持つ未知関数u= u(t) 

に関する方程式系である．また，変形KdV方程式

Vt1 = Vtotot。-6v%。

もソリトン解を持つ非線形偏微分方程式であり， KdV方程式と同様に変形KdV方程式

系と呼ばれる系列に属することが知られている．これらの方程式系の解の振る舞いを議論

するために，佐藤—毛織 [5] はある対称関数の族を導入した．

中島 [7]は水川裕司，山田裕史との共同研究に基づき，この対称関数の 2被約 Schur関

数ふ(x)およびLittlewood-Richardon係数c心を用いた表示を与えた．彼らはさらに，

この対称関数がSchurのQ関数Q刈x,x)に等しいことを予想している．すなわち，整数
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n ?> lについて長さ n以下の分割全体の集合を 9(n)と書くとき，入 E9(n)について

と心S加十△n(x)S加十△れ(x)= 2―nQ2入＋2△n(x,x),
μ,vE&J(n) 

区 心S加十6土）S珈十△れ(x)= 2―nQ2入十△n+on(x,x)
μ,vE&J(n) 

が成り立つと予想している（それぞれの記号の定義は第3節で与える）．中島 [7]はこの予

想の n=lの場合，さらに n=2かつ l（入）::;1の場合の証明を与えている．

本稿では，この予想の一般の場合についての考察を述べ，その後n=2の場合の証明を

与える．具体的には長さ 2の分割に対応する SchurのQ関数の新しい表示を与え，予想

をKostka行列の逆行列の組合せ論に帰着させる．まず第2節および第3節でKdV方程

式系および対称多項式（対称関数）に関する事項を述べたのち，第 4 節で佐藤—毛織の導

入した対称関数とその理論を紹介する．その後第5節で中島らの予想を紹介し，第6節お

よび第7節でこの予想についての考察およびn=2の場合の証明を与える．なお，本稿の

主な内容はプレプリント [3]に基づくものである．

2 KdV方程式系

この節では， KdV方程式（1)を含む微分方程式の系列である KdV方程式系を，［6]を

参考に擬微分作用素を用いて構成する．
8 

無限個の変数t= (to, t1,．．．)を用意し，{):=―ーとおく．
at。

d 

区叫t)げ， d2:0, ai(t):tの関数
i=O 

の形で表される微分作用素の全体は環をなし，その積は

別・ a(t) ＝言(~)(oka(t))on-k (n ~ 0) 

で与えられる．これにならって，

文佑(t)げ， d E Z, ai(t) : tの関数
i=-CXJ 

の形で表される作用素（擬微分作用素と呼ばれる）を導入し，その積を

00 n 
び．a(t)＝こし）（aka(t))an-k (n E Z) 
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で定める．ここで

『)＝ n(n -1）・・・fn-k+l)
k k! 

である．

tの関数u= u(t)をとり，このuを用いて微分作用素L= o2+uを考える．このとき，

(Ll/2戸＝L (2) 

なる擬微分作用素 L1/2が存在する． £1/2= li(t)a + lo(t) + L1(t)8-1十．．．とおくと

(2)の両辺の 2次の係数から li(t)＝士1がわかり， li(t)の符号を選ぶと lo(t),L1(t),... 

が順次求められる． li(t) = 1とすると，以下の表示が得られる：

1 
L1/2 = 8+ uo-1 

1 -2 1 1 
i ―iu砂＋ （ ~Utot。―翌2) い＋．．．．

さらに， £3/2,£5/2,..．が以下のように計算できる：

£3/2 = L. Ll/2 =炉＋；UO + ~Ut0 +（い。＋：u2) 8-1 +...' 
5 15 25 

L5/2 = L•L3/2 ＝が＋副＋ u国＋（
15 2 15 15 

~u{)3+¥ 百加。＋ ¥u2){)十町叫0万叫。十・・・．

擬微分作用素

P=四（t）び＋ad-1(t)od-l十・・・＋叫t)げ＋・・・

について，その微分作用素部分P十を

P+:＝叩(t炉＋ad-1(t)od-l十・・・十a1(t)8+ ao(t) 

で定める．さらに，微分作用素A,Bについて [A,B]=AB-BAと定める．このとき
8L 8(82 + u) 
＝ 
8t1 8t1 

=Uい [4(£312)+,L] = Ut0t0t。+6UUt。となるから，未知関数uに関

する KdV方程式（1)はLに関する Lax方程式の形で

8L 
＝ 
8t1 
[4(£3/2)+, L] 

と書き直される．これを KdV方程式の Lax表示という． Lax表示を用いて， KdV方程

式系を
8L 

叫
= [4n(£(2n+l)/2)+, L] (n 2: 0) 
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により定める． KdV方程式系に属するそれぞれの方程式の具体形を計算すると，

Ut。=Ut。,
Ut1 = Utatot。+6UUt0,
Uゎ＝ Utatototot。+10UUt0t0t。+20u臼 tot。+30u国。，

を得ることができる．

3 分割と対称関数

この節では，整数の分割や対称多項式（対称関数）に関する用語や記法を（主に [2]に

従って）まとめておく．以下，整数n2'. 1を1つ固定して考える．

広義単調減少な正の整数の有限列を分割と呼び，分割全体の集合をクと書く．ふミ

入22'.・・・2'.ふ＞〇なる分割入＝（ふ，入ふ．．．，ふ） EIY'について， l(入） ：＝ lを入の

長さと呼ぶ．また， 1入I=ふ＋入2+．．．を入の大きさと呼ぶ．長さが n以下の分割
の集合を g,(n)，入1::=:; n なる分割の集合を £fan) とおく．入€少および i 2: 1に

ついて， m，（入） ：＝ ＃｛j I入j = i}を入における iの重複度と呼ぶ．入 Eg,は数列

（四（入），叩（入），．．．）により一意的に定まるから，これを用いて入＝ （1加（入）2叩（入）．．・）の

ように表記することもある． 2つの分割入，μEクについて，入＋μ，入UμEクを

入十μ=（ふ十μ1,入2+ μ2,..．）， 入Uμ = (lm1（入）＋加(μ)2匹（入）＋匹(μ)...)

により定める．また，入 Ef,YJの共役入'Ef,YJが入； ：＝ ＃｛i I入i~ j}により定まる．さら
に，△n,8n E g;(n)を

△n = (n, n -1, n -2, ・ ・ ・, 2, 1), 8n = (n -1, n -2,..., 2, 1, 0) 

により定める．

さて， n次対称群 6叶ま変数の置換

叶（互四，．．．,Xn) := f(Xa(l), Xa(2), • • •, Xa(n)) (a E 6n, f E Q[x1, 互•．．，%]）

によって多項式環 Q[x1,X2,..., Xn]に作用する．この作用によって不変な多項式 fE 

Q[x1,X2, ・..,%]を変数 X= (xぃ四，．．．，％）に関する対称多項式と呼び，その全体

を心で表す． n個の非負整数の組 a= (a1心2,...,an) E (Z~ot について呼：＝

xfぼ空・・ ・X炉と書き，入＝（ふ，極...，ふ） Ef!JJ(n)について m;.(x)：＝江砂と定め
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る． ここで， aは（ふ，入互．．，ふ，0,...,0) E (Z2:otの成分を入れ替えて得られる組全て

を動く． m刈x)は（入に対応する）単項対称多項式と呼ばれ，｛m入(x)I入Eグい）｝はAn

の Q—基底をなす．

心の基底をさらにいくつか導入する．入 EfY'について基本対称多項式e入(x)，幕和対

称多項式p入(x)が

叫x):= mw1)(x)mい）（x）・・・m(l入！（入））（x), 

p刈x):=m（ふ）（x)m(>..2)(x) ・ ・ -m（入い）（x) 

により定義され，｛似(x)I入Ejjj匂｝，｛p刈x)I入Eg,(n)｝はそれぞれAnのQ基底を

なす（例えば [4,Theorem 5.3.5, 5.3.9]参照）．

a= (a1, a2,・・・,an) E (Z2:otについて，交代多項式aa(x)を

叫 x):= L sgn(a)a（呼）
"Een 

により定める．これを用いて，入€少(n) について Schur 多項式 s入 (x) E Anが

料 (x):= 
似＋8n(x) 

aバx)

により定まる．このとき，｛s入(x)I 入€少(n) ｝は An の Q—基底となっている（例えば [4,

Theorem 5.4.4]参照）． 2つの分割μ,vE ~(n) について， sµ(x)sv(x) E心を Schur多

項式の一次結合で表した時に現れる係数を c似と書き，これを Littlewood-Richardson

係数と呼ぶ：

叫x)sv(x)＝と心s入(x).
入€少(n)

Schur多項式を単項対称多項式の一次結合で表した時の係数により， Kostka行列

(K>.μ）入，μE少（n)を定める：

叫x)＝ LK>,.μ四 (x) （入 Ef!iJい））．
μE少 (n)

また， Kostka行列の逆行列の成分を K-1で表す：
入μ

ど k入vK;;:＝ LK孟Kvμ = 8,¥μ （入，μ E 9(n)). 

vEfYJ(n) vEfYJ(n) 

ただしここで， 8ルはKroneckerのデルタである．
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対称多項式の列 {qr(x)I r::::, 0}を母関数表示

oo n n 
1十叩t

Lqr(X)が：＝ II~ = II (1 + Xit)(l十叫＋xゲ＋・・・）
-Xit r=O i=l " i=l 

により定め，また r<Oについてqr(x):= 0と約束する．このqr(X)を用いて，入 Eg;(n) 

について 2被約 Schur関数S刈x)E An ([1]を参照）が

ふ(x):= det(qい＋j(x))i<:::i,j<:::n

により定まる．また，入 Eクについて SchurのQ関数仏(x)E心がqr(X)を用いて定

義される．まずr,s2: 0について， Qぃ(x)E心が

Qい）（x）：= ｛臼）qs(x)＋ 2芦—1)'い(x)qs-i(x) （（r, S) =I-（O, 0)） 
0 ((r, s) = (0, 0)). 

により定められる．一般の分割入 E9については， l(入） E{2n -1, 2n}なる nを用い

て，交代行列 (Q（入9，ぃ(x))i<:::i,j<:::2nのパフィアンとして SchurのQ関数が定義される：

Q刈x):= Pf((Q（入心）（x））戸，j<:::2n)E An. 

さらに，変数xを結合させることにより対称多項式の列 {qr(x,x) Ir 2'. 0}を

oo n 

こ佑(x,x)が：＝II1 + Xit 
2 

r=O 
i=1 (1-Xtt) ＝ ig(1 ＋叫（1+叫十x;柱＋・・・）2

により定め，これを用いて Q入(x)と同様に Q刈x,x)E心を定める．

4 佐藤—毛織の対称多項式

この節では，佐藤—毛織 [5] に従って対称多項式 f入 (x),g刈x) を定義する．さらに，それ

を用いて述べられる KdV方程式系および変形KdV方程式系の解の振る舞いを紹介する．

変数Y= (Y1, Y2, ・ ・ ・，珈）の関数 f(y)= f(Y1, Y2, ・ ・ ・, Yn)について，その totallyeven 
part TEy(f(y)）および totallyodd part TOn(f(y)）を

TEy(f(y1, Y2,..., Y砂） ：＝ 2―n 

TOy(f(y1, Y2,..., Yn)) := 2―n 

とEl,E2,...,Eれ€｛土1}

こ€1,€2, ．．．，伍€｛土 l}

f(€辺1, €凶2, ・・・,En珈），

(-l)°'(c) f(E1Y1,E2Y2, ・・・,En珈）
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により定める．ここで， E=(E1,E2,...,En)について a(E):= #{1.:; i.:; n I Ei = -1}で

ある． J(y)がY1,Y2, ・ ・ ・, Ynに関する多項式

J(y) = L Ca1,a2, …，anYf1Y空•.． y炉
a1,a2,…，an20 

の形で表されるとき，

TEy(f(y)) = ▽
 

C 
a1n,a2 n,an 

a1,a2,...,anYi 約 ·••y;;··,

a1,a2,…，an2'.0 
a1,a2,...,an:even 

TOy(f(y)) = 区 C 
a1.. a2.. an 

a1,a2,-・・，anYl約 ・ ・ ・ y;:,, 
a1,a2,…,an>O 
a1-,a2~...,an ：函d

が成り立つ．

変数 (x,y) = (x1心2,...，丘Yl,Y公．．．，珈）の関数炉(x,y)を

酎 (x,y)＝%［炉）TEy(%（y)exp (互ld喜P(m)(x)P(m)(Y))),

両 (x,y)＝的]炉)TOy（知（y)exp（五嘉P(m)(X)P(m)(Y)))
により定める．ここで，炉：＝ （YI,Y5,．．．，此）である．このとき，以下を満たす対称多項
式の族{f刈x)I 入€少叫，｛g入 (x) I 入€少(n) ｝が一意的に存在する：

％（炉）（徊(x,y)戸＝とり心(y団 (x),
入Eg,(n) 

a8n（炉）炉(x,y)両 (x,y)＝区 Y1Y2・ ・ ・ Y叫＋△n(Y2恥 (x).
入€少（れ）

分割入 EfJJ(n)について， f入(x),g入(x)は以下のように幕和対称多項式P(l呵炉1和 2…)(x)

（のスカラー倍）で展開することができ，その係数を a b 
(lm。炉15四．．．） （1m。炉15四．．．）
入，入 と

おく：

2nf入(x)= 区
rno,rn1,rn2,... 

2nぬ(x)= ▽.] mo,m1,m2,... 

(1 rno炉 15m2.．．) (!）m° (4)m1 （土曰・・・
a入

3 5 

mo加！m2!・・・
P(l"'。炉15=2…)(x),

b 
(1m。炉15四．・・)(1)mo (i芦（急）m2...
入 mo恥！m2!・・・

P(l叫炉15四．．．）（x). 

(3) 

(4) 
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ここで，（3)の右辺の和は l(lm。3m15m2...)I=12入＋2△nlかつmo+m1+m2 ＋・・・ ~n

なる非負整数の組mo,m1,m2,．．．全体を動き，（4)の右辺の和は l(lmo3m15m2...)I= 

12入＋ふ＋釧かつ mo＋叫＋m2+ ・・・さ nなる非負整数の組mo,m1, m2,..．全体を
動く．

ここで，佐藤—毛織の定理を述べるために広田の微分作用素を定義する．変数 t = 

(to, t1,...)の単項式P(t)= t閉°t炉・・・について広田の微分作用素 P(Dt)が定まり，こ

れは 2つの tの関数fl(t)，f2(t)の組に対し以下のように作用するものである：

P(Dt)fi(t) ・ h(t) = (D悶°DTl.・ •)fl(t) • f2(t) 

＝隠苔盟：（り-1)m,at (：：)） 

x （こ゜~~...) fi(t)（二゚二゚0:tm『11-a; ）がt).
佐藤—毛織の定理は以下のように述べられる：

定理 4.1([5]). KdV方程式系の解u= u(t)および変形 KdV方程式系の解 V = v(t)を

f 
とり，さらにu= (2 log !)tot。および V= (log-） を満たす関数f= J(t),g = g(t)を

9/t。
適当にとる．このとき， Uの微分多項式の族

{K2入＋2心 (t)In 2: o,入EfYJ叫こ Z[u,Ut0叫 oto,・・・],

{K訟十ふ＋心(t)I n 2: o,入EfYJ(n)} <;;;; Z[U,Ut0,Ut。to,・ ・ -] 

が存在し，任意の tの単項式P(t)= t閉ot炉・・・について

が成り立つ．

f̀ • J ＝ここ亭゜炉1炉2...)Kい＋2△n(t), 
n2'.0入E9(n)

P(Dt)f ・ g 

Jg 
=I: I:附゚炉1和 2…)Kい＋ふ＋6n(t) 
n2'.0入E9(n)
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5 2被約 Schur関数と SchurのQ関数に関する予想

中島［7] は水川裕司，山田裕史との共同研究に基づき，佐藤—毛織が導入した対称多項式

f刈x),g入(x)の2被約 Schur関数S刈x)およびLittlewood-Richardon係数c心を用い
た表示を与えた：

命題 5.1([7]). n 2='. 1および入 E9い）について，

f入(x)＝区心S2μ十△n(x)S珈十△れ(x),
μ,vE少(n)

ぬ(x）＝こ心S2μ+on(x)S加＋心(x)
μ,vEf.?1J(n) 

が成り立つ．

彼らはさらに，この対称多項式が SchurのQ関数 Q刈x,x)に等しいことを予想して

いる：

予想 5.2([7]). n ;:=: 1および入 E9(n)について，

こ心S加十△れ(x)S加十△n(x) = 2―nQ2入＋2△れ(x,x), 
μ,vE少（れ）

こ 心S2μ+/jn(x)S2u心 (x)= 2―nQ2入十今＋6n(x,x)
μ,vE少(n)

が成り立つ．

予想5.2の第一の式は対称多項式f刈x)，第二の式は対称多項式g刈x)に対応している．

この予想と命題5.1,定理4.1を合わせると， KdV方程式系の解と SchurのQ関数（つ

まり，対称群のスピン指標）の間に関係がある，という予想が得られる．中島 [7]は予想

5.2の簡単な場合の証明を与えている：

定理 5.3([7] ）．予想 5.2 は n=l の場合，また n=2 かつ l （入） ~1 の場合に成り立つ．

Littlewood-Richardson係数c似を一般に計算することは難しいが，定理5.3の条件の

下では C似を計算することができ，対称多項式 {qr(x)I r ;::,: 0}の計算に帰着させること
でこの予想を証明することができる．
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6 予想の一般の場合についての考察

この節では，予想 5.2の一般の nについての場合を [3]に基づいて考察する．

変数の組x= (x1,x2,••·,xn) と独立な n 個の変数の組 Y = (Y1, Y2, ・ ・ ・, Yn)を取り，

炉＝（YI,Y§,...,Y~) と書くことにする．｛料（炉） I入Eg;(n)}は線形独立であるから，

予想5.2は次と同値である：

予想 6.1([3, Conjecture 4.1]). n 2: 1について，以下が成り立つ：

こ料（炉）と心S加十△れ(x)S加十△n(x)
入€少(n) μ,vE&（れ）

= LS).（炉）（2―nQい＋2△n(x,x)),
入E&(n)

LS入伍）と心82μ+/jn(x)S2v十△れ(x)
入EfY>(n) μ,vEfY>(n) 

= L s刈炉）（2―nQ2入十今＋0Jx,x)).
入€少(n)

ここで (5)の両辺を計算するために，いくつか記号を導入する．

An= {a= (a1, a2,..., an) E (Z2'.or I a1心 2,・・・,anは相異なる｝

(5) 

(6) 

とおく．このとき aE Anについて， (XTc,(n)< • • • < (YTa(2) < (YTa(l)なる TaE'5nが一
意的に存在する．ここで T;;1a= (a互 (1),(XTa(2), • • • l (XT。(n))E 9(n)となっている．こ

のとき，（5)の両辺はKostka行列の逆行列を用いて以下のように計算できる ((6)につい

ても同様である） ： 

Ls;.（炉）と心S加十△れ(x)S加十△れ(x)
入€少(n) μ,vE少(n)

L Sμぽ）％（炉）S加十△n(x)S珈十△れ(x)
μ,vE!.?l'(n) 

= <€>n) e心）。互sgn(T0)sgn（乃） （リ虹＋,(n j)(x)q訊＋,(n j)(x)) 

x 〉 K-1 k―1 
n（元1a-iin)1L<((T；；沼ー似）＇’

n,＜€ク-(n) 

nU<=＜ 
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ど双（炉）（2―nQ2入＋2△n(x,x))
入€少(n)

= L e~国）区 2―nkiA!Qか＋2△れ (x,x).
-・ 

~E少(n）入E!?.l'(n)

{ee （炉） I~ E p}i(n)}の線形独立性より，予想は次と同値であることがわかる：

予想 6.2([3, Conjecture 4.4]). n 2: 1 および~ E p}i(n)について，以下が成り立つ：

ぶsgn(r0)sgn（乃）（n厄＋1-（n-J）（x)q2あ十1-（n-J)(x)）
X L K―1 k―1 

n（元1a-8n)' ＜（デB-6n)＇
n,＜€クn)
nU<＝e 
I:2―n Ke>.~Q2入＋2△n(x,x),

入€少(n)

a : sgn（ち）sgn（乃）（り見 (n]）（x)q訊＋1 （n J)（x)) 

X L K―1 k―1 
rJ(T,;;-1a-心）＇ く（T；頃ー似）＇

rJ,(Eiffe'-n) 
rJU(=e 

= I: 2―n Ke>.~Qい＋ふ＋8n(x, x). 
入€少(n)

7 予想の n=2の場合の証明

この節では，予想 6.2（予想5.2と同値）の n=2の場合の証明の方針を [3]に従い述

べる． n=2の場合，予想5.2,予想6.2はそれぞれ次の形で書かれる：

定理 7.1([3, Theorem 5.1]).入E9(2)について，

こ心S2μ十△2(x)S珈十△2(x)=2―2Qい＋2△2(x,x), 
μ,vE[ilJ(n) 

こ 心S加十152(x)S2v心 (x)= 2―2Q訟十今十152(x, x) 
μ,vE[ilJ(n) 

が成り立つ．
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定理 7.2([3, Theorem 5.2]). ~ E 9(2)について，以下が成り立つ：

L sgn（ち）sgn(T13叫 (x)q知＋1(x)q加1(x)q徊＋1(x) 
a,/3EA2 

x 〉 K-1 k―1-1 
如；；1a-8n)'HC:(Ti1 f3-8n)1 

-(2) 悩 E!Y
r,U(=e 

= L 戸 Ki)Q2入＋2△n(x,x),
入€少(2)

L sgn（石）sgn（叫q砂—1(x)晒 (x)q認1(x)q第＋1(x)
a,/3EA2 

x 〉 K-1 ぷ―1
n(T；；沿心） ＜（T(31 {3心）／

-(2) 
'T/,(E少
r,U(=e 

L2―2Ki;.~Qか＋今＋on(x, x). 
入€少(2)

ただしここで， A2はa1# a2を満たす a=(a1, a2) E (Z::,.o戸の集合であり， aE A2に

ついて TaE 62はQ!Ta(2)< aち（1)を満たすものである．

定理7.2を証明するために用いるいくつかの記号と命題を述べる．入＝ （ふ，入2)E !.YJ(2) 

およびび1，び2E邑について， a1+a2+(31+(32= ふ＋入2+2 および％•1(2)+(3び2(2) :s::入2

を満たす (a,(3）＝ （（a1,a2),((31,(3叫） E(Z::,.o)2 x (Z::,.o戸の集合を B（入；び1，び2)とおく．

また，び1，び2E釣および a= (a1, a2),(3 ＝（(31ん） E(Z::,.o戸について，ふ十入2= 

a1 +a叶内＋あー 2および入2;:::: au1(2) +(3四 (2)を満たす入＝ （ふ，入叫 E9(2)の集合

をC(a,(3項 1，び2)とおく．このとき，長さ 2の分割に対応する SchurのQ関数の新しい

表示として次が得られる：

命題 7.3([3, Proposition 5.3] ）．入€グ（2) について，以下が成り立つ：

Qい＋2△n(x,x)

= 4 L sgn（び1)sgn（び2) こ Q2a1(x)q笙＋1(x)q2;31(x)q硲＋1(x), 
び1,u2E釦 (a,(3)EB（入；61,62)

Qい＋今＋lin(x, x) 

= 4 L sgn(a1)sgn（叫 と Q2a1(x)q知＋1(x)q叫—1(x)q2ゎ(x).
び1,u2E62 (a,(3)EB（入；び1P2)

また， Kostka行列の逆行列について次が成り立つ：
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命題 7.4([3, Proposition 5.6]). ~ E i}f(2)および叩＜ a1,あく出なる a=

(a1,a2),(3 ＝（(31,(32) E (Z団戸について，以下が成り立つ：

L Kふー1西），K（（}1-1ふ），＝ L sgn（叫sgn（叫ど ki>..!．
r,,(E§?i(2) び1西€釘屁C(a,{:J;a1 ，四）

r,Uく＝＜

命題7.3,命題7.4を用いることにより，定理7.2を証明することができる．
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