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1 導入

負削連分数の統計的性質

筑波大学伊藤弘明

Hiroaki Ito 

University of Tsukuba 

ここでは集会で述べた結果の解説及びその後いくつかの課題を解決できたので，それを報告する．先ず， N-

連分数を紹介する.Nを0でない整数とする．このとき，

[ao; a1, a2, a3, ・・・]N:= ao + 
N 

N 
釘＋ N 
a2 + 
a3 +・・・ 

(1) 

という形の表現を Nー連分数という.a; たちを部分商 (partialquotient)またはdigitsと呼ぶ.N 21のと

きa;2 N (N :c:; -1のとき a;2 NI+ 1)と仮定すると，無理数xに対して，この表現x= [ao;a1,a互・・]

は一意的である．今，変換 TN:[0,1)→ [O, 1)を

T心）：＝ぎ-lざj□O; TN(O) := 0 
X X 

と定義する．ここで， ao:= 0, N 2 1; 1, N :c:; ー1,n 2 1に対して，

N 
Un:= l N >・- N 
雰―l(x)J'_1, l雰―i(l-x)j,N:c:;ー 1,

とおくと，任意の無理数ェに対して， x= [ao; a1, a2, ・ ・ ・]Nを得る変換 TNの不変測度は知られており，その

測度に関して力学系 ([0,1),23,μN,TN)はergodicであることが知られているここで，おはルベーグ可測集

合全体であり， AE23に対し，

邸(A)~{ loんJ,N"';_.,, ifNcZ¥(0,-1}, 
J dx , if N = -1. 
Al-x 

と書ける．

特に， N=lのときは Birkhoffのエルゴード定理から以下が得られる

Theorem 1.1. 連分数展開 [O;a1, a2, ・ ・ 山を持つ a.e.x E [O, 1)に対して，

1 
lim -#{1:Si:Sn;a;=k}= 1 log(l+ 1)  foreachkEN 
n→ oon log2 k(k+2) 
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-1 

n oo 
k―1 

1鷹 .l.+.l.+... +...!.. = (苔og(1 十 k(k~2)ro•2) =1.74・・・ ， 
00 

lo k 

1 lim 咋百~=g (i+ k(k+2)) 晶 = 2.68・ ・ ・, n→OO 

lim 
a1 + a2十・・・+an

= 00. 
n→ oo n 

1 Pn 召
lim -log x--=-
n→ oo n qn 6log2 

が成り立つ．ここで， Pn/qn = [ao; a1, a2, ・ ・ ・, anhである．

(2) 

ヽ

ー

＇

ヽ

ー

、

3

4

 

ヽ

(5) 

N /= -1のときは同様の式が得られるが， N = -1のときは，不変測度が無限であるため Birkhoffのエ

ルゴード定理を適用することができない．なので，上記の式の N = -1に対応するものに興味が生じる．

[ao; a1, a2, ・ ・ ・]-1はBackward連分数や負型連分数 (negativecontinued fraction)などと呼ばれることがあ

る.K. DajaniとC.Kraaikampは正則連分数と負梨連分数との閲係式

[O;a1,a2,・ ・ ・h = [1; 2, ・ ・ ・,2 ,a2 + 2, ・ ・ ・, 2, ・ ・ ・,2 ,a2k + 2, ・ ・ ・l-1- (6) 、、
(a1 -1) times (a2k-1-l) times 

を使うことで，以下の定理を得た [6].

Theorem 1.2. x = [1; a~, a;,・・・]-1 E [O, 1)に対して，

lim y'a~a; • • • a~= 2 a. e. 
n→~ 

算術平均については， N= a1 +a3 +・・・十a2k-l+ j, 0 :c; j < a2k-lとすると (6)より，

N k 
1 
刃区a~=2+ k 区i=la2, 
n=l 区i=la2i-l + j 

(7) 

と書け，これが3に測度収束することを示したが，この結果はすでに知られていた [4].その後，相加平均の上

極限は oo,下極限が2であることも示すことができたが，これもまた既知の結果であった [5].幸いなことに自

身の証明は知られているものとは異なり，より直感的であるこの証明については， §2で概説する．

また， x= [1; ai, a;,・・・]-1 E [O, 1)に対し，

1 Pn 
lim -log x -- = 0 a.e .. 
n→ oo n Qn 

を示した．ここで， Pn/Qn= [1; a~, aふ・・・， a~]-1 である .0 への収束の速度に関して，発表時は分からなかっ

たが，

logn Pn 7r2 . 
log x-―→ -- m me邸 ure.
n Qn 3 

であることを示すことができたこれについては， §3で概説するさらに，これの上極限と下極限も求めるこ

とができた．
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2 負型連分数の部分商叫の算術平均

この§では，以下の定理の別証明を述べる [4],[5]. 

Proposition 2.1 (J. Aaronson, H. Nakada). [1; a~, a;,••• ]_1をxE [0, 1)の負型連分数展開とする．この

とき，任意の E> 0に対して，

lim入({x: 一区咋ー3>c:})=0 
n→ oo n 

k=l 

が成り立つ．すなわち，算術平均は 3に測度収束する．しかし，概収束はせず，

1 
n 

liminfー区吐=2, 
n→ oo n 

k=l 

1 
n 

limsup - = oo a.e. 
n→ oo n 

区a~
k=l 

である．

N=釘＋四十・・・十 a2k-l+ j, 0~j < a2k-lとおく．このとき， (6)より，

1 
N 

刃ど心=2+ k区，~=1 a2, . 
n=l 区i=la五ー1+j

[1]を注意深く見れば，以下の主張が成立することがわかる．

(8) 

Theorem 2.1. 関数 A:N→Nを狭義単調増加関数とするこのとき， x= [O; a1, a2, ・ ・ ・h E [O, 1)に対
して，

が成り立つ．

1 
zn measure 

nlogn 
LaA(k)→ 
k=l 

log2 

さらに， [1]の中のアイデアを使って，

klogk 
→ 0 in measure. 

を示すことができる．測度収束に関する以下の性質から，相加平均が3に測度収束することが示される

Proposition 2.2. (X, B, μ)を測度空間とする.an, bn: X→ 応 oを可測関数とし， a,bを正の定数とす
る．このとき， an→a, bn→ bin measureならば，以下が成立する．

(a) an+bn→ a + b zn measure, 
(b) aふ→ab in measure, 

(c) an/bn→ a/b in measure. 

Borel-Bernstein Theoremの証明 [8]と同様にして以下の主張を示すことができる．
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Proposition 2.3 (Borel-Bernstein). 閲数'P:N→ (0, oo)に対して，

W'P = {x = [l;a~,aふ·・ ・]-1 E (0, 1): a~> tp(n) for infinitely many n EN} 

とおく．このとき，級数区~=11/tp(n) が発散するならば，

入(W~) = 0. 

Proposition 2.3より，

れ

r 1 1msup- a-= oo a.e. 
n→ oo n L; i=l 

を得る．さらに， T1(x) = [O; a2, a3, ・ ・ ・]iであるから，

N k 
1 ー区叫(T心）） =2+ 区i=la2,+1 
N i=l ど:=l知 +j

這ける．ここで， N=a2十四十・・・+ a2k + j, 0~j < a2k+2・ ゆえに，

立•=l 四i k k 
liminf 区i=l仰区i=la公

k 
= liminf 

k 
~liminf 

k 
= 0 a.e. 

N→00区i=la2i-l + j k→OO 区i=la2i-l + a2k+l -1 k→OO 区i=la2叶1

となり， Proposition2.1の証明が完了する

今， x=[l;a~,--·,a~,--·]-1(= [O;a1,・・・,aれ,・・・h)に対して，一般化平均 Mp,n(x)を

M凸）：= (I: 三）；；
と定義する.limp→ o Mp,n = y'a~a; ・ ·-a~, limp→ 00 Mp,n = max{a;};=l,---n, や p<qのとき Mp,n(x)<::: 

Mq,n(x)であることに注意すると，以下の表を得が得られる：

'"'p=l  I l<pく 00 Ip→ 00 I 

二二二II a~e. I in m:asure 

？
・
＿
？
・

CX) 

a.e. 

ただし， p→00の場合は， limn→00limp→ oo Mp,n(x)であることに注意 l<pく 00の場合については，例
えばp=2のとき，

.
J
 
＋
 

ea 

2

2

1

 

a

-

k

▽

]

[

知k

▽
]
[
 

＋
 
j
 
＋
 

.
9
 
2

1

 

a

-

k

▽
]

I

%

 

k

▽
]
[
 

2
 2
 
＋
 

2
 2
 ―

― 
1
2
k
 
a
 

z

区
〗
1
-
N
 

となるが，最後の項が測度収束するかどうかが分からなかった．下極限も分からない．
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3 負型連分数の近似の悪さ

Pn/qn = [O;a1,a2,・・・,an]i, Pn/Qn = [l;ai,a;, ... ,a~]-1 とおく．

Lemma 3.1. 任意の x=[O;a1,a2,・・・h = [l;ai,a;,--・]-1 E [0,1)に対して，整数N>Oが十分大きけれ

ば， N=釘＋的＋・..+a2k-l +j, 0 <:'.j < a2k+lと沓ける．このとき，

QN = q2k-l + (j + l)q2k, 

1 PN-1 1 
< x- < 

QNQN-1 QN-1 QN-1(QN -QN-1). 

が成り立つ．

Proof. 先ず， Qa,-1= qi, Qa, = q1 + q2であることが確かめられる．

Qa,+…+a狂ー1-1=q2k-l, Qa,+…+a2k-1 = q2k-1 + q2k 

と仮定する• Qn+l = a~+l Qn -Qn-lより， Qa,+…+a2k-1+j= q2k-l + (j + l)q2k, 0~j < a2k+1であるか

ら， QN+a2k+1-2= q2k-l + (a2k+l -l)q2k = q2k+l -q2k, QN+a2k+1-l = q2k-l +a2k+l伽=q2k+l・ よって，

QN+a2k+1 = (a味+2+ 2)q2k+l -(q2k+1 -q叫

= a2k+2q2k+l + q2k+l + q2k 

= q2k+2 + q2k+l・

もう一つの式は，各Nに対して，

PN -PN-l 応 PN-l

QN -QN-l QN QN-l 
くのく一< ' PNQ凡 l-P凡 1伽=1, 

であることに注意すると，

1 PN P正 1 PN-1 応ーPN-l p正 1 1 
= -- < x- < - = 

QNQN-l QN QN-l QN-l QN -QN-l QN-l QN-1(QN -QN-1). 

Theorem 3.1. x = [1; a~, a;,・・・]-1 E [O, 1)に対して，

1 1 Pn 
lim -logQn = 0 a.e., lim -log x -- = 0 a.e. 
n→ =n n→ =n Qn 

さらに，

2 2 logn 1T 
logQn→ 

logn Pn 1T 
- in measure ， log x- —• -- in measure. 

n 6 n Qn 3 

が成り立つ．

口

(9) 

Proof. x = [O;a1,a2, .. ・h = [l;a~,a;, .. ,]-1 E [0,1)とする．このとき，整数 N > 0が十分大きければ，

N=  a1十四十・ ・ ・+ a2k-1 + j, k 2': 1と〇::::;j < a2k+lと書ける．すると， Lemma3.1より，

1 1 1 
〇三一logQN= -log(q2k-1 + (j + l)q叫<-{log(j + 2) + logq叫
N N N 
log(a2k+1 + 2) 2k 1 
く ＋ー・一
江'.,,1髯 1 N 2k 

logq2k→ 0 a.e. 
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さらに， Lemma3.1より，

1 恥 1 1 N+l 1 
0 :2: Nlog x―忘＞一NlogQ辺 N+l= -(NlogQN + N・N  + 1 IogQN+1)→0 

が言える後半の主張を証明する

logk logk logk 
log伽= log(q2k-l + (j + l)q叫< {log(j + 2) + logq叫
N N N 

1 
石log(a2k+1+ 2) 2 1 召
< +・-logq2k→ - m measure, 
ぷgk区:=l虹 1 kl~gk 区:=l虹1 2k 6 

!ogk 
!ogQN = 

!ogk 

N N 
（ ）  

!ogk 
log(q2k-l + j + 1)知＞

N 
logq2k-1 

2 2k-1 1 召> . . . 
1 I::k 髯 1+ _i_  2k 2k -1 

logq2k-l→ - m measure. 
6 

klogk i=l klogk 

となるので，

また，

logN 

logk 

であるから， Proposition2.2より，

log k 7r 
2 

!ogQN→ 

I 

- m measure. 
N 6 

Nlog2 klogk 
og +log 
klogk log2 → 1 in measure 
logk 

logn 1r 
2 

-logQn→ 一
n 6 

m measure. 

を得る．さらに， Lemma3.1より， QN-QN-1 = q2kに注意すれば，

logn P 2 

log x 
n 7r . ——• -- m measure. 

n Qn 3 

を得る．

a.e. 

(10) 

口

(10)については気付くのに時間がかかったというのも N= a1 + a3 +・ ・ ・+ a2k-1 + jなので， KはN よ

りかなり小さくなるからである．実は，

logN → 1 a.e. 
logk 

が言える．これと Borel-Bernsteinの定理や [3]の結果などを使うことにより，以下の結果も得た．

logn 1 
liminf logQn = 0 a.e., l" 

ogn Pn 
1m sup log x -- = 0 a.e. 

n→ = n n→ = n Qn 
2 2 logn 1r logn Pn 1r 

limsup logQn = - a.e., liminf log x ——= -- a.e. 
n→ = n 6 n→ = n Qn 3 
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