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情報幾何とその応用
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概要

はじめに情報幾何の基礎を紹介する.続いて，情報幾何の応用例として，線形関係の推定，神経細胞の集団符

号化とその相互作用，多層パーセプトロンと特異モデル老順に紹介していく.

1 導入[1.7-9]

情報幾何の基礎について簡単に述べる.

確率分布の全体を考えよう.例えば確率変数 Zの正規分布

1.1 確率分布の作る多様体と 2つの不変性

抑)= Iι叫 {-zL(z-μ)2~ 
v"L.πσ .!.O-

の全体を考えよう.パラメータは μとσの2つなので，正規分布の

全体は二次元の多様体になっている.この多様体の局所構造はどう

なっているのだろうか.局所構造老調べるためにリーマン計量などを

自然に入れる方法がないだろうか.

もっと単純な離散確率分布を考えてみよう.確率変数Z は1，2，3の値をとる離散確率変数とする.確率ベク

図1

トlレは

P = (Pl，P2，P3) 

と表され，確率は足して 1になるから

Pl十P2十P3= 1 
P3 

である.

このため確率ベクトル pの全体がつくる多様体は 2次元になる.

図にすると 3角形状の空間になっている.乙の上に計量が定義でき

たとすれば，ある確率分布ともうひとつの確率分布がどれだけ近いを Pl 

測るものさしとなる.そのものさしは確率に則して決めなければなら

P2 

図2

ない. 3角形だからといってユークリッド空間で良いかというとそう

ではない.例えば， Ci =ゾ瓦とパラメータをとればこの分布のなす空間は球面になる.この場合はユーク
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研究会報告

リッド幾何ではなく球面の幾何学が必要となる.この他にもパラメトリゼーションの仕方はいくつもある.

s = {p(x，θ)}という確率分布の空聞を考える場合に，パラメータ 9の取り方に依存しない幾何構造(計量)
を決めたい.

また y=ν(x)という非線形関数があって，確率変数 Zをνに変換したとしよう.yの確率分布になったと
しても持っている情報は Z と変わらない.だから zで定義しょうがUで定義しょうが同じ幾何構造を与える

もの老考えなければならない.したがって次の2つの不変性が重要である.

1.パラメトリゼーションの不変性

2.確率変数の表現の不変性

この2つの条件だけで確率分布の局所的な幾何構造が一意的に決まると予想されている.

1.2 リーマン構造と双対接続

リーマン構造はどうなるのだろうか.リーマン計量は

が=乞ω刈 dθj

で与えられる.乙のときテンソルgijが

Iθδl  
gij(θ) = EI "，-" logp一一logpl
J¥-/  -，θθ4δOj --0. J 

で与えられるとき，リーマン構造が一意に決まる.gij(θ)はFisher情報行列と呼ばれている.

リーマン構造が決まると，アフアイン接続は，接続が対称であるという条件のもとで，一意的にリーマン接続

となる.リーマン接続とは平行移動しても内積が変わらない接続である.しかしとれだけだとほとんど何も

発展性がない.それならば他に構造を考えてみよう.リーマン接続は計量を保存した接続であったが，計量と

接続を別々に定義するとともできるのではないか.しかし，乙れではリ←マン構造を壊してしまう恐れがある.

リーマン構造を崩さないで議論を豊かにするには接続を2つ定義する

のがよい.'¥1とそれに双対な'¥1*(('¥1つ*= V)である.もしくは平

行移動で定義したHとTI*である. 2つのベクトル場XとYがあっ

たときに，その内積が

(X， Y) = (TIX， TIホY)

で保存される構造を考える.このとき重要なのは3つの値(g，'¥1，'¥1つ
であり，この3つが双対構造を決める.'¥1='¥1ホならば自己双対で 図 3

リーマン接続となる.ζとでは掠率は考えない.もし Vと'¥1*が平坦なとき，(g， '¥1， Vつによって決められ

る空問者双対平坦空間と呼ぶ¥双対平坦空間では，座標系θと双対な座標系ηは，ある滑らかな凸関数。(θ)

が与えられたときにルジャンドル変換:

η=20(θ) 。θ
で結ぼれる.見方を変えると，凸関数のルジャンドル変換における幾何学構造は双対平坦であるといえる.
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう-J

1.3 ダイパージ、エンスと統計的推定

双対平坦空間ではどのような良いことがあるのだろうか.実は双対平坦

性から2点間p，qのダイパージェンス:

D炉:q] 

という量が自動的に決まる.さらに， 3点p，q，パこ対して，pとqを結ぶ

線を測地線 (m-測地線)， qとrを結ぶ線を双対測地線(e-測地線)とし

て，とのこつが直交したときにピタゴラスの定理が働き

Dfp: r] = D[p: q] + D[q: r] 

p 

図4

となる.乙のとき射影定理が成立する.ある点からある部分多様体上の一番近い点を探したいとき，射影すれ

ば良いのである.確率分布p(x)の作る多様体では，一つの測地線は確率分布のmixture

r(x， t) = tp(x) + (1-t)q(t) 

で表され，もう一つの測地線は対数をとった曲線

log r(x， t) = t logp(x) + (1 -t) log q(t) 

で表される.前者を m-測地線，後者を e測地線と呼ぶ.

統計学ではデータが測定されたときにそれが満たす確率分布を推定する.これは有限次元のパラメータで指

定された分布ならばそのパラメータを推定することと等しい.データが多くなればなるほど推定精度は良くな

る.この場合，推定値の候補が，データから確率分布の作る多様体に射影した脚の近傍だけに限られるので，

接空間の議論になる.これは 1次漸近論と呼ばれ，どのような確率分布でも同じように扱うことができる.さ

らにデータがもう少し広がりをもち 2次近似が必要になる場合には曲率を考えればよい.

2 最小2乗法は嘘っぱち?[5，6] 

2.1 最小2乗法

n個の観測値のペア (Xl，Yl)， (X2， Y2)γ・.， (九，Yn)があり， xとy

には原点を通る線形な関係

y=Ox 

がある.とのとき Oを推定したい.ただし， ziは真のデータふに誤

差むが上乗せされて観測されたもの

Xi = Ci十向

とする.抗も同様に誤差己を含む:

x 

x 

図5

Yi = OCi + <. 
簡単のため，誤差 Ei，<はすべて互いに独立で平均0分散 σ2の正規分布N(O，0-2)に従うとする.
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最小2乗法は，

L(O) =乞(抗 -OXi)2 

を最小にする θを求める.解は，

。L:Xi笠-
L:X[ 

であるーとの答えはそう悪くはないが，一番良い方法ではない.

2.2 その他の方法

この他にも答えは考えられる.例えば，

uu
一zzε や

鈴
一
向ε
 

1

一n

などである.

良さそうな方法は，ある仮想の直線を考えて，それに観測値を正射影したときの誤差の2乗和を最小にする

。を求める方法である.なぜなら Xの誤差もνの誤差と同じように扱っているからである.けれども，乙の

方法と一番単純な答え L:ydL:Xiとどちらがよいだろうか.実はこれは場合による.
なぜこのような変なことがおこるのだろうか.

2.3 セミパラメトリックモデ、ル

今，0は未知である.そして， 6，'・.，Cnも未知なのである.つまり，未知パラメータがn+1個ある.だか
ら，データをとってもとっても未知パラメータが増えていくのである.乙の問題は 1950年代から知られてお

りNeyman-Scott問題と呼ばれている.今の問題の場合，未知パラメータが(θ，ご)であるときの観測値(X，y)

の確率分布は

と書ける.未知パラメータとが未知の分布Z(ご)から独立に生じたものであるとすると，(x， y)の同時確率分
布は

p川 0)=J 山川IOθ川州叩，ぺ必ご心c)Z凶Z(ωとc)
と書ける.p(μX，訓0的)は未知の関数ZOと未知のパラメ一タ θを含んでいる.との統計モテ、ルをセミパラメト
リックモデルという.

乙の場合の推定論はどうしたらいいのだろうか.実は情報幾何で扱うととができるのである.関数空聞にお

いて，パラメトリックモデルの上にファイパーバンドル的なものを考えて，求めたい推定関数がパラメトリッ

クな関数と直交するように推定すればよい.

ニューロンのパルス間隔の構造の推定についても，同様の推定論を用いて良い推定ができる.一つのパルス

が出た後に次のパルスが出るまでの間隔が独立なちば，パルス間隔は指数分布になる.規則的に出るならば，
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一定間隔である.実際のニューロンはそのどちらでもない.実験データは発火率が測定ごとに揺らいでいる.

発火率を知りたいわけではなく，パスル間隔の揺らぎを規定するパラメータを知りたい.この問題はガンマ分

布のセミパラメトリックモデルとして取り扱うことができる.この問題についても情報幾何の観点からよい推

定方法が得られている.

3 神経細胞の集団符号化 [2，10]

3.1 ニューロンの相互作用

ニューロンがn個あって，確率的に発火したりしなかったりする.それぞ、れのニューロンの状態をn個の

変数Xl，...，xnで表す.発火していれば町 =1，発火していなければ的 =0とする.発火する確率は条件に

よって変化する.乙のとき n個のニューロンの状態の同時確率分布

p(x) = P(Xl' x2， '" ，Xn) 

を議論したい.

まず，この確率分布からわかる一番簡単な値はぬの期待値

市 =E[Xd，

つまり発火率である.また，ニューロン聞には相互作用があるはずで，その度合い老知りたい.その値として

例えば，XiとXjの共分散

叫j= Cav[Xi' Xj] 

が考えられる.

聞い 相互作用を調べるにはどのような値がよいのだろうか，相関係数が良いのだろうか.

まず，二つのニューロンだけを考えよう.二つの

ニューロンの状態老町，X2とすると，その同時確率 九.l)

分布P(Xl，X2)は3次元空間s= {P(Xl' X2)}をなす.
Xl，X2が独立なときの確率分布がなす部分空間は2次

元曲面 M = {p(Xt}p(X2)}である.二つのニューロ

ンに相互作用がある場合，pはとの曲面からはずれて

いる.そのとき，相互作用を表すための座標は Mと

直交している方向にとれば良い.直交しているように 向。め

とればそれぞれのニューロンの状態とは関係なく相互

作用のみを測ることができるからである.直交してい

る座標は

XI'X~ =0，1 

d".o) 

図6

_ p(1， l)p(O， 0) 
() = loe: 

<:> p(l， O)p(O， 1) 

で与えられる.独立な場合，pOが積の形に分解されるのでθ=0となる.とれを相互作用を測る座標とすれ
ばよい.
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3.2 3次の相互作用

次に 3つのニューロンの場合を考えよう. 2つのニューロン

聞には相互作用が無い場合でも，全体として独立かというとそ

うではない. 3次相関を考える必要がある.そのためには， 2 

次相関まで、はあって3次相関がないという部分空間と， 1次，

2次相関は無くて3次相関のみがあるとう部分空間に分けて考

えると見通しが良い.情報幾何の観点から見ると，この二つの

部分空間は直交しているととがわかっている.さらに高次の相

聞についても同様に直交分解を考えるととができる.との性質

は，昔から統計学では現象として知られていたが，情報幾何に

よって直交分解になっていることがわかったので、ある.

3.3 高次の相互作用と同期発火

最後にn個ニューロンがある場合を考えよう.そうする

と全部で 2n- 1の状態を持つことになる.高次相聞を考 q(r) 

えたいが， nが大きい場合，その値を決めるのは不可能に

近い.そとで、なにかニューロン聞に構造をいれなければな

らない.その中のーっとして，それぞれのニューロンがあ

る共通の入力をうけて発火するモデルを考える.そのとき

高次相関がどういう現象として表れるかを調べてみよう.

共通の入力によって発火するのだから，ニューロン聞の発

火率には相関がある.このとき n個のニューロンのうち

何個が同時に発火しているかの割合

r=寸乞Xi

M1 

図7

r 

図8

の確率分布q(γ)を求めたい.すべてのニューロンの発火率が独立で同一な分布に従うと仮定すれば，発火率

は大数の法則よりデルタ関数状になる. 2次相関はあって、 3次以上の相関が無い場合も、相関のある場合の

大数の法則によりデルタ関数状になる。ニューロンの集団が同期発火する場合，つまり高次相関がある場合に

はこ山になる。とのこ山の分布は，あるときには多くのニューロンが同時に発火するが，あるときにはほとん

ど発火しないということを表す.

3.4 同期発火とパインデ、イング問題

ニューロンの集団が同期して発火すると，そのときに運ばれる情報は大きいから，脳のなかでは同期して発

火するという現象が次々に起乙っているのではないかといわれている.実際，ニューロン集団の同期現象がパ

インディング問題に関連があるのではないかと考えられている.今，目の前に赤いOと黒い口があったとしよ

う.脳の中には形を認識するニューロン集団があって， O~こ反応するニューロンが発火し，同時に口に反応す

るニューロンも発火する.また，色を認識するニューロン集団があって，赤に反応するニューロンと黒に反応

するこユーロンも同時に発火する.とれらのニューロンが同時に発火したち， 0が赤いのか口が赤いのか区別
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「数学者のための分子生物学入門 一新しい数学を造ろう-J

がつかないのではないだろうか.しかし，私たちは簡単に見分けるととができる.それでは脳ではどのような

情報の交通整理が行われているのだろうか.これがパインディング問題である.一つの説は， 0のニューロン

の発火と赤のニューロンの発火が同期しているのではないかというものである.

4 多層パーセプトロンの学習と特異モデル [3，4，11]

人工神経回路網の一種，多層パーセプトロンのつくる関数全体を関数空間上の多様体だと考え，その学習が

多様体の幾何学構造を考慮した自然勾配法を用いる ζとにより大きく改善される.

4.1 多層パーセプトロン

まず，多層パーセプトロンのモデルについて説明する.n

個の入力信号 X= (Xl，.・.，Xn)が与えられて，それを m個

の中間層のニューロンが受け取る.j番目の中間層のニュー

ロンは入力信号に重み叩jをかけた値を非線形関数ψで変

換した
x y 

Zj =ψ(ωj . X) 

を出力する.最後のニューロンは中間層の出力に重み旬を

かけて

図9

ν=芝町ψ(Wiι)

を出力する.乙乙で，すべての重みパラメータをまとめて

θ (WI，... ，Wm;ψ) 

とする.そして出力にノイズEが加わるとすると，出力関数は

Y=玄叫ψ(Wi.X) +正=f(x，8) +正

と書ける.ノイズ正は平均O分散 1の正規分布に従う確率変数とする.乙のとき Z が与えられたときのyの

確率分布は，

帥;(})=吋すい附)2} 
と表される.

問題はパラメータ θ老決めることである.パラメータの学習は，ある Z が与えられたときに，それとあわ

せて正解yが与えられる乙とによって行われる.つまり，ある Zに対しては出力はνになるべきであるとい

う例題集{(Yl，Xl)，・・・，(仇，Xn)}が与えられて，逐次的に学習が行われるのである.ただしνにはノイズが
のるので必ずしも与えられる教師信号は正しくない.結局，これはデータ (y，X)が与えられたときのパラメー
タθを求める統計的推定の問題である.

4.2 ニューロ多様体
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一般の非線形関数ψ(x)が作る関数空間Lを考えよう.パラメータ

θの次元をNとすると，パーセプトロン全体がつくる関数の空間は，

関数空間Lの中のN次元部分空間となる.乙の部分空間Mをニュー

ロ多様体とよぶ.パーセプトロンが処理できるものはニューロ多様体

Mの中にあるものだけで，その外にあるものは処理できない.本当

のデータがMの外にある関数から出てきた場合はパーセプトロンは

M上で最もその関数に近い点を探す.学習というのは，例題からそ

の点に至るようにパラメータを変化させることである.ただ， Mが

曲がっている場合，遠回りをしなければならない.とれが勾配法で学

習が非常に遅くなるひとつの原因である.では Mがまっすぐならば

いいのだろうか.しかし，そうではない.まっすぐだと様々な関数を

図 10

カバーできなくなってしまう.曲がっている方が情報処理を行える容量が大きいのである.そのため，ある関

数族の情報処理の容量とその学習の効率を議論するときには幾何学的な構造を考える必要がある.今，パーセ

プトロンがつくる関数が確率分布族だとすると Mは双対接続の空聞になっている.けれども，この場合，ノ

イズが正規分布に従うとしているので，双対性が消えリーマン空聞になる.

4.3 パーセプトロンの学習

学習はどうするかというと，今，パラメ←タの値がθtであるとき，入力叫によって得られる出力 f(Xt，θ)

と，正解釦との誤差が小さくなるように新たなθt+lを推定する.その2乗誤差は，

l(日 ;θt)= j計か|防Yt一伽，ιA刈θ仇削tけ小)
である.通常の勾配法による学習は，誤差関数Iの勾配をとって

d.8t = -1Jt Vl 

l = (竺 δ~)
θθl"t砂N

である.乙の学習方法はパックプロパゲーションと呼ばれている.

4.4 特異構造

ニューロ多様体はθだけ老とって見たならばユークリッド空聞に見えるが，関数として見たとき，いったい

どうのような構造をしているのだろうか.構造を調べるためには計量を計算すれば良い.パーセプトロンの作

る空間の計量は Fisher情報行列

で与えられる.

rologp(x，ν;θ)θlogp(X，Yi8)l 
9ij(θ)=E||  
J\~I -， θ(}iθ内 l

では，本当にMは多様体なのだろうか，ととろどζろに特異点があるのではないだろうか.
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その前に，なぜ関数空聞に特異点が生じるか簡単なモデル

y=cψ(ω.x) + E 

を例にとって考えてみよう.乙れは多層パーセプトロンから

一つの中間層のニューロンを取り出してきたものである.w 

ととを軸にとったのが図 11のAである.c=Oのとき却

はどのような値でも同じ関数になる.つまり，乙の空間は一

見.Aのように見えるが，実際は Bのようなと =0で一点

に縮んだ形をしている.この点が特異点である.

A と 8 

w 

図11

実際に多層パーセプトロンでも特異点がいくつも生じている.なぜかというと，特異点が生じる現象は対称

性に由来しているからである.多層パーセプトロンはニューロンがたくさんあり，ニューロン4とニューロン

jの重みがωi-ωjとなって2つのニューロンが同じ動作をするようになってしまう場合が多々ある.乙う

なると 2つニューロン聞の責任分担が任意になるので特異点が生じてしまうのである.

4.5 自然勾配法

通常の最急降下法は，ユークリッド空間でかつ直交座標系をとっているときには最急降下方向に勾配をと

る.しかし，リーマン空間では最急降下方向にはならない.とくに特異点がある空間では，特異点にトラップ

されてしまって学習がなかなか進まなくなってしまう.

通常の最急降下法は

tl.8t = -'r/t Vl 

で、あった.左辺は反変ベクトル，右辺は共変ベクトルであり，左辺と右辺の性質が異なる.右辺を左辺に合わ

せるためには計量行列を使えば良い.リーマン空間での最急降下方向は

マl= C-1(θ)Vl 

で与えられる.これを自然勾配と呼ぶ.G(θ)はFisher情報行列である.よって学習法則は

Aθt = -'r/tVl 

とするのが良い。とれ老自然勾配法と呼ぶ.

しかし，自然勾配を求めるには.Fisher情報行列を計算してそ

の逆行列をとらなければならない.乙の計算は結構大変である. 日

そ乙で， GJ1をデータかち逐次的に推定していく方法

。i:J1=(1+ε)Ct1一正守lt(守lt)T
を用いて計算すれば，それほど計算量は多くならずにすむ.乙の

適応的自然勾配法(点線)と，通常の勾配法(実線)の学習を比べ

たのが図 12である.通常の勾配法は学習の途中で特異点に引き

込まれてプラトーに陥っている.とれは特異点で VlがOになっ

ているからである.一方，自然勾配法は，特異点で C-1が無限

大になり，自然勾配C-1Vlは適切な値をとるので，プラトーに

陥る乙となく難なく収束するのである.
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